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Аннотация

В статье доказано, что невозможно построить алгоритм, позволяющий по произвольно-
му конечному заданию группы определить, разрешима ли ее позитивная теория. Указанное
групповое свойство не является марковским, поэтому к нему не применима фундаменталь-
ная теорема Адяна – Рабина.
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In paper proved that it is impossible to build an algorithm that allows you to determine
from an arbitrary finite task of the group whether it is solvable her positive theory. The specified
group property is not Markov, so the fundamental Adyan-Rabin theorem does not apply to it.
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1. Проблема распознавания группового свойства 𝛼

По произвольному конечному заданию группы образующими и определяющими соотноше-
ниями определить, обладает ли эта группа свойством 𝛼.

Напомним, что групповое свойство 𝛼 называется инвариантным, если из того, что для
группы 𝐺 выполнено свойство 𝛼, а группа 𝐻 изоморфна группе 𝐺 следует, что и для группы
𝐻 выполнено свойство 𝛼. Инвариантное групповое свойство 𝛼 называется марковским, если
существует конечно определенная группа 𝐺+

𝛼 , для которой выполнено свойство 𝛼 и существу-
ет конечно определенная группа 𝐺−

𝛼 , которая не вложима ни в какую конечно определенную
группу, для которой выполнено свойство 𝛼. Можно привести очень много интересных приме-
ров марковских свойств. Например, “𝐺 - единичная группа”, “𝐺 - конечная группа”, “𝐺 - пери-
одическая группа”, “𝐺 - циклическая группа”, “𝐺 - абелева группа”, “𝐺 - нильпотентная груп-
па”, “𝐺 - разрешимая группа”, “на группе 𝐺 - выполняется нетривиальное тождество”, “𝐺 -
простая группа”, “𝐺 - финитно аппроксимируемая группа”, “в группе 𝐺 - разрешима пробле-
ма равенства”, “𝐺 - свободная группа”, “𝐺 - группа без кручения”, “группа 𝐺 ∃-эквивалентна
свободной неабелевой группе”, “группа 𝐺 ∀-эквивалентна свободной неабелевой группе”, “груп-
па 𝐺 элементарно эквивалентна свободной неабелевой группе” и т.д. Поэтому особый интерес
представляет фундаментальная теорема С.И. Адяна [1], [2] – М.О. Рабина [3].

Теорема 1 (Адян – Рабин). Проблема распознавания любого марковского группового
свойства алгоритмически неразрешима.

2. Алгоритмическая неразрешимость проблемы распознавания
разрешимости позитивной теории произвольной группы

Существуют интересные примеры немарковских свойств, как алгоритмически разреши-
мых, так и алгоритмически неразрешимых. Например, немарковскими являются свойства
“группа 𝐺 совпадает со своим коммутантом”, “группа 𝐺 хопфова”. Первое свойство алго-
ритмически разрешимо, а второе – алгоритмически неразрешимо: в работе [4] D.J. Collings
доказал алгоритмическую неразрешимость проблемы распознавания хопфовости для конечно
определенных групп, а в работах [5], [6] и [7] C.F. Miller III и P.E. Schupp доказали, что любая
конечно определенная группа вложима в некоторую хопфову конечно определенную группу,
значит свойство групп “Быть хопфовой группой” не является марковским.
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Определение 1. Элементарная теория с константами 𝑇ℎ𝐺(𝐺) группы 𝐺 – это мно-
жество всех замкнутых (не содержащих свободных вхождений переменных) формул Φ вида

(𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑛 𝑥𝑛)Ψ,

где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите переменных и констант {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 } ∪𝐺,
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые), а 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 − кванторы ∀или ∃,

истинных на группе 𝐺.

Определение 2. Элементарная теория без констант 𝑇ℎ(𝐺) группы 𝐺 – это множе-
ство всех замкнутых (не содержащих свободных вхождений переменных) формул Φ вида

(𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑛 𝑥𝑛)Ψ,

где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите переменных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые), а 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 − кванторы ∀или ∃,

истинных на группе 𝐺.

При этом 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛 называется кванторной приставкой формулы Φ, 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛 – ти-
пом кванторной приставки, а Ψ – бескванторной частью формулы Φ.

Если зафиксировать тип кванторной приставки (𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑛 𝑥𝑛) рассматривае-
мых формул Φ не накладывая при этом никаких ограничений на их бескванторную часть Ψ,
то получим понятие элементарной 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ𝐺(𝐺)–теории группы 𝐺 (с константами)

Определение 3. Формула Φ называется позитивной, если ее бескванторная часть Ψ
не содержит отрицаний, т.е. имеет вид

𝑘
∨
𝑖=1

( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 ).

Определение 4. Позитивной теорией с константами 𝑇ℎ+𝐺(𝐺) группы 𝐺 называется
подмножество ее элементарной теории с константами 𝑇ℎ𝐺(𝐺), состоящее из всех замкну-
тых позитивных формул Φ (истинных на группе 𝐺).

Определение 5. Позитивной теорией без констант 𝑇ℎ+(𝐺) группы 𝐺 называется
подмножество ее элементарной теории без констант 𝑇ℎ(𝐺), состоящее из всех замкнутых
позитивных формул Φ (истинных на группе 𝐺).

Если зафиксировать тип кванторной приставки 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛 рассматриваемых позитив-
ных формул Φ из 𝑇ℎ+𝐺(𝐺) не накладывая при этом никаких ограничений на их позитивную
бескванторную часть Ψ, то получим понятие позитивной 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ

+
𝐺(𝐺)–теории с кон-

стантами группы 𝐺.
Аналогичным образом определяется понятие позитивной 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ

+(𝐺)–теории без
констант группы 𝐺.

Если элементарные теории без констант групп 𝐺 и 𝐻 совпадают (𝑇ℎ(𝐺) = 𝑇ℎ(𝐻)), то
группы 𝐺 и 𝐻 называются элементарно эквивалентными или элементарно неотличимыми.

Если элементарные 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–теории без констант групп𝐺 и𝐻 совпадают (𝑄1𝑄2 . . .
𝑄𝑛𝑇ℎ(𝐺) = 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ(𝐻)), то группы 𝐺 и 𝐻 называются элементарно 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–
эквивалентными или элементарно 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–неотличимыми.
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Если позитивные теории без констант групп 𝐺 и 𝐻 совпадают (𝑇ℎ+(𝐺) = 𝑇ℎ(𝐻)+), то
группы 𝐺 и 𝐻 называются позитивно эквивалентными или позитивно неотличимыми.

Если позитивные 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–теории без констант групп 𝐺 и 𝐻 совпадают (𝑄1𝑄2 . . .
𝑄𝑛𝑇ℎ

+(𝐺) = 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ
+(𝐻)), то группы 𝐺 и 𝐻 называются позитивно 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–

эквивалентными или позитивно 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛–неотличимыми.
Если группа 𝐻 является подгруппой группы 𝐺 (𝐻 ≤ 𝐺), то можно естественным обра-

зом определить равенства 𝑇ℎ𝐻(𝐻) = 𝑇ℎ𝐻(𝐺), 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ𝐻(𝐻) = 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ𝐻(𝐺),
𝑇ℎ+𝐻(𝐻) = 𝑇ℎ+𝐻(𝐺) и 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ

+
𝐻(𝐻) = 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ

+
𝐻(𝐺).

Ю.И. Мерзляков в работе [8] установил, в частности, позитивную эквивалентность (по-
зитивную неотличимость) любых двух свободных нециклических групп. Более того, он дока-
зал, что для любых 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 выполняется равенство 𝑇ℎ+𝐹𝑛

(𝐹𝑛) = 𝑇ℎ+𝐹𝑛
(𝐹𝑚). Г.С. Сасердот

в работе [9] частично усилил результат Ю.И. Мерзлякова – он доказал, что если 𝐴 и 𝐵 –
неединичные группы и порядок одной из них больше 2, то их свободное произведение 𝐴 * 𝐵
позитивно эквивалентно свободной группе 𝐹2 (𝑇ℎ+(𝐴 *𝐵) = 𝑇ℎ+(𝐹2)).

Н.А. Перязев в работе [10] получил критерии позитивной неотличимости алгебраических
систем и на этой основе в работе [11] доказал, что для любых двух свободных моноидов
𝑀𝑛 и 𝑀𝑚 (свободных полугрупп с единицей) рангов 𝑛 и 𝑚 соответственно при 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚
выполняется равенство 𝑇ℎ+𝑀𝑛−2

(𝑀𝑛) = 𝑇ℎ+𝑀𝑛−2
(𝑀𝑚).

В.Н. Ремесленников в работе [12] исследовал ∃-свободные группы, т.е. группы ∃-теории
без констант которых совпадают с ∃-теорией без констант свободной нециклической группы
(свободной группы 𝐹2), и установил, что для конечно порожденных групп это понятие равно-
сильно понятию 𝜔-аппроксимируемости свободными группами.

Так как групповое свойство “группа 𝐺 является ∃-свободной” – марковское, то по фунда-
ментальной теореме С.И. Адяна – М.О. Рабина проблема его распознавания алгоритмически
неразрешима, т.е невозможно построить алгоритм, позволяющий по произвольному конечно-
му заданию группы образующими и определяющими соотношениями определить, является ли
эта группа ∃-свободной, т.е. совпадает ли ее ∃-теория без констант с ∃-теорией без констант
свободной нециклической группы 𝐹2.

Нас будут интересовать немарковские свойства групп: “позитивная теория без констант
𝑇ℎ+(𝐺) группы 𝐺 алгоритмически разрешима”, позитивная 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛𝑇ℎ

+(𝐺)–теория без
констант группы 𝐺 алгоритмически разрешима.

Эти свойства не являются марковскими, так как по теореме Г.С. Сасердота [9] для любой
группы 𝐺 группа 𝐺 * 𝐹2, как и любая группа, имеющая среди гомоморфных образов группу
вида 𝐴 * 𝐵, где 𝐴 и 𝐵 – неединичные группы и по крайней мере одна из них содержит
не менее трех элементов, позитивно эквивалентна свободной нециклической группе. Значит
любая конечно определенная группа вложима в конечно определенную группу, позитивная
теория которой совпадает с позитивной теорией свободной нециклической группы, а значит,
как доказал Г.С. Маканин в работе [13] алгоритмически разрешима.

Теорема 2. Невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольной конечно
определенной группе 𝐺 определить, разрешима ли ее позитивная теория.

Теорема 3. Невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольной конечно
определенной группе 𝐺 определить, разрешима ли ее позитивная ∀2∃𝑚-теория.

Обозначим через 𝐹2(N2) свободную нильпотентную группу ранга 2 ступени нильпотент-
ности 2. Как свободная группа многообразия N2 нильпотентных групп ступени нильпотент-
ности ≤ 2 она имеет задание

⟨⟨ 𝑎, 𝑏 | [[𝑥, 𝑦], 𝑧] = 1 ⟩⟩.
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Для нас особую важность будет иметь тот факт, что группа 𝐹2(N2) является конечно опреде-
ленной с заданием

⟨⟨ 𝑎, 𝑏 | [[𝑎, 𝑏], 𝑎] = 1, [[𝑎, 𝑏], 𝑏] = 1 ⟩⟩,

где [𝑎, 𝑏] = 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 – коммутатор элементов 𝑎 и 𝑏.

Лемма 1. Существует такое 𝑛, что позитивная ∀2∃𝑛-теория без констант группы
𝐹2(N2) (∀2∃𝑛𝑇ℎ+(𝐹2(N2))) алгоритмически неразрешима.

Доказательство. Непосредственным следствием фундаментального результата М.
Дэвиса – Дж. Робинсон – П. Путнама – Ю.В. Матиясевича [14] является следующее утвер-
ждение:

по произвольному рекурсивно перечислимому множеству 𝑈 натуральных чисел можно
построить такую формулу Φ𝑈 (𝑥1) вида

(∃𝑥2 . . . 𝑥𝑝)Ψ, где Ψ =
𝑚
&
𝑖=1

𝜙𝑖

и каждая из формул 𝜙𝑖 имеет один из следующих видов:

𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 = 𝑥𝑡, 𝑥𝑖 · 𝑥𝑗 = 𝑥𝑡, 𝑥𝑖 = 𝑥𝑡, 𝑥𝑖 = 𝑐𝑡,

где 𝑐𝑡 - целое число, что для произвольного натурального числа 𝑛 справедлива эквивалент-
ность:

𝑛 ∈ 𝑈 тогда и только тогда, когда формула Φ𝑈 (𝑛) истинна на кольце целых чисел Z
(Z |= Φ𝑈 (𝑛)).

А.И. Мальцев в работе [15] ввел предикат

𝑅(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (∃𝑧1𝑧2)Ψ, где

Ψ = (
2
&
𝑖=1

[𝑎𝑖, 𝑧𝑖] = 𝑥𝑖& [𝑧1, 𝑎2] = 1& [𝑧2, 𝑎1] = 1& [𝑧1, 𝑧2] = 𝑥3)

и доказал, что для произвольных целых чисел 𝑡, 𝑠 и 𝑟:
формула 𝑅(𝑐𝑡, 𝑐𝑠, 𝑐𝑟), где 𝑐 = [𝑎2, 𝑎1] = 𝑎−1

2 𝑎−1
1 𝑎2𝑎1 – коммутатор элементов 𝑎1 и 𝑎2,

истинна на группе 𝐹2(N2) тогда и только тогда, когда 𝑟 = 𝑡𝑠.
Приведем некоторые хорошо известные факты о группе 𝐹2(N2). Ее центр совпадает с

коммутантом и является бесконечной циклической группой, порожденной, например, ком-
мутатором 𝑐 = [𝑎2, 𝑎1] = 𝑎−1

2 𝑎−1
1 𝑎2𝑎1. Для любых трех элементов 𝑢, 𝑣 и 𝑤 группы 𝐹2(N2)

выполняются равенства [𝑢𝑣,𝑤] = [𝑢,𝑤][𝑣, 𝑤] и [𝑤, 𝑢𝑣] = [𝑤, 𝑢][𝑤, 𝑣]. Для любых целых чисел 𝑛
и 𝑚 выполняются равенства

[𝑎𝑛2 , 𝑎
𝑚
1 ] = [𝑎2, 𝑎1]

𝑛𝑚 = [𝑎𝑛𝑚2 , 𝑎1] = [𝑎2, 𝑎
𝑛𝑚
1 ] = [𝑎1, 𝑎2]

−𝑛𝑚 = [𝑎−𝑛𝑚
1 , 𝑎2] = [𝑎1, 𝑎

−𝑛𝑚
2 ].

Поэтому для произвольного элемента 𝑔 группы 𝐹2(N2) справедливы эквивалентности

𝑔 степень элемента 𝑐 ⇐⇒ 𝑔 принадлежит коммутанту группы 𝐹2(N2) ⇐⇒
на группе 𝐹2(N2)истинна формула (∃𝑢)𝑔 = [𝑢, 𝑎1] ⇐⇒
на группе 𝐹2(N2)истинна формула (∃𝑢)𝑔 = [𝑢, 𝑎2] ⇐⇒

на группе 𝐹2(N2)истинна формула (∃𝑢)(∃𝑣)𝑔 = [𝑢, 𝑣] ⇐⇒
𝑔 принадлежит центру группы 𝐹2(N2) ⇐⇒

на группе 𝐹2(N2)истинна формула
2
&
𝑖=1

[𝑥, 𝑎𝑖] = 1.
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Обозначим через Z(𝑥), например, формулу
2
&
𝑖=1

[𝑥, 𝑎𝑖] = 1 или формулу (∃𝑢)(∃𝑣)𝑥 = [𝑢, 𝑣].

Тогда для произвольного элемента 𝑔 группы 𝐹2(N2) справедлива эквивалентность

𝑔 степень элемента 𝑐 ⇐⇒ на группе 𝐹2(N2)истинна формула Z(𝑔).

Для произвольного рекурсивно перечислимого множества 𝑈 натуральных чисел преобра-
зуем формулу Φ𝑈 (𝑥1), относящуюся к кольцу целых чисел Z, в формулу Φ(1)

𝑈 (𝑥1), относящуюся
к группе 𝐹2(N2), полагая

Φ
(1)
𝑈 (𝑥1) = (∃𝑥2 . . . 𝑥𝑝)(Ψ1, &

𝑝

&
𝑖=2

Z(𝑥𝑖)),

где Ψ1 получается из Ψ заменой каждой подформулы 𝜙 вида 𝑥𝑡 + 𝑥𝑠 = 𝑥𝑟 на 𝑥𝑡𝑥𝑠 = 𝑥𝑟, вида
𝑥𝑡𝑥𝑠 = 𝑥𝑟 на 𝑅(𝑥𝑡, 𝑥𝑠, 𝑥𝑟), вида 𝑥𝑡 = 𝑚𝑠 на 𝑥𝑡 = 𝑐𝑚𝑠 . Подформулы вида 𝑥𝑡 = 𝑥𝑠 не меняются.

Тогда для произвольного натурального числа 𝑛 справедлива эквивалентность:
𝑛 ∈ 𝑈 тогда и только тогда, когда формула Φ

(1)
𝑈 (𝑐𝑛) истинна на группе 𝐹2(N2)

(𝐹2(N2) |= Φ
(1)
𝑈 (𝑐𝑛)).

Приведем формулу Φ
(1)
𝑈 (𝑥1) к предваренной нормальной форме, заменим 𝑥1 на 𝑥 и пере-

нумеруем переменные, получим формулу Φ
(2)
𝑈 (𝑥) вида

(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2) = 1)

такую, что для произвольного натурального числа 𝑛 справедлива эквивалентность:
𝑛 ∈ 𝑈 тогда и только тогда, когда формула Φ

(2)
𝑈 (𝑐𝑛) истинна на группе 𝐹2(N2)

(𝐹2(N2) |= Φ
(2)
𝑈 (𝑐𝑛)).

Полагаем

Φ𝑈 (𝑥) = (∀𝑧1𝑧2)(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧1, 𝑧2) = 1).

Тогда для произвольного натурального числа 𝑛 справедлива эквивалентность:
𝑛 ∈ 𝑈 тогда и только тогда, когда формула Φ𝑈 (𝑐

𝑛) истинна на группе 𝐹2(N2)
(𝐹2(N2) |= Φ𝑈 (𝑐

𝑛)).
Взяв в качестве множества 𝑈 рекурсивно перечислимое, но не рекурсивное множество, по-

лучим, что при некотором 𝑛 алгоритмически неразрешима позитивная ∀2∃𝑛-теория группы
𝐹2(N2). 2

Так как справедливы эквивалентности

формула (∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2) = 1) истинна на группе 𝐹2(N𝑐) ⇐⇒

на группе 𝐹2(N𝑐+1)истинна формула (∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

2
&
𝑗=1

[𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2), 𝑎𝑗 ] = 1)

формула (∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2) = 1) истинна на группе 𝐹2(N𝑐) ⇐⇒

при любом 𝑝≥ 2на группе𝐹𝑝(N𝑐)истинна формула(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . ,

𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2) = 1),

то по индукции легко получим, что при некотором 𝑛 при любых 𝑝 ≥ 2 и 𝑐 ≥ 2 алгоритмически
неразрешима позитивная ∀2∃𝑛-теория группы 𝐹𝑝(N𝑐).
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Заметим, что попытки дальнейшего усиления доказанных утверждений наталкиваются на
некоторые препятствия.

Так как формула вида

(∀𝑧1)(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧1) = 1)

истинна на группе 𝐹𝑚(N𝑐) тогда и только тогда, когда на бесконечной циклической группе
𝐹1 = ⟨⟨ 𝑎1 ⟩⟩ истинна формула

(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1) = 1),

то при любом 𝑛, при любых 𝑝 и 𝑐 позитивная ∀∃𝑛-теория группы 𝐹𝑝(N𝑐) алгоритмически
разрешима.

Так как формула вида

(∀𝑧1) . . . (∀𝑧𝑝)(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑝) = 1)

истинна на группе 𝐹𝑝(N𝑐) тогда и только тогда, когда на этой группе истинна формула

(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) = 1),

то проблема истинности на группе 𝐹2(N2) для формул вида

(∀𝑧1)(∀𝑧2)(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)𝑤(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧1, 𝑧2) = 1)

сводится к вопросу об истинности на этой группе формул вида

(∃𝑥1 . . . 𝑥𝑛)𝑤(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2) = 1),

т.е. к вопросу о разрешимости в этой группе для систем из одного уравнения. Последняя про-
блема алгоритмически разрешима, так как из однозначной представимости элементов группы
𝐹2(N2) в виде 𝑎1𝑢𝑎2𝑣𝑐𝑧, где 𝑢, 𝑣 и 𝑧 – целые числа, следует возможность свести эту проблему
к вопросу о существовании целочисленного решения у системы из двух линейных и одного
квадратичного уравнений с целыми коэффициентами. А последний вопрос алгоритмически
разрешим.

Г.С. Маканин [13] используя работу Ю.И. Мерзлякова [8] доказал разрешимость пози-
тивной теории (с константами) свободной группы любого ранга и класса всех групп (без
констант).

Доказательство. теоремы. Воспользуемся конструкцией Ч. Миллера [5]. Пусть группа 𝐺
имеет конечное задание образующими элементами и определяющими соотношениями

𝐺 = ⟨⟨ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 |𝑅1 = 1, . . . , 𝑅𝑚 = 1 ⟩⟩,

а 𝑤 – произвольное слово в ее алфавите. Следуя работе [5] Ч. Миллера обозначим через 𝐺𝑤

конечно определенную группу со следующим заданием

𝐺𝑤 = ⟨⟨ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 𝑎, 𝑏, 𝑐 |𝑅1 = 1, . . . , 𝑅𝑚 = 1, 𝑎−1𝑏𝑎 = (𝑏𝑐)−1𝑐(𝑏𝑐),

(𝑏𝑎2)−1𝑎(𝑏𝑎2) = (𝑏𝑐2)−1𝑐(𝑏𝑐2), 𝑎−3[𝑤, 𝑏]𝑎3 = 𝑐−3𝑏𝑐3,

𝑎−(3+𝑖)𝑎𝑖𝑏𝑎
(3+𝑖) = 𝑐−(3+𝑖)𝑏𝑐(3+𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛) ⟩⟩,
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где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – новые буквы.
Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Группа 𝐺𝑤 порождается элементами 𝑏 и 𝑐𝑎−1.
2) Если 𝑤 = 1 в группе 𝐺, то 𝐺𝑤 – единичная группа.
3) Если 𝑤 ̸= 1 в группе 𝐺, то группа 𝐺 является подгруппой группы 𝐺𝑤.
Группа 𝐺𝑤 *𝐹2(N2) имеет конечное задание, содержащее 4 образующих элемента и (𝑚+2)

определяющих соотношения.
Возьмем в качестве исходной группы 𝐺 группу В.В. Борисова с неразрешимой проблемой

равенства с 12 определяющими соотношениями [16], тогда группа 𝐺𝑤 *𝐹2(N2) имеет конечное
задание вида

⟨⟨ 𝑎, 𝑏 |𝑅1 = 1, . . . , 𝑅14 = 1 ⟩⟩.

Существует такое 𝑛, что
1) Если 𝑤 = 1 в группе 𝐺, то позитивная ∀2∃𝑛-теория без констант группы 𝐺𝑤 *

𝐹2(N2) = 𝐹2(N2) алгоритмически неразрешима.
3) Если 𝑤 ̸= 1 в группе 𝐺, то по теореме ГС. Сасердота [9] позитивная теория группы

𝐺𝑤 * 𝐹2(N2) совпадает с позитивной теорией свободной нециклической группы, а значит по
теореме Г.С. Маканина [13] алгоритмически разрешима.

Установлены следующие эквивалентности
𝑤 = 1 в группе 𝐺 тогда и только тогда, когда позитивная теория без констант группы

𝐺𝑤 * 𝐹2(N2) неразрешима,
существует такое натуральное число 𝑛, что
𝑤 = 1 в группе 𝐺 тогда и только тогда, когда позитивная ∀2∃𝑛-теория без констант

группы 𝐺𝑤 * 𝐹2(N2) неразрешима. Это завершает доказательство теорем. 2

3. Заключение

В статье доказана алгоритмическая неразрешимость немарковского свойства позитивная
теория без констант группы 𝐺 алгоритмически разрешима, а также существование тако-
го натурального числа 𝑛, для которого алгоритмически неразрешимо немарковское свойство
позитивная ∀2∃𝑛-теория без констант группы 𝐺 алгоритмически разрешима.
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