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Abstract

We obtain a complete description of all congruences of a free unar with arbitrary set of free
generators. Namely, every congruence is characterized uniquely by a collection of parameters
which are either non-negative integers or the symbol ∞; the restrictions on the parameters are
formulated.
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1. Введение

Полигоном над полугруппой S называется множество 𝑋, на котором действует полугруппа
𝑆, т.е. определено отображение 𝑋 × 𝑆 → 𝑋, (𝑥, 𝑠) ↦→ 𝑥𝑠 такое, что 𝑥(𝑠𝑠′) = (𝑥𝑠)𝑠′ при всех
𝑥 ∈ 𝑋, 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆 (см. [1]). Полигон является алгебраической моделью автомата, при этом 𝑋 —
множество состояний, а 𝑆 — полугруппа входных сигналов (см. [2]). Унар 𝑋 — алгебра с одной
унарной операцией 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 будет рассматриваться здесь как полигон над бесконечной
циклической полугруппой 𝑆 = {𝑎, 𝑎2, 𝑎3, ...}, где 𝑥𝑎 = 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Унар можно
рассматривать как автомат с однобуквенным входным алфавитом.

Конгруэнция универсальной алгебры – отношение эквивалентности, стабильное относи-
тельно операций этой алгебры. Конгруэнции алгебры 𝐴 образуют полную решётку Con𝐴 с
наименьшим элементом Δ𝐴 = {(𝑎, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴} и наибольшим элементом ∇𝐴 = 𝐴 × 𝐴. Хоро-
шо известно, что решётка Con𝐴 является полной подрешёткой решётки Eq𝐴 всех отношений
эквивалентности на множестве 𝐴. Часто индекс 𝐴 у Δ и ∇ мы будем опускать.

Для полугруппы относительно простого строения все полигоны над ней могут быть опи-
саны, а в ряде случаев удаётся описать и конгруэнции полигонов над этой полугруппой. Так,
в работе [3] были описаны все полигоны над вполне простой полугруппой ℳ(𝐺, 𝐼,Λ, 𝑃 ) и
полигоны с нулём над вполне 0-простой полугруппой ℳ0(𝐺, 𝐼,Λ, 𝑃 ), в работе [4] получено
описание правых конгруэнций вполне 0-простой полугруппы. В работах [5,6] были описаны
конгруэнции полигонов над группами и полугруппами правых/левых нулей. Оказывается, все
конгруэнции свободного унара также могут быть описаны, что является целью данной работы.

2. Конгруэнции свободного циклического унара

Пусть {𝑋𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} – семейство полигонов над одной полугруппой 𝑆, причём 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 = ∅
при 𝑖 ̸= 𝑗. Тогда множество 𝑋 =

⋃︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 очевидным образом превращается в полигон над

полугруппой 𝑆 – это копроизведение полигонов 𝑋𝑖. В этом случае мы пишем 𝑋 =
∐︀

𝑖∈𝐼 𝑋𝑖. В
теории унаров эту конструкцию называют прямой суммой.

Пусть 𝑆 – бесконечная циклическая полугруппа, тогда 𝑆1 = {1, 𝑎, 𝑎2, . . .} – свободный
циклический моноид.

Свободный циклический унар можно представлять как расширенное множество натураль-
ных чисел N = {0, 1, 2, ...} с действием 𝑚𝑎𝑗 = 𝑚 + 𝑗 (𝑚, 𝑗 ∈ N). Очевидно, имеет место
изоморфизм моноидов (𝑆1, ·) ∼= (N,+). Свободный унар с множеством свободных образующих
{𝑥𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} состоит из формальных выражений вида 𝑥𝑖𝑎𝑗 (𝑖 ∈ 𝐼), 𝑗 ∈ N), которые мы будем обо-
значать [𝑖, 𝑗]. Очевидно, свободный унар с произвольным множеством свободных образующих
является копроизведением свободных циклических унаров.
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Конгруэнции свободного циклического унара были описаны в работе [7]. Приведём это
описание, но вначале введём некоторые обозначения. НОД и НОК будут обозначать наи-
больший общий делитель и наименьшее общее кратное соответственно. Будем считать, что
НОД(𝛿, 0) = 𝛿 и НОК(𝛿, 0) = 0 при 𝛿 ∈ N. На множестве N ∪ {∞} порядок элементов из N
обычный и 𝑛 <∞ при 𝑛 ∈ N. Для 𝜅, 𝛿 ∈ N таких, что 𝛿 > 0, положим

𝜌(𝜅, 𝛿) = {(𝑥, 𝑦) ∈ N× N|𝑥, 𝑦 ⩾ 𝜅 и 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝛿)} ∪ {Δ}.

Кроме того, пусть 𝜌(∞, 0) = Δ.

Теорема 1. [7, предложение 1]. Решётка конгруэнции свободного циклического унара N
имеет вид ConN = {𝜌(𝜅, 𝛿)|𝜅 ⩾ 0, 𝛿 > 0} ∪ {𝜌(∞, 0)}. При этом

𝜌(𝜅, 𝛿) ∧ 𝜌(𝜅′, 𝛿′) = 𝜌(max(𝜅, 𝜅′),НОК(𝛿, 𝛿′)),

𝜌(𝜅, 𝛿) ∨ 𝜌(𝜅′, 𝛿′) = 𝜌(min(𝜅, 𝜅′),НОД(𝛿, 𝛿′)).

3. Конгруэнции свободного унара

Перейдём теперь к конгруэнциям свободного унара 𝑋 с произвольным множеством свобод-
ных образующих. Согласно введённым ранее обозначениям𝑋 = {[𝑖, 𝑛] | 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑛 ∈ N}, [𝑖, 𝑛]·𝑎𝑘=
= [𝑖, 𝑛 + 𝑘] и 𝑋 =

∐︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖, где 𝑋𝑖 = {[𝑖, 𝑛] |𝑛 ∈ N}. Всякая конгружнция 𝜌 ∈ Con𝑋 опреде-

ляет на 𝑋𝑖 конгруэнцию 𝜌𝑖 = 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑖) свободного циклического унара 𝑋𝑖. Из теоремы 1
следует, что 𝜌𝑖 = 𝜌(𝜅𝑖, 𝛿𝑖), то есть 𝜌𝑖 = {([𝑖, 𝜅𝑖 +𝑚𝛿𝑖 + 𝑡], [𝑖, 𝜅𝑖 + 𝑛𝛿𝑖 + 𝑡]) |𝑚,𝑛, 𝑡 ⩾ 0} ∪Δ𝑋𝑖 при
некоторых 𝜅𝑖 ∈ N∪ {∞}, 𝛿𝑖 ⩾ 0, причём 𝜅𝑖 ∈ N, если 𝛿𝑖 > 0. Итак, на каждом 𝑋𝑖 конгруэнция
𝜌 “вырезает” конгруэнцию 𝜌𝑖 вида 𝜌(𝜅𝑖, 𝛿𝑖), но возможно также, что некоторые [𝑖,𝑚] и [𝑗, 𝑛]
при 𝑖 ̸= 𝑗 лежат в одном 𝜌-классе. Определим на множестве 𝐼 следующее отношение:

𝜎 = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 × 𝐼 | ∃𝑚,𝑛 ∈ N, ([𝑖,𝑚], [𝑗, 𝑛]) ∈ 𝜌}.

Проверим, что 𝜎 – отношение эквивалентности на множестве 𝐼. Рефлексивность и сим-
метричность отношения 𝜎 очевидны, проверим транзитивность. Пусть (𝑖, 𝑗), (𝑗, 𝑘) ∈ 𝜎. Тогда
[𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛] и [𝑗, 𝑝] 𝜌 [𝑘, 𝑞] при некоторых 𝑚,𝑛, 𝑝, 𝑞 ∈ N. Если 𝑛 = 𝑝, то [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑘, 𝑞] ввиду тран-
зитивности отношения 𝜌, а значит, (𝑖, 𝑘) ∈ 𝜎. Пусть 𝑛 ̸= 𝑝. Без ограничения общности мы
можем считать, что 𝑝 > 𝑛. Тогда 𝑝 = 𝑛+ 𝑟 при некотором 𝑟 > 0. Так как 𝜌 – конгруэнция, то
[𝑖,𝑚]𝑎𝑟 𝜌 [𝑗, 𝑛]𝑎𝑟, то есть [𝑖,𝑚+𝑟] 𝜌 [𝑗, 𝑛+𝑟]. Отсюда получаем: [𝑖,𝑚+𝑟] 𝜌 [𝑗, 𝑛+𝑟] = [𝑗, 𝑝] 𝜌 [𝑘, 𝑞].
Следовательно, [𝑖,𝑚+ 𝑟] 𝜌 [𝑘, 𝑞], а значит, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜎. Таким образом, 𝜎 транзитивно. Следова-
тельно, 𝜎 ∈ Eq 𝐼.

Пусть 𝜎 осуществляет разбиение множества 𝐼 на классы эквивалентности 𝐾 ∈ 𝐼/𝜎. Тогда,
полагая 𝑋𝐾 =

⋃︀
𝑖∈𝐾 𝑋𝑖 и 𝜌𝐾 = 𝜌 ∩ (𝑋𝐾 ×𝑋𝐾), будем иметь

𝜌 =
⋃︁

𝐾∈𝐼/𝜎

𝜌𝐾 . (1)

Лемма 1. Пусть 𝜌 ∈ Con𝑋, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜎, 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝜅𝑖, 𝛿𝑖, 𝜅𝑗 , 𝛿𝑗 , — параметры, определяющие
конгруэнции 𝜌𝑖 = 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 × 𝑋𝑖) и 𝜌𝑗 = 𝜌 ∩ (𝑋𝑗 × 𝑋𝑗), т.е. 𝜌𝑖 = 𝜌(𝜅𝑖, 𝛿𝑖), 𝜌𝑗 = 𝜌(𝜅𝑗 , 𝛿𝑗). Тогда
𝛿𝑖 = 𝛿𝑗.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай, когда 𝛿𝑖 = 0. Покажем, что тогда так-
же 𝛿𝑗 = 0. Пусть это не так, т.е. 𝛿𝑗 > 0. Так как (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜎, то (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 при некоторых
𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝑦 ∈ 𝑋𝑗 .
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Имеем: 𝑥 = [𝑖,𝑚], 𝑦 = [𝑗, 𝑛]. Отсюда получаем: [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛] 𝜌 [𝑗, 𝑛 + 𝛿𝑗 ] 𝜌 [𝑖,𝑚 + 𝛿𝑗 ]. Это
означает, что [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑖,𝑚+ 𝛿𝑗 ], что противоречит равеству 𝛿𝑖 = 0.

Далее будем считать, что 𝛿𝑖, 𝛿𝑗 > 0. Так как [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛] 𝜌 [𝑗, 𝑛 + 𝛿𝑗 ] 𝜌 [𝑖,𝑚 + 𝛿𝑗 ], то 𝛿𝑗
... 𝛿𝑖.

Аналогично доказывается, что 𝛿𝑖
... 𝛿𝑗 . Следовательно, 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 . 2

Зафиксируем конгруэнцию 𝜌 ∈ Con𝑋 и пусть 𝜌∩ (𝑋𝑖×𝑋𝑗) ̸= ∅ для некоторых 𝑖 ̸= 𝑗. Пусть

𝑚 = min{𝑚′|∃𝑡 [𝑖,𝑚′] 𝜌 [𝑗, 𝑡]}, 𝑞 = min{𝑞′|[𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑞′], (2)

𝑛 = min{𝑛′|∃𝑡 [𝑖, 𝑡] 𝜌 [𝑗, 𝑛′]}, 𝑝 = min{𝑝′|[𝑖, 𝑝′] 𝜌 [𝑗, 𝑛]. (3)

Будем говорить, что между𝑋𝑖 и𝑋𝑗 связь I-го типа, если [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛], и II-го типа в противном
случае. Эти же слова будем применять и к элементам из 𝐼: если 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 имеют связь I-го
(или II-го) типа, то будем говорить, что 𝑖 и 𝑗 имеют связь I-го (соотв., II-го) типа.

Так как на каждом 𝑋𝑖 строение конгруэнции 𝜌 известно (а именно, 𝜌|𝑋𝑖 = 𝜌(𝜅𝑖, 𝛿𝑖)), то
следует сосредоточиться на выяснении строения отношений 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑗) при 𝑖 ̸= 𝑗.

Начнём с наиболее простого случая: когда 𝜎-класс𝐾 таков, что 𝛿𝑖 = 0 при некотором 𝑖 ∈ 𝐾
(а значит, по лемме 1 𝛿𝑖 = 0 при всех 𝑖 ∈ 𝐾). В этом случае 𝜌|𝑋𝑖 = Δ𝑋𝑖 при 𝑖 ∈ 𝐾, и остаётся
определить отношения 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑗) при 𝑖 ̸= 𝑗.

Для 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾 таких, что 𝑖 ̸= 𝑗, положим

𝜇𝑖𝑗 = min{𝑡|∃𝑢 [𝑖, 𝑡] 𝜌 [𝑗, 𝑢]}. (4)

Зафиксируем какой-либо элемент из 𝐾 и обозначим его символом 0. Для каждогл 𝑖 ∈ 𝐾 ∖ {0}
положим

𝜇𝑖 = 𝜇0𝑖, 𝜈𝑖 = 𝜇𝑖0. (5)

Лемма 2. Пусть 𝐾 – 𝜎-класс, для которого 𝛿𝑖 = 0 для какого-либо (а значит, и для
всех) 𝑖 ∈ 𝐾. Тогда [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖] при 𝑖 ̸= 𝑗 из 𝐾.

Доказательство. Имеем: [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝑞], [𝑗, 𝜇𝑗𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝑝] при некоторых 𝑝, 𝑞 ⩾ 0.
Из определения (4) чисел 𝜇𝑖𝑗 , 𝜇𝑗𝑖 получаем: 𝑝 ⩾ 𝜇𝑖𝑗 , 𝑞 ⩾ 𝜇𝑗𝑖. Имеем:

[𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝑞] = [𝑗, 𝜇𝑗𝑖 + (𝑞 − 𝜇𝑗𝑖) 𝜌 [𝑖, 𝑝+ (𝑞 − 𝜇𝑗𝑖)].

Так как 𝛿𝑖 = 0, то 𝜇𝑖𝑗 = 𝑝+𝑞−𝜇𝑗𝑖. То есть (𝑝−𝜇𝑖𝑗)+(𝑞−𝜇𝑗𝑖) = 0. Так как 𝑝−𝜇𝑖𝑗 , 𝑞−𝜇𝑗𝑖 ⩾ 0,
то 𝑝 = 𝜇𝑖𝑗 , 𝑞 = 𝜇𝑗𝑖. Следовательно, [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖] 2

Заметим, что из определений (4), (5) и леммы 2 следует, что

[0, 𝜇𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝜈𝑖]. (6)

Лемма 3. Пусть 𝑖, 𝑗 – различные ненулевые элементы из 𝐾 и 𝛿𝑖 = 0. Тогда:
(i) если 𝜇𝑖 > 𝜇𝑗, то 𝜇𝑖𝑗 = 𝜈𝑖, 𝜇𝑗𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝜈𝑗 − 𝜇𝑗;
(ii) если 𝜇𝑖 < 𝜇𝑗, то 𝜇𝑖𝑗 = 𝜈𝑖 + 𝜇𝑗 − 𝜇𝑖, 𝜇𝑗𝑖 = 𝜈𝑗;
(iii) если 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗, то 𝜈𝑖 − 𝜇𝑖𝑗 = 𝜈𝑗 − 𝜇𝑗𝑖 ⩾ 0.

Доказательство. Пусть 𝜇𝑖 > 𝜇𝑗 . Тогда 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 + 𝜏 при некотором 𝜏 > 0.
По лемме 2 [0, 𝜇𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝜈𝑖] и [0, 𝜇𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗 ]. Покажем, что 𝜇𝑖𝑗 = 𝜈𝑖 + 𝜏 , 𝜇𝑗𝑖 = 𝜈𝑗 . Име-

ем: [𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 ] 𝜌 [0, 𝜇𝑖 + 𝜏 = [0, 𝜇𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 ]. Ввиду минимальности 𝜇𝑖𝑗 (см. формулы (4) имеем:
𝜇𝑖𝑗 ⩽ 𝜈𝑖 + 𝜏 и 𝜇𝑗𝑖 ⩽ 𝜈𝑗 . Пусть 𝜇𝑖𝑗 < 𝜈𝑖 + 𝜏 . Тогда 𝜇𝑖𝑗 ⩾ 𝜈𝑖 + (𝜏 − 1), а значит, 𝜈𝑖 + 𝜏 − 1 = 𝜇𝑖𝑗 + 𝜉
при некотором 𝜉 ⩾ 0. Используя лемму 2, получим:

[𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 − 1] = [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 + 𝜉] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖 + 𝜉].
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Рис. 1: Леммы 3,4

Отсюда [𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖 + 𝜉 + 1]. Но [𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 ] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 ]. Так как 𝛿𝑗 = 0, то 𝜈𝑗 = 𝜇𝑗𝑖 + 𝜉 + 1.
Следовательно,

[0, 𝜇𝑖 + 𝜏 − 1] 𝜌 [𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 − 1] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖 + 𝜉] = [𝑗, 𝜈𝑗 − 1],

а это противоречит минимальности 𝜈𝑗 . Таким образом, 𝜇𝑖𝑗 = 𝜈𝑖 + 𝜏 = 𝜈𝑖 + 𝜇𝑗 − 𝜇𝑖.
По лемме 2 [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖]. Следовательно,

[𝑗, 𝜇𝑗𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 ] = [𝑖, 𝜈𝑖 + 𝜏 ] 𝜌 [0, 𝜇𝑖 + 𝜏 ] = [0, 𝜇𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 ],

т.е. [𝑗, 𝜇𝑗𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 ]. Так как 𝛿𝑗 = 0, то 𝜇𝑗𝑖 = 𝜈𝑗 , а значит, выполнено (i). Утверждение (ii)
доказывается аналогично.

Пусть теперь 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 . Имеем: [𝑖, 𝜈𝑖] 𝜌 [0, 𝜇𝑖] = [0, 𝜇𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 ]. Отсюда ввиду минимальности
𝜇𝑖𝑗 и 𝜇𝑗𝑖 следует, что 𝜈𝑖 ⩾ 𝜇𝑖𝑗 и 𝜈𝑗 ⩾ 𝜇𝑗𝑖. Поэтому 𝜈𝑖 = 𝜇𝑖𝑗 + 𝜏 при некотором 𝜏 ⩾ 0. Далее
получаем:

[𝑗, 𝜈𝑗 ] 𝜌 [𝑖, 𝜈𝑖] = [𝑖, 𝜇𝑖𝑗 + 𝜏 ] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗𝑖 + 𝜏 ].

Так как 𝛿𝑗 = 0, то 𝜈𝑗 = 𝜇𝑗𝑖 + 𝜏. Следовательно, 𝜈𝑗 − 𝜇𝑗𝑖 = 𝜏 = 𝜈𝑖 − 𝜇𝑖𝑗 , что докахывает
утверждение (iii). 2

Мы всё ещё предполагаем, что 𝐾 – 𝜎-класс, для которого 𝛿𝑖 = 0. Для ненулевых элементов
𝑖 ̸= 𝑗 из 𝐾 таких, что 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 , положим 𝜀𝑖𝑗 = 𝜈𝑖 − 𝜇𝑖𝑗 . По лемме 3 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖 ⩾ 0. Отметим ещё
одно неравенство, которое является непосредственным следствием определения параметров
𝜀 :

𝜀𝑖𝑗 ⩽ min{𝜈𝑖, 𝜈𝑗}. (7)

Следующая лемма описывает отношения 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑗) при известных значениях параметров
𝜇, 𝜈, 𝜀.

Лемма 4. Пусть 𝐾 – 𝜎-класс, для которого 𝛿𝑖 = 0. Тогда для 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾 ∖ {0} и 𝑠, 𝑡 ∈ N

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡] ⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑠− (𝜈𝑖 + 𝜇𝑗 − 𝜇𝑖) = 𝑡− 𝜈𝑗 ⩾ 0 при 𝜇𝑖 > 𝜇𝑗 ,

𝑠− 𝜈𝑖 = 𝑡− (𝜈𝑗 + 𝜇𝑖)− 𝜇𝑗 ⩾ 0 при 𝜇𝑖 < 𝜇𝑗 ,

𝑠− 𝜈𝑖 = 𝑡− 𝜈𝑗 ⩾ −𝜀𝑖𝑗 при 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 .

(8)

Кроме того,
[0, 𝑠] 𝜌 [𝑖, 𝑡] ⇔ 𝑠− 𝜇𝑖 = 𝑡− 𝜈𝑖 ⩾ 0.
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Доказательство. Очевидно, при 𝑖 ̸= 𝑗

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡] ⇔ 𝑠− 𝜇𝑖𝑗 = 𝑡− 𝜇𝑗𝑖 ⩾ 0.

Отсюда с учётом леммы 3 получается первая эквивалентность. Вторая эквивалентность сле-
дует из формул (5), (6). 2

Следующая лемма отмечает важные свойства параметра 𝜀.

Лемма 5. Пусть 𝑖, 𝑗, 𝑘 – различные элементы из 𝐾 ∖ {0} и 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 = 𝜇𝑘. Тогда

|{𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑗𝑘, 𝜀𝑖𝑘}| ⩽ 2 (10)

и

𝜀𝑖𝑘 ⩾ min{𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑗𝑘}. (11)

Доказательство. Обозначим: 𝑎 = 𝜀𝑖𝑗 , 𝑏 = 𝜀𝑗𝑘, 𝑐 = 𝜀𝑖𝑘. Докажем вначале неравенство (11).
Предположим, что оно не выполняется. Тогда 𝑐 < min{𝑎, 𝑏}. Отсюда 𝑎, 𝑏 ⩾ 𝑐 + 1. Так как
𝑐 + 1 ⩽ 𝑎, то по лемме 4 [𝑖, 𝜈𝑖 − 𝑐 − 1] 𝜌 [𝑗, 𝜈𝑗 − 𝑐 − 1] и [𝑗, 𝜈𝑗 − 𝑐 − 1] 𝜌 [𝑘, 𝜈𝑘 − 𝑐 − 1]. Ввиду
транзитивности отношения 𝜌 получаем: [𝑖, 𝜈𝑖 − 𝑐− 1] 𝜌 [𝑘, 𝜈𝑘 − 𝑐− 1]. Отсюда снова по лемме 4
(𝜈𝑖 − 𝑐− 1)− 𝜈𝑖 = (𝜈𝑘 − 𝑐− 1)− 𝜈𝑘 ⩾ −𝑐, что является противоречием.

Таким образом, неравенство (11) доказано. Неравенство (10) состоит в том, что числа 𝑎, 𝑏, 𝑐
не могут быть различными. Оно следует из (11), так как, если 𝑎, 𝑏, 𝑐 различны и, скажем,
𝑎 < 𝑏 < 𝑐, то это будет противоречить уже доказанному неравенству 𝑎 ⩾ min{𝑏, 𝑐}. 2

Лемму 5 можно образно переформулировать следующим образом: “треугольники” со
“сторонами” 𝑎, 𝑏, 𝑐 все равнобедренные, причём “основание” не меньше “ боковой стороны”.
При этом неравенство треугольника может не выполняться.

Нам удобно будет множество 𝐼 рассматривать как граф, вершины которого 𝑖, 𝑗 соединены
ребром в том и только том случае, если между 𝑖 и 𝑗 имеется связь, т.е. (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜎. При этом
каждый 𝜎-класс будет являться полным подграфом этого графа и в то же время компонентой
связности.

Пусть 𝐾 – 𝜎-класс, для которого 𝛿𝑖 = 0 при 𝑖 ∈ 𝐾. Напишем на каждом ребре (𝑖, 𝑗) число
𝜀𝑖𝑗 . Эти числа должны удовлетворять неравенствам (10),(11). Пример правильного распреде-
ления надписей на рёбрах показан на рисунке 2. Правда, на этом рисунке не указаны значения
𝜈𝑖, поэтому мы не можем гарантировать выполнение неравенства (7).

Рис. 2: Параметры 𝜀
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Лемма 6. Если между 𝑖 и 𝑗 имеет место связь I-го типа и 𝛿𝑖 > 0, то 𝑚 ⩽ 𝜅𝑖, 𝑛 ⩽ 𝜅𝑗,
𝜅𝑖 −𝑚 = 𝜅𝑗 − 𝑛 и для любых 𝑠, 𝑡

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡] ⇔

{︃
либо 𝑠 ⩾ 𝜅𝑖, 𝑡 ⩾ 𝜅𝑗 и 𝑠− 𝑡 ≡ 𝑚− 𝑛 (mod 𝛿),

либо 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛 и 𝑠− 𝑡 = 𝑚− 𝑛.
(12)

(Здесь 𝛿 = 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 – см. лемму 1).

Доказательство. Предположим, что 𝑚 > 𝜅𝑖. Тогда найдётся такое 𝑡 ⩾ 0, что 𝜅𝑖 + 𝑡𝛿 ⩾ 𝑚.
Следовательно, 𝜅𝑖 + 𝑡𝛿 = 𝑚+ 𝑢 при некотором 𝑢 ⩾ 0. Теперь получаем:

[𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝜅𝑖 + 𝑡𝛿] = [𝑖,𝑚+ 𝑢] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ 𝑢],

что противоречит минимальности числа 𝑚. Итак, 𝑚 ⩽ 𝜅𝑖. Аналогично доказывается, что
𝑛 ⩽ 𝜅𝑗 .

Равенство 𝜅𝑖 −𝑚 = 𝜅𝑗 − 𝑛 докажем методом “ от противного”. Пусть, например, 𝜅𝑖 −𝑚 >
> 𝜅𝑗 − 𝑛. Так как [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛], то

[𝑖,𝑚+ 𝜅𝑗 − 𝑛] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ 𝜅𝑗 − 𝑛] = [𝑗, 𝜅𝑗 ] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 + 𝛿] 𝜌 [𝑖,𝑚+ 𝜅𝑗 − 𝑛+ 𝛿].

Так как 𝑚+ 𝜅𝑗 − 𝑛 < 𝜅𝑖, то мы получаем противоречие с определением числа 𝜅𝑖. Тем самым
равенство 𝜅𝑖 −𝑚 = 𝜅𝑗 − 𝑛 можно считать доказанным. Осталось доказать эквивалентность
(12).

(⇒). Пусть [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡]. По определению параметров 𝑚 и 𝑛 имеем: 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛. Если 𝑠 ⩾ 𝜅𝑖,
то

[𝑗, 𝑡] 𝜌 [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖, 𝑠+ 𝛿] 𝜌 [𝑗, 𝑡+ 𝛿],

поэтому 𝑡 ⩾ 𝜅𝑗 . Ввиду симметрии имеем:

𝑠 ⩾ 𝜅𝑖 ⇔ 𝑡 ⩾ 𝜅𝑗 . (13)

Далее получаем:
[𝑗, 𝑡] 𝜌 [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖,𝑚+ (𝑠−𝑚)] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ (𝑠−𝑚)],

откуда 𝑡 ≡ 𝑛+ 𝑠−𝑚 (mod 𝛿), а значит, 𝑠− 𝑡 ≡ 𝑚− 𝑛 (mod 𝛿).
Рассмотрим вначале случай, когда 𝑠 < 𝜅𝑖 (тем не менее, по ранее доказанному 𝑠 ⩾ 𝑚).

Ввиду (13) 𝑡 < 𝜅𝑗 . Предположим, что 𝑠−𝑚 ̸= 𝑡− 𝑛, и приведём это предположение к проти-
воречию. Имеем:

[𝑗, 𝑡] 𝜌 [𝑖, 𝑠] = [𝑖,𝑚+ (𝑠−𝑚)] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ (𝑠−𝑚)].

Так как 𝑡 ̸= 𝑛+ 𝑠−𝑚, то 𝑡 ⩾ 𝜅𝑗 , что противоречит ранее установленному.
(⇐). Проверим вначале, что [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 ]. Действительно,

[𝑖, 𝜅𝑖] = [𝑖,𝑚+ (𝜅𝑖 −𝑚)] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ (𝜅𝑖 −𝑚)] = [𝑗, 𝑛+ (𝜅𝑗 − 𝑛)] = [𝑗, 𝜅𝑗 ].

Пусть 𝑠 ⩾ 𝜅𝑖, 𝑡 ⩾ 𝜅𝑗 и 𝑠−𝑡 ≡ 𝑚−𝑛 (mod 𝛿). Так как 𝜅𝑖−𝜅𝑗 = 𝑚−𝑛, то 𝑠−𝜅𝑖 ≡ 𝑡−𝜅𝑗 (mod 𝛿).
Без ограничения общности можно считать, что 𝑠− 𝜅𝑖 ⩾ 𝑡− 𝜅𝑗 . Тогда 𝑠− 𝜅𝑖 = 𝑡− 𝑡𝑗 + 𝑟𝛿 при
некотором 𝑟 ⩾ 0. Отсюда получаем:

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖, 𝜅𝑖 + (𝑠− 𝜅𝑖)] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 + (𝑠− 𝜅𝑖)] = [𝑗, 𝑡+ 𝑟𝛿] 𝜌 [𝑗, 𝑡].

Пусть 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛 и 𝑠− 𝑡 = 𝑚− 𝑛. Тогда

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖,𝑚+ (𝑡− 𝑛)] 𝜌 [𝑗, 𝑛+ (𝑡− 𝑛)] = [𝑗, 𝑡].

Лемма доказана. 2

Перейдём теперь к рассмотрению связей II-го типа. Параметры 𝑚,𝑛, 𝑝, 𝑞 определены фор-
мулами (2) и (3). Для связей II-го типа обязательно 𝛿𝑖 > 0, ([𝑖,𝑚], [𝑗, 𝑛]) ̸∈ 𝜌, 𝑝 > 𝑚 и 𝑞 > 𝑛.



22 К. В. Будиянская, И. Б. Кожухов

a

b

Рис. 3: Типы связи: (a) связь I–го типа; (b) связь II–го типа

Лемма 7. Если между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 имеет место связь II-го типа, то 𝑚 = 𝜅𝑖 и 𝑛 = 𝜅𝑗.

Доказательство. Так как 𝑝 > 𝑚 и 𝑞 > 𝑛, то 𝑝 + 𝑞 > 𝑚 + 𝑛. Далее, так как [𝑖,𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑞],
то [𝑖,𝑚 + (𝑝 − 𝑚)] 𝜌 [𝑗, 𝑞 + (𝑝 − 𝑚)]. То есть [𝑖, 𝑝] 𝜌 [𝑗, 𝑝 + 𝑞 − 𝑚]. Но [𝑖, 𝑝] 𝜌 [𝑗,т], поэтому
[𝑗, 𝑝 + 𝑞 − 𝑚] 𝜌 [𝑗, 𝑛]. Так как 𝑝 + 𝑞 − 𝑚 > 𝑛, то 𝑛 ⩾ 𝜅𝑗 и 𝛿𝑗 > 0. Аналогично доказывает-
ся, что 𝑚 ⩾ 𝜅𝑖. По лемме 1 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 . Положим 𝛿 = 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 .

Докажем невозможность строгих неравенств 𝑚 > 𝜅𝑖, 𝑛 > 𝜅𝑗 . Предположим, что 𝑚 > 𝜅𝑖,
и приведём это предположение к противоречию. Найдём такое 𝑟 > 0, что 𝜅𝑖 + 𝑟𝛿 ⩾ 𝑚. Затем
найдём 𝑡 ⩾ 0, для которого 𝜅𝑖 + 𝑟𝛿 = 𝑚+ 𝑡. Имеем: [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑖, 𝜅𝑖 + 𝑟𝛿] = [𝑖,𝑚+ 𝑡] 𝜌 [𝑗, 𝑞 + 𝑡], при
этом 𝜅𝑖 < 𝑚, а это противоречит минимальности числа𝑚. Таким образом,𝑚 = 𝜅𝑖. Аналогично
доказывается, что 𝑛 = 𝜅𝑗 . 2

Лемма 8. В условиях леммы 7 (𝑝+ 𝑞)− (𝑚+ 𝑛) = 𝛿, где 𝛿 = 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗.

Доказательство. Так как 𝑝 > 𝑚 и 𝑞 > 𝑛, то 𝑝+ 𝑞 > 𝑚+ 𝑛. Имеем:

[𝑗, 𝑛] 𝜌 [𝑖, 𝑝] = [𝑖,𝑚]𝑎𝑝−𝑚 𝜌 𝜌 [𝑗, 𝑞]𝑎𝑝−𝑚 = [𝑗, 𝑞 + 𝑝−𝑚].

Так как 𝑞 + 𝑝−𝑚 > 𝑛, то 𝛿 > 0 и (𝑝+ 𝑞)− (𝑚+ 𝑛) = 𝑟𝛿 при некотором 𝑟 > 0.
Докажем, что 𝑝 − 𝑚, 𝑞 − 𝑛 < 𝛿. Понятно, что достаточно доказать первое неравенство.

Предположим, что 𝑝 −𝑚 ⩾ 𝛿. Тогда 𝑝 − 𝛿 ⩾ 𝑚. По лемме 7 𝑚 = 𝜅𝑖, поэтому [𝑖, 𝑝 − 𝛿] 𝜌 [𝑖, 𝑝].
Отсюда получаем, что [𝑖, 𝑝− 𝛿] 𝜌 [𝑗, 𝑛], а это противоречит минимальности числа 𝑝.

Итак, 𝑝−𝑚, 𝑞−𝑛 < 𝛿. Отсюда (𝑝+𝑞)−(𝑚+𝑛) < 2𝛿. Но (𝑝+𝑞)−(𝑚+𝑛) = 𝑟𝛿. Следовательно,
𝑟 = 1, а значит, (𝑝+ 𝑞)− (𝑚+ 𝑛) = 𝛿. 2

Следующая лемма описывает отношение 𝜌∩ (𝑋𝑖×𝑋𝑗) в случае наличия между 𝑖 и 𝑗 связи
II-го типа.

Лемма 9. Пусть 𝜌 ∈ Con𝑋 осуществляет между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗) связь II-го типа,
параметры 𝑚,𝑛, 𝑝, 𝑞 определяются формулами (2) и (3). Тогда 𝑚 = 𝜅𝑖, 𝑛 = 𝜅𝑗, 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 > 0
(положим 𝛿 = 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗), 𝛿 = (𝑝+ 𝑞)− (𝑚+ 𝑛) и для любых 𝑠, 𝑡

[𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡] ⇔ 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛 и 𝑡− 𝑠 ≡ 𝑞 −𝑚 (mod 𝛿). (14)
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Доказательство. Равенства 𝑚 = 𝜅𝑖, 𝑛 = 𝜅𝑗 , 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 следуют из лемм 7 и 1, неравенство
𝛿 > 0 – из того, что связь II-го типа, а равенство 𝛿 = 𝑝 + 𝑞 −𝑚 − 𝑛 – из леммы 8. Осталось
доказать эквивалентность (14).

(⇒). Пусть [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑗, 𝑡]. Из соотношений (2), (3) следует, что 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛. Имеем:
[𝑖, 𝑠] = [𝑖,𝑚+ (𝑠−𝑚)] 𝜌 [𝑗, 𝑞 + (𝑠−𝑚)]. Следовательно, [𝑗, 𝑡] 𝜌 [𝑗, 𝑞 + 𝑠−𝑚]. Отсюда получаем,
что 𝑡 ≡ 𝑞 + 𝑠−𝑚 (mod 𝛿).

(⇐). Пусть 𝑠 ⩾ 𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑛 и 𝑡− 𝑠 ≡ 𝑞 −𝑚 (mod 𝛿). Имеем: 𝑡 = 𝑠+ 𝑞 −𝑚+ 𝑟𝛿 при некотором
𝑟 ∈ Z.

Предположим вначале, что 𝑟 ⩾ 0. Тогда будем иметь:

[𝑗, 𝑡] = [𝑗, 𝑠+ 𝑞 −𝑚+ 𝑟𝛿] 𝜌 [𝑖, 𝑠+𝑚−𝑚+ 𝑟𝛿] 𝜌 [𝑖, 𝑠].

Пусть теперь 𝑟 < 0. Тогда −𝑟 > 0, и мы получаем:

[𝑗, 𝑡] = [𝑗, 𝑠+ 𝑞 −𝑚+ 𝑟𝛿] 𝜌 [𝑗, 𝑠+ 𝑞 −𝑚+ 𝑟𝛿 + (−𝑟)𝛿] = [𝑗, 𝑞 + (𝑠−𝑚)] 𝜌 [𝑖,𝑚+ (𝑠−𝑚)] = [𝑖, 𝑠].

2

Лемма 10. Пусть 𝑖, 𝑗, 𝑘 – различные элементы из 𝐼. Если между 𝑖 и 𝑗, а также между
𝑗 и 𝑘 связь 𝐼–го типа, то между 𝑖 и 𝑘 также связь 𝐼–го типа.

Доказательство. Пусть выполнены условия леммы. Если 𝛿𝑖 = 0, то по лемме 1 также
𝛿𝑗 = 𝛿𝑘 = 0, поэтому связь между 𝑖 и 𝑘 может быть только I-го типа. Пусть теперь 𝛿𝑖 > 0.
Тогда по лемме 6 [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 ] и [𝑗, 𝜅𝑗 ] 𝜌 [𝑘, 𝜅𝑘]. Ввиду транзитивности отношения 𝜌 получаем,
что [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑘, 𝜅𝑘], а значит, между 𝑖 и 𝑘 связь I-го типа. 2

Для дальнейшего исследования конгруэнций свободного унара 𝑋 =
∐︀

𝑖∈𝐼 𝑋𝑖, нам надо
найти ограничения на параметры 𝜅𝑖, 𝛿𝑖,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞. Из лемм 6 и 7 следует, что в случае наличия
между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 связи I-го типа [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 ], а для связи II-го типа с 𝛿𝑖 > 0 имеет место
соотношение ([𝑖, 𝜅𝑖], [𝑗, 𝜅𝑗 ]) ̸∈ 𝜌. Далее, для связи I-го типа при 𝛿𝑖 > 0 введём ещё некоторые
параметры, аналогичные введённым ранее в случае 𝛿𝑖 = 0. А именно, положим 𝜇𝑖𝑗 = 𝑚,
𝜇𝑗𝑖 = 𝑛, 𝜀𝑖𝑗 = 𝜅𝑖 −𝑚 = 𝜅𝑗 − 𝑛 (последнее равенство имеет место ввиду леммы 6). Очевидно,
параметр 𝜀 симметричный, т.е. 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖. Кроме того,

𝜀𝑖𝑗 ⩽ min{𝜅𝑖, 𝜅𝑗}. (15)

Следующая лемма аналогична лемме 5, доказанной ранее в случае 𝛿 > 0.

Лемма 11. Пусть 𝑖, 𝑗, 𝑘 – различные элементы из 𝐼 и пусть связи между 𝑖, 𝑗, 𝑘 I-го
типа. Положим 𝑎 = 𝜀𝑖𝑗, 𝑏 = 𝜀𝑗𝑘, 𝑐 = 𝜀𝑖𝑘. Тогда среди чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 найдутся два одинаковых, а
третье будет не меньше этих двух.

Доказательство. Пусть 𝑎 ⩽ 𝑏. Имеем: [𝑖, 𝜅𝑖 − 𝑎] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 − 𝑎] и [𝑗, 𝜅𝑗 − 𝑏] 𝜌 [𝑘, 𝜅𝑘 − 𝑏]. Так как
𝑎 ⩽ 𝑏, то [𝑖, 𝜅𝑗−𝑎] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗−𝑎] = [𝑗, 𝜅𝑗−𝑏+(𝑏−𝑎)] 𝜌 [𝑘, 𝜅𝑘−𝑏+(𝑏−𝑎)] = [𝑘, 𝜅𝑘−𝑎], поэтому 𝑐 ⩾ 𝑎.
Таким образом, доказано, что 𝑐 ⩾ min{𝑎, 𝑏}, т.е. неравенство (11). Неравенство (10) следует
из (11), как было показано при доказательствн леммы 5. 2

Для связей II-го типа утверждение, аналогичное лемме 10, неверно. А именно, если 𝑖 и 𝑗,
а также 𝑗 и 𝑘 имеют связь II-го типа, то 𝑖 и 𝑘 могут иметь связь как I-го, так и II-го типа.
Действительно, пусть

𝑝 = min{𝑡|[𝑗, 𝜅𝑗 ] 𝜌 [𝑖, 𝑡]}, 𝑞 = min{𝑡|[𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝑡],

𝑢 = min{𝑡|[𝑘, 𝜅𝑘] 𝜌 [𝑗, 𝑡]}, 𝑣 = min{𝑡|[𝑗, 𝜅𝑗 ] 𝜌 [𝑘, 𝑡].
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Рис. 4: Две связи II–го типа

По лемме 1 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 = 𝛿𝑘, а значит, учитывая лемму 8, будет иметь место равенство
𝑝 + 𝑞 − 𝜅𝑖 − 𝜅𝑗 = 𝑢 + 𝑣 − 𝜅𝑗 − 𝜅𝑘. Если 𝑞 = 𝑢, то [𝑖, 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝑞] 𝜌 [𝑘, 𝜅𝑘], а это означает, что
между 𝑖 и 𝑘 связь I-го типа. В случае 𝑞 ̸= 𝑢 между 𝑖 и 𝑘 связь II-го типа.

Пусть 𝐾 – какой-либо 𝜎-класс и 𝑖 ∈ 𝐾. Положим

𝐾(𝑖) = {𝑗 ∈ 𝐼| между 𝑖 и 𝑗 связь I-го типа}. (16)

Условимся считать, что если 𝑖 таково, что связи между 𝑖 и любым 𝑗 ∈ 𝐾 ∖{𝑖} лишь II-го типа,
то 𝐾(𝑖) = {𝑖}. Тогда 𝐾 будет являться объединением попарно не пересекающихся множеств
𝐾(𝑖):

𝐾 = ∪{𝐾(𝑖𝛾)|𝛾 ∈ Γ}. (17)

Следующая лемма позволяет утверждать, что если между 𝑖 и 𝑗 связь II-го типа, а между
𝑗 и 𝑘 I-го, то отношения 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 × 𝑋𝑗) и 𝜌 ∩ (𝑋𝑗 × 𝑋𝑘) однозначно определяют отношение
𝜌 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑘).

Рис. 5: Однозначность 𝜌 ∩ (𝑋𝑙 ×𝑋𝑘)

Лемма 12. Если между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 связь II-го типа, а между 𝑋𝑗 и 𝑋𝑘 I-го, то между 𝑋𝑖 и
𝑋𝑗 связь II-го типа. Пусть 𝜇𝑖 = min{𝑡|[𝑖, 𝑡] 𝜌 [𝑗, 𝜅𝑗 ]}, 𝜇𝑗 = min{𝑡|[𝑗, 𝑡] 𝜌 [𝑖, 𝜅𝑖]}, 𝜇𝑘 = 𝜇𝑗+𝜅𝑘−𝜅𝑗.
Тогда

𝜌 ∩ ((𝑋𝑖 ×𝑋𝑘) = {([𝑖, 𝑠], [𝑖, 𝑡])|𝑠 ⩾ 𝜅𝑖, 𝑡 ⩾ 𝜅𝑘 и 𝑠− 𝜅𝑖 ≡ 𝑡− 𝜇𝑘 (mod 𝛿}. (18)

Доказательство. Напомним, что по лемме 1 𝛿𝑖 = 𝛿𝑗 = 𝛿𝑘. Положим 𝛿 = 𝛿𝑖. Так как имеется
связь II-го типа, то 𝛿 > 0. Тот факт, что между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗 связь II-го типа, следует из леммы 10.
Пусть [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑘, 𝑡]. Так как между 𝑋𝑖 и 𝑋𝑘 связь II-го типа, то 𝑠 ⩾ 𝜅𝑖, 𝑡 ⩾ 𝜅𝑘. Далее получаем:

[𝑘, 𝑡] 𝜌 [𝑖, 𝑠] = [𝑖, 𝜅𝑖 + (𝑠− 𝜅𝑖)] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗 + 𝑠(−𝜅𝑖)] 𝜌 [𝑘, 𝜇𝑘 + 𝑠− 𝜅𝑖].
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Следовательно, 𝜇𝑘 + 𝑠− 𝜅𝑖 ≡ 𝑡 (mod 𝛿). Таким образом, 𝑠− 𝜅𝑖 ≡ 𝑡− 𝜇𝑘 (mod 𝛿).

Пусть теперь 𝑠 ⩾ 𝜅𝑖, 𝑡 ⩾ 𝜅𝑘 таковы, что 𝑠− 𝜅𝑖 ≡ 𝑡− 𝜇𝑘 (mod 𝛿). Тогда 𝑠− 𝜅𝑖 = 𝑡− 𝜇𝑘 + 𝑟𝛿
при некотором 𝑟 ∈ Z.

Если 𝑟 ⩾ 0, то

[𝑖, 𝑠] = [𝑖, 𝜅𝑖 + (𝑠− 𝜅𝑖)] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗 + 𝑠− 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑘, 𝜇𝑘 + 𝑠− 𝜅𝑖] = [𝑘, 𝜇𝑘 + (𝑡− 𝜇𝑘 + 𝑟𝛿)] = [𝑘, 𝑡+ 𝑟𝛿] 𝜌 [𝑘, 𝑡].

Если 𝑟 < 0, то 𝑡 = (𝑠− 𝜅𝑖) + 𝜇𝑘 + (−𝑟)𝛿, и мы получим: 𝑡 ⩾ 𝜇𝑘, а значит,

[𝑘, 𝑡] = [𝑘, 𝜇𝑘 + (𝑠− 𝜅𝑖) + (−𝑟)𝛿] 𝜌 [𝑘, 𝜇𝑘 + 𝑠− 𝜅𝑖] 𝜌 [𝑗, 𝜇𝑗 + 𝑠(−𝜅𝑖)] 𝜌 [𝑖, 𝜅𝑖 + 𝑠− 𝜅𝑖] = [𝑖, 𝑠].

2

Теперь мы можем сформулировать основную теорему о строении произвольной конгру-
энции свободного унара. В теореме описан процесс построения произвольной конгруэнции
свободного унара. Этот процесс зависит от набора целых неотрицательных параметров, вы-
бираемых в пределах определённых ограничений произвольным образом.

Теорема 2. Всякая конгруэнция 𝜌 свободного унара 𝑋 =
∐︀

𝑖∈𝐼 𝑋𝑖, где 𝑋𝑖 = [𝑖,N], может
быть получена следующим образом:

1. выбираем произвольное отношение эквивалентности 𝜎 на множестве индексов 𝐼;

2. для каждого 𝜎-класса 𝐾 берём любое число 𝛿 ∈ N и полагаем 𝛿𝑖 = 𝛿 для всех 𝑖 ∈ 𝐾;

3. пусть 𝐾 – 𝜎-класс, в котором 𝛿 = 0; тогда:

� полагаем [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖, 𝑡] ⇔ 𝑠 = 𝑡;

� выбираем произвольным образом элемент из 𝐾 – пусть он обозначен символом 0;

� выбираем произвольным образом 𝜇𝑖, 𝜈𝑖 ∈ 𝐾 ∖ {0};
� для различных элементов 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾 ∖ {0} выбираем любые элементы 𝜀𝑖𝑗, удовлетво-
ряющим условиям (7) и (11);

� 𝜌-эквивалентность элементов [0, 𝑠] и [𝑖, 𝑡] для 𝑖 ∈ 𝐾 ∖{0} определяется по формуле
(9);

� 𝜌-эквивалентность элементов [𝑖, 𝑠] и [𝑗, 𝑡] при 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾 ∖ {0}, 𝑖 ̸= 𝑗 определяется по
формуле (8);

4. пусть 𝐾 – 𝜎-класс, в котором 𝛿 > 0; тогда:

� выбираем произвольным образом 𝜅𝑖 ∈ N для каждого 𝑖 ∈ 𝐾;

� для 𝑖 ∈ 𝐾 и 𝑠, 𝑡 ∈ N полагаем [𝑖, 𝑠] 𝜌 [𝑖, 𝑡] ⇔ (𝑠, 𝑡) ∈ 𝜌(𝜅𝑖, 𝛿𝑖);

� разбиваем 𝐾 на непересекающиеся подмножества 𝐾(𝑖𝛾) – см. формулу (17) (внут-
ри одного 𝐾(𝑖𝛾) будут связи I-го типа, а между разными 𝐾(𝑖𝛾) – II-го;

� для каждой пары различных элементов 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾(𝑖𝛾) выбираем числа 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖 ∈ N,
удовлетворяющие неравенствам (15) и (11);

� для каждой пары различных элементов 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐾(𝑖𝛾) 𝜌-эквивалентность элементов
[𝑖, 𝑠] и [𝑗, 𝑡] определяются по формуле (12) с 𝑚 = 𝜅𝑖−𝜀𝑖𝑗, 𝑛 = 𝜅𝑗−𝜀𝑖𝑗; если 𝛿𝑖 = 1, то
ввиду лемм 7 и 8 между 𝑖 и 𝑗 связь II-го типа невозможна, поэтому 𝐾 = 𝐾(𝑖𝛾),
а конгруэнция 𝜌𝐾 уже построена в п. 4.2) и 4.5);

� строим 𝜌 ∩ (𝑋𝑖𝜉 ×𝑋𝑖𝜂) для представителей классов 𝐾(𝑖𝛾):
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� после того, как в п. 4.6) построено 𝜌 ∩ (𝑋𝑖𝜉 × 𝑋𝑖𝜂), по формуле (18) строим
𝜌 ∩ (𝑋𝑖𝜉 × 𝑋𝑗) для 𝑗 ∈ 𝐾(𝑖𝜂), а затем 𝜌 ∩ (𝑋𝑖 × 𝑋𝑗) для 𝑖 ∈ 𝐾(𝑖𝜉) по формуле,
аналогичной формуле (18);

5. после того, как в п. 1)-4) будут построены отношения 𝜌𝐾 , конгруэнция 𝜌 будет полу-
чаться по формуле (1).
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