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Аннотация

На основе физической концепции порообразования, зарождения и роста пор формули-
руются обобщенные определяющие соотношения тензорной модели пластической повре-
ждаемости металлов, основанной на трех инвариантах. Мультипликативное разложение
тензора метрического преобразования и термодинамическая формулировка определяющих
соотношений приводят к симметричному тензору повреждаемости второго ранга с ясным
физическим смыслом. Его первый инвариант определяет повреждаемость, связанную с
пластической дилатансией материала вследствие роста пор, второй инвариант девиатор-
ного тензора - повреждаемость, связанную с изменением формы дефектов, третий инва-
риант девиаторного тензора описывает влияние на повреждаемость вида напряженного
состояния (угла Лоде), в том числе, влияние поворота главных осей тензора напряжения
(изменение угла Лоде). Введение трех составляющих мер c соответствующим физическим
смыслом позволяет отобразить кинетический процесс деформационной повреждаемости
эквивалентным параметром в трехмерном векторном пространстве, включая критериаль-
ные условия для пластического разрушения. Мера пластической повреждаемости, основан-
ная на трех инвариантах, может оказаться полезной для оценки качества мезоструктуры
металлоизделий, получаемых методами обработки давлением.
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пряжения, деформации, физико-структурные параметры, повреждаемость, диссипация
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Abstract

On the basis of the physical concept of pore formation, origin and growth of pores,
generalized determining relations of the tensor model of plastic damage of metals based on three
invariants are formulated. The multiplicative decomposition of the metric transform tensor and
the thermodynamic formulation of the defining relations lead to a symmetric damage tensor
of the second rank with a clear physical meaning. Its first invariant determines the damage
associated with the plastic dilatance of the material due to pore growth, the second invariant of
the deviant tensor - damage associated with a change in the shape of defects, the third invariant
of the deviant tensor describes the effect on the damage of the type of stress state (Lode angle),
including the effect of the rotation of the main axes of the stress tensor (change of the Lode
angle). The introduction of three component measures with the corresponding physical meaning
allows the kinetic process of deformation damage to be represented by an equivalent parameter
in a three-dimensional vector space, including the criterion conditions for plastic destruction.
A measure of plastic damage based on three invariants can be useful in assessing the quality of
the mesostructure of metal products obtained by pressure treatment methods.
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1. Введение

В работах [1, 2], на основе физической концепции роста и изменения формы пор при боль-
ших пластических деформациях, сформулированы потенциал диссипации и определяющие
соотношения пластической повреждаемости металлов. Математическая структура потенци-
ала диссипации соответствует термодинамически согласованной теории о мультипликатив-
ном разложении тензора метрического преобразования [3, 4]. Вводятся два набора внутрен-
них переменных: пластические переменные (характеризующие дислокационную структуру) и
переменные повреждаемости (описывающие размножение и рост микродефектов). Термоди-
намическая формулировка определяющих соотношений приводит к симметричному тензору
повреждаемости второго ранга (𝜔) с ясным физическим смыслом.
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Его первый инвариант (𝐼1 (𝜔) = 𝜔𝑘··𝑘) определяет повреждаемость, связанную с пластиче-
ской дилатансией материала вследствие роста пор. А второй инвариант 𝐼2 (𝜔̃) = (1/2) 𝜔̃𝑗··𝑝𝜔̃

𝑝·
·𝑗

девиаторного тензора 𝜔̃ (мера 𝐼1/22 (𝜔̃) =
[︁
(1/2) 𝜔̃𝑗··𝑝𝜔̃

𝑝·
·𝑗

]︁1/2
) - повреждаемость, связанную с

изменением формы дефектов. Введение двух нормированных параметров (𝜔1 8 𝜔2) c соот-
ветствующим физическим смыслом позволяет определить зквивалентную меру 𝜔𝑒𝑞 (𝜔1, 𝜔2)
деформационной повреждаемости, включая критериальные условия для пластического раз-
рушения. Однако в этих работах не принимался во внимание третий инвариант 𝐼3 (𝜔̃) =

= (1/3) 𝜔̃𝑗··𝑘𝜔̃
𝑘·
·𝑝 𝜔̃

𝑝·
·𝑗 девиаторного тензора 𝜔̃ (мера 𝐼1/33 (𝜔̃) =

[︁
(1/3) 𝜔̃𝑗··𝑘𝜔̃

𝑘·
·𝑝 𝜔̃

𝑝·
·𝑗

]︁1/3
), который име-

ет такое же равноправное значение, как и первый (𝐼1 (𝜔)) и второй (𝐼2 (𝜔̃)) инварианты. Сов-
местное влияние трех инвариантов на пластическое разрушение подтверждается эксперимен-
тальными исследованиями ряда авторов [5-14]. Модель пластического разрушения, учитыва-
ющая зависимость как от гидростатического напряжения, так и от угла Лоде, основывает-
ся на использовании трехмерного годографа 𝜀𝑖𝑓 (𝜎̄, 𝜑𝜎). Экспериментальные объемные диа-
граммы пластического разрушения 𝜀𝑖𝑓 (𝜎̄, 𝜑𝜎), построенные на основе системы разнотипных
опытов для ряда конструкционных металлических материалов, показывают зависимость пре-
дельной эквивалентной деформации 𝜀𝑒𝑞𝑓 от параметра трехосности напряженного состояния

𝑆𝑇 = 𝜎𝐻/𝜎𝑒𝑞 и угла Лоде 𝜑𝜎 = (1/3) arccos
{︁
−3

√
3𝐼3 (s)

⧸︁
2𝐼

3/2
2 (s)

}︁
, где 𝜎𝐻 - гидроста-

тическое напряжение, 𝜎𝑒𝑞 - эквивалентное напряжение фон Мизеса, s - девиаторный тензор
напряжения. Определяющие соотношения повреждаемости содержат материальные функции,
определяемые экспериментальными методами. Их определение для изучаемых материалов в
задаваемых условиях деформирования является, как правило, трудной экспериментальной
задачей. Количественая оценка мер повреждаемости (степени деструкции) деформируемого
материала и достоверное прогнозирование его пластического разрушения (предельного состо-
яния повреждаемости) требует определения материальных функций на макро- и мезоуровнях
в зависимости от инвариантных параметров напряженно-деформированного состояния (НДС)
и микроструктурных параметров материала. В этом отношении очень важное значение имеют
работы с важными экспериментальными результатами [12, 15, 13, 1, 2].

Далее формулируются обобщенные определяющие соотношения тензорной модели дефор-
мационной повреждаемости металлических материалов при больших пластических деформа-
циях, основанной на трех инвариантах. Вводятся три нормированных меры 𝜔̇1, 𝜔̇2, 𝜔̇3 (𝑑𝜔1,
𝑑𝜔2, 𝑑𝜔3)), соответствующие трем инвариантам тензора скорости (приращения) поврежден-
ности 𝜔̇ (d𝜔). Кинетический процесс деформационной повреждаемости отображается в трех-
мерном векторном пространстве (с ортонормированным базисом 𝑢⃗1 , 𝑢⃗2 , 𝑢⃗3) эквивалентным
вектором 𝑑𝜔⃗𝑒𝑞 = 𝑑𝜔1 𝑢⃗1 + 𝑑𝜔2 𝑢⃗2 + 𝑑𝜔⃗3 𝑢⃗3. Мера эквивалентной повреждаемости за конечный
период времени 𝑡 𝜔𝑒𝑞 =

∫︀
𝑡 |𝑑𝜔⃗𝑒𝑞|. По определяющим соотношениям проводились расчеты с

использованием экспериментально определенных материальных функций пластической дила-
тансии и девиаторной деформации на мезоуровне, а также трехмерной диаграммы пластично-
сти для малоуглеродистой низколегированной стали. Материальные функции определялись
из опытов на растяжение, сжатие и сдвиг с использованием сканирующей электронной микро-
скопии, что позволило варьировать угол Лоде в полном диапазоне его значений 0 6 𝜑 6 𝜋/3.
Для построения трехмерной диаграммы пластичности в диапазоне значений параметра трех-
осности напряженного состояния −1 6 𝑆𝑇 6 1 и угла Лоде 0 6 𝜑 6 𝜋/3 использовались
как свои, так и систематизированные опубликованные экспериментальные данные. Сравнение
расчетов показывает существенное влияние третьего инварианта (угла Лоде) на эквивалент-
ную повреждаемость. Мера пластической повреждаемости, основанная на трех инвариантах,
может оказаться полезной для оценки качества мезоструктуры металлоизделий, получаемых
методами обработки давлением. Во многих процессах объемной штамповки деформируемый
материал испытывает непропорциональное нагружение, сопровождающееся поворотом глав-
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ных осей тензора напряжения и соответствующим изменением угла Лоде.
Рассмотрим используемые кинематические соотношения. Две точки зрения Эйлера и

Лагранжа на описание кинематики сплошной среды используются в дальнейшем как равно-
правные и эквивалентные. Так как закон движения сплошной среды 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 (𝜉𝑖, 𝑡) в независи-
мых переменных Лагранжа 𝜉𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) можно разрешить относительно этих переменных
𝜉𝑖 = 𝜉𝑖 (𝑥𝑖, 𝑡), т.е. перейти к независимым переменным Эйлера 𝑥𝑖 и наоборот [14]. При этих
преобразованиях соблюдается инвариантность закона движения сплошной среды (независи-
мость от выбора системы координат).

Пластические деформации обрабатываемых металлов в технологических процессах ОМД
достигают 70. . . 90% и в ≈ 102раз превосходят упругие деформации. Поэтому в определяющие
соотношения входят только пластические деформации. Соответственно девиатор приращения
деформации 𝐷𝑑𝑒 = 𝐷𝑝

𝑑𝑒 и девиатор ее скорости 𝐷𝑒̇ = 𝐷𝑝
𝑒̇ . Целесообразность использования

модели жестко-пластического материала при анализе процессов ОМД обоснована в работах
Р. Хилла [16], В.В. Соколовского [17], Л.М. Качанова [18], Д.Д. Ивлева [19]. В связи с опреде-
лением деформаций на макро- и мезоуровнях вводятся в рассмотрение тензоры приращения
деформации и ее скорости на макро-уровне: Tde,Tė и мезоуровне: Tdē, T ˙̄e. Соответствующими
буквами будут обозначаться их (например, ковариантные) компоненты: 𝑑𝜀𝑖𝑗 , 𝜀̇𝑖𝑗 , 𝑑𝜀𝑖𝑗 , ˙̄𝜀𝑖𝑗 , в
том числе, шаровые 𝑑𝜀𝑘𝑘, 𝜀̇𝑘𝑘, 𝑑𝜀𝑘𝑘, ˙̄𝜀𝑘𝑘 и девиаторные d𝑒𝑖𝑗 , 𝑒̇𝑖𝑗 , 𝑑𝑒𝑖𝑗 , ˙̄𝑒𝑖𝑗 , а также эквивалент-
ные меры 𝑑𝜀𝑖, 𝜀̇𝑖, 𝜀𝑖, 𝑑𝜀𝑖, ˙̄𝜀𝑖, 𝜀𝑖. Использование ковариантных компонент тензоров приращения
деформации и ее скорости является удобным при формулировке основных соотношений для
напряженно-деформированного состояния и повреждаемости. Ковариантные компоненты тен-
зоров приращения деформации и ее скорости, определяемые в дальнейшем через компоненты
метрического тензора, имеют ясный геометрический смысл. Для их определения и последую-
щей формулировки определяющих соотношений тензорной модели пластической повреждае-
мости, в том числе обработки экспериментальных данных по пластическому деформированию
опытных образцов, используются геометрические модели макро- и мезоэлементов [1, 2].

Для определения ковариантных компонент тензоров приращения деформации и ее скоро-
сти используются известные кинематические соотношения [20]. Применительно к изучаемой
проблеме пластической повреждаемости эти кинематические соотношения были рассмотрены
в работах [21, 22, 1]. Кратко приведем необходимые пояснения. Конфигурации макроэлемен-
та позволяет определять большие деформации материала в процессах пластического течения
тензором метрического преобразования

𝑇𝐸 = 𝐸𝑖··𝑗𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 =
∘
𝐸𝑖𝑘 𝐸𝑘𝑗𝜅𝑖⊗𝜅𝑗 , (1)

где 𝜅𝑖 - векторы базиса сопутствующей системы координат 𝜉𝑖 (жестко связанной с деформи-
руемым телом).

При описании больших пластических деформаций, характерных для технологических про-
цессов, часто используется тензор логарифмических деформаций Генки:

𝑇𝜀ln =
1

2
lg E =

1

2
(ln 𝐸)𝑖··𝑗 𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 = 𝜀𝑖··𝑗𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 . (2)

Для независимого определения симметричного тензора скорости деформации (𝑇 𝜀̇) использу-
ется несимметричная объективная норма Олдройда для тензора метрического преобразования

𝑇𝐸̇ =
∘
𝑔𝑖𝑘 𝑔̇𝑘𝑗𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 . Тогда тензор скорости деформации:

𝑇𝜀̇ =
1

2
𝑇−1
𝐸 𝑇𝐸̇ =

1

2
𝑔𝑖𝑘𝑔̇𝑘𝑗𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 = 𝜀̇𝑖··𝑗𝜅𝑖 ⊗ 𝜅𝑗 (3)

соответствует смешанному эквиваленту нормы тензора Альманси.



324 Н. Д. Тутышкин, В. Ю. Травин

Многие процессы пластического деформирования характеризуются сложным (непропор-
циональным) нагружением деформируемого материала. Сложное (непропорциональное) на-
гружение, в соответствии с законом пластического течения, сопровождается поворотом глав-
ных осей тензора приращения деформации относительно сопутствующей системы координат
𝜉𝑖 (жестко связанной с деформируемым телом). Это обстоятельство приводит к изображению
пути деформации в пространстве 𝜀1 , 𝜀2 , 𝜀3 сложной траекторией (𝑠), не совпадающей с пря-
молинейной траекторией для простого нагружения.Эквивалентная (накапливаемая) дефор-
мация (параметр Одквиста) при сложном (непропорциональном) нагружении определяется
интегрированием по пути деформации 𝑠 [16]:

𝜀𝑖 =

∫︁
𝑠
𝜀̇𝑖 𝑑𝑡 =

∫︁
𝑠
𝑑𝜀𝑖, (4)

где эквивалентная скорость и приращение деформации

𝜀̇𝑖 =
√︁
(2/3) (𝜀̇𝑖𝑗 𝜀̇𝑗𝑖 − 𝜀̇𝑖𝑖𝜀̇𝑗𝑗),d𝜀𝑖 =

√︁
(2/3) (d𝜀𝑖𝑗d𝜀𝑗𝑖 − d𝜀𝑖𝑖d𝜀𝑗𝑗). (5)

Путь деформации оказывает влияние на годограф разрушения. А. Бенцерга [23] убедительно
показал это влияние при моделировании пластической деформации материала, содержащего
периодическое распределение первоначально сферических пор.

На мезоуровне вводятся аналогичные кинематические соотношения [21, 22 , 1]. Соответ-
ственно для мезоэлемента вводятся тензор метрического преобразования 𝑇⌢

𝐸
, тензор логариф-

мических деформаций 𝑇⌢
𝜀 ln

и тензор скорости деформации 𝑇⌢̇
𝜀
. Рассеянные по макрообъему

𝑉<0:@> поры имеют различные исходные и текущие размеры и форму, а также положение
главных осей. Поэтому экспериментальные измерения изменяющихся размеров совокупности
пор в пределах макрообъема за период времени Δ𝑡 приводят к рассеянным значениям тензора
приращения деформации мезоэлементов 𝑇

Δ
⌢
𝜀

= 𝑇 ⌢̇
𝜀
Δ𝑡 и , соответственно, их эквивалентной

деформации
⌢
𝜀 𝑖. В связи с этим возникает необходимость определения наиболее вероятных

(модальных) значений величин Δ𝜀𝑖𝑗 и 𝜀𝑖 по экспериментально определяемым распределени-

ям величин Δ
⌢
𝜀 𝑖𝑗 и

⌢
𝜀 𝑖. Модальные значения тензора 𝑇Δ𝜀 и, соответственно, интенсивности

деформации 𝜀
𝑖
являются мерами, ассоциированными по отношению к 𝑁 -совокупности пор

в пределах макроэлемента. Они будут также являться локальными характеристиками дефор-
мации макроэлемента на мезоуровне.

Кристаллическая структура деформированных металлов на каждой стадии пластической
деформации характеризуется определенной плотностью и расположением дислокаций и мик-
родефектов (микропор и микротрещин). Пластическая деформация связана с развитием дис-
локаций в кристаллической структуре, тогда как деформационная повреждаемость вызвана
размножением и ростом микродефектов. Эти диссипативные процессы отчетливо различа-
ются по своей природе и, что существенно, в том, как они влияют на макромеханические
свойства металлоизделий, получаемых ОД. Следовательно, для моделирования процессов пла-
стического формоизменения целесообразно вводить два набора внутренних переменных: пла-
стические переменные (характеризующие дислокационную структуру) и переменные повре-
ждаемости (описывающие размножение и рост микродефектов). В связи с этим для модели
жестко-пластического повреждаемого материала используется следующее мультипликативное
разложение тензора метрического преобразования E :

E = E𝑃E𝑑,Ep =
∘
𝐸𝑖𝑘

*
Ekj 𝜅𝑖⊗𝜅𝑗 ,Ed =

*
𝐸𝑖𝑘 Ekj𝜅𝑖⊗𝜅𝑗 , (6)



Тензорная теория деформационной повреждаемости 325

где
*
𝐸𝑖𝑗 - метрика основных векторов промежуточной конфигурации, которая представляет

фиктивное состояние при фиксированных величинах внутренних переменных.
Составляющая Ep описывает пластическую деформацию, связанную с физическими ме-

ханизмами скольжения; другая часть E𝑑 описывает деформацию, связанную с диссипатив-
ным ростом и формоизменением мезоэлементов (оболочек с порой). Зависимость для тензора
скорости деформации (3), с учетом мультипликативного разложения тензора метрического
преобразования (6), принимает следующий вид:

𝜀̇ =
1

2
E−1
𝑝 Ė𝑝 +

1

2
E−1E𝑝Ė𝑑 = 𝜀̇𝑝 + 𝜀̇𝑑. (7)

Используемая идея деградации метрических коэффициентов, как соответствующих критери-
ев развивающейся повреждаемости, была обоснована в работе [3]. Следуя работе Баммана и
Солянки [4], вводятся эффективные неповрежденные конфигурации, которые характеризуют
поведение фиктивного неповрежденного материала. Представленное отображение аналогично
принципу эквивалентной деформации, означающего, что любое определяющеe уравнениe в де-
формациях для поврежденного материала может быть полученo таким же образом, как и для
неповрежденного материала, за исключением того, что обычное напряжение заменяется эф-
фективным напряжением [22]. Эффективное напряжение было определено Ю.Н. Работновым
как напряжение, отнесенное к поверхности, которая эффективно сопротивляется нагрузке (т.е.
к эффективной площади сечения, которая снижается из-за образования пор) [24].

Необходимым условием обоснованности определяющих соотношений деформационной по-
вреждаемости является их термодинамическая согласованность. Определяющие соотношения
для внутренних переменных (𝑒̇𝑖𝑗 ,𝑟̇, 𝜔̇𝑖𝑗) следуют из потенциала диссипации (𝐹 ), являющегося
выпуклой функцией ассоциированных переменных (−𝑠𝑖𝑗 ,𝑅,−ϒ𝑖𝑗) (Taблица). Из второго зако-
на термодинамики (неравенства Клаузиуса-Дюгема) следует условие выпуклости потенциала
диссипации в пространстве ассоциированных переменных:

𝑒̇𝑖𝑗 = 𝜆̇
𝜕𝐹

𝜕𝑠𝑖𝑗
, 𝑟̇ = −𝜆̇𝜕𝐹

𝜕𝑅
, 𝜔̇𝑖𝑗 = 𝜆̇

𝜕𝐹

𝜕ϒ𝑖𝑗
, (8)

где 𝑒̇𝑖𝑗 - компоненты девиаторного тензора скорости деформации ė (на макроуровне); 𝑟̇ - па-
раметр изотропного упрочнения; 𝜔̇𝑖𝑗 - компоненты тензора скорости повреждаемости 𝜔̇; 𝑠𝑖𝑗 -
компоненты девиаторного тензора напряжения s; 𝑅 - параметр напряжений при изотропном
упрочнении; 𝑌𝑖𝑗 - компоненты тензора Y , характеризующего скорость высвобождения плот-
ности энергии, связанной с ростом и изменением формы пор; 𝜆̇ - пластический множитель.

Согласно опубликованным качественным экспериментам [1, 2], потенциал 𝐹 строится в
виде суммы:

𝐹 = Φ+Ω, (9)

где Φ – пластический потенциал; Ω - потенциал повреждаемости.
Соотношения (8) c учетом (9) принимают следующий вид:

𝑒̇𝑖𝑗 = 𝜆̇
𝜕Φ

𝜕𝑠𝑖𝑗
, 𝑟̇ = −𝜆̇ 𝜕Φ

𝜕𝑅
, 𝜔̇𝑖𝑗 = 𝜆̇

𝜕Ω

𝜕ϒ𝑖𝑗
. (10)

Следуя Л.М. Качанову [18] в качестве пластического потенциала Φ принимается функция
текучести Мизеса:

𝑓 (𝑠𝑖𝑗 , 𝑅) = (1/2) 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 − 𝜏2y = 0, 𝜏𝑦 = 𝜎𝑦

⧸︁√
3, (11)

где 𝜏𝑦, 𝜎𝑦 - соответственно, предел текучести при сдвиге и при одноосном состоянии.
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Таблица 1: Переменные состояния и диссипативные функции

Внутренние переменные
состояния

Ассоциированные
переменные

Диссипативные функции

Девиаторный тензор
скорости пластической
деформации, ė

Девиаторный тензор
напряжения, −s

Диссипация, вызванная
пластической энергией
формоизменения,
𝑤̇𝑝 = 𝑠𝑖𝑗 𝜀̇𝑖𝑗

Параметр изотропного
упрочнения, 𝑟̇

Параметр напряжений
при изотропном упроч-
нении, 𝑅

Скорость изменения плот-
ности накопленной энергии,
𝑤̇𝑠 = 𝑅𝑟̇

Тензор скорости повре-
ждаемости, 𝜔̇

Тензор скорости высво-
бождения плотности
энергии, −ϒ

Диссипация, вызванная
повреждаемостью,
𝑤̇𝐷 = 𝑌𝑖𝑗𝜔̇𝑖𝑗

Пластический множитель

𝜆̇ =

√
3

2

𝜀̇𝑖
𝜏𝑦
, (12)

где 𝜀̇𝑖 =
√︀

(2/3) 𝑒̇𝑖𝑗 𝑒̇𝑗𝑖 - скорость эквивалентной деформации на макроуровне (отнесенной к
макроэлементу пластической среды).

При определении НДС будем учитывать изотропное упрочнение, характерное для больших
пластических деформаций при обработке давлением. Сопряженной силой изотропного упроч-
нения является параметр напряжений 𝑅 =

√︀
(1/2) 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 = 𝜏𝑦. Параметр 𝑅определяет

изменение радиуса цилиндра пластичности, описываемого уравнением (12) в пространстве
главных напряжений 𝜎1 , 𝜎2 , 𝜎3). Параметр изотропного упрочнения

𝑟̇ = −𝜆̇
𝜕
[︀
(1/2) 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 − 𝜏2y

]︀
𝜕 (𝜏𝑦)

= 2𝜆̇𝜏𝑦 = 𝜀̇𝑖
√
3. (13)

Потенциал повреждаемости порами Ω для модели жестко-пластического тела определяет дис-
сипацию, связанную с пластической дилатансией вследствие роста объема пор и изменения
формы мезоэлементов. Скорость изменения плотности энергии мезоэлемента, связанной с ро-

стом поры, является квадратичной функцией первого инварианта 𝐼1

(︂
⌢̇
𝜀

)︂
тензора скорости

деформации
⌢̇
𝜀 мезоэлемента:

⌢̇
𝑤𝑣 =

⌢
𝜎𝐻

⌢̇
𝜀 𝑘𝑘 =

1

3 𝜆̇

(︂
⌢̇
𝜀 𝑘𝑘

)︂2

=
1

3𝜆̇
𝐼21

(︂
⌢̇
𝜀

)︂
=

1

3 𝜆̇

(︂
⌢̇
𝜀 11 +

⌢̇
𝜀 22 +

⌢̇
𝜀 33

)︂2

, (14)

где
⌢
𝜎𝐻 - гидростатическое напряжение;

⌢̇
𝜀 𝑘𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3 - линейные компоненты тензора 𝑇⌢̇

𝜀
.

Используемая связь
⌢̇
𝜀 𝑘𝑘 = 3𝜆̇

⌢
𝜎𝐻 на мезоуровне соответствует условию текучести Р.

Грина [25]:

𝐴𝐼2

(︁
⌢
𝑠
)︁

+ 𝐵𝐼21

(︁
⌢
𝜎
)︁

= 𝜏2𝑦 , (15)

где 𝐴, 𝐵 - материальные функции;
⌢
𝜎 ,

⌢
s - тензор и девиаторный тензор напряжений; 𝜏𝑦 -

предел текучести сплошного материала (при 𝑓 = 0).
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Скорость дилатансии, ассоциированная с условием текучести Р. Грина:

⌢̇
𝜀 𝑘𝑘 =

18𝐵

𝐴

√︃
𝐼2

(︂
⌢̇
𝑒

)︂
√︂
𝐼2

(︁
⌢
𝑠
)︁ ⌢
𝜎𝐻 =

18𝐵

𝐴
𝜆̇
⌢
𝜎𝐻 . (16)

Скорость изменения плотности энергии мезоэлемента, связанной с изменением формы по-

ры, является линейной функцией второго инварианта 𝐼2

(︂
⌢̇
e

)︂
девиаторного тензора скорости

деформации
⌢̇
e мезоэлемента:

⌢̇
𝑤𝑠ℎ =

⌢
𝑠 𝑖𝑗

⌢̇
𝑒 𝑖𝑗 =

1

𝜆̇

⌢̇
𝑒 𝑖𝑗

⌢̇
𝑒 𝑗𝑖 =

2

𝜆̇
𝐼2

(︂
⌢̇
e

)︂
=

3

2𝜆̇

⌢̇
𝜀
2

𝑖 (17)

где
⌢
𝑠 𝑖𝑗 ,

⌢̇
𝑒 𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 - компоненты девиаторных тензоров

⌢
s и

⌢̇
e .

Рассеянные по макрообъему 𝑉<0:@> поры имеют различные исходные и текущие размеры
и форму, а также положение главных осей. Поэтому экспериментальные измерения изме-
няющихся размеров совокупности пор в пределах 𝑉<0:@> за период времени Δ𝑡 приводят к

рассеянным значениям тензора приращения деформации мезоэлементов Δ
⌢
𝜀 =

⌢̇
𝜀 Δ𝑡, девиа-

торного тензораΔ
⌢
𝑒 =

⌢̇
𝑒 Δ𝑡 и , соответственно, их инвариантов 𝐼1

(︁
Δ

⌢
𝜀
)︁
, 𝐼2
(︁
Δ

⌢
𝑒
)︁
. В связи с

этим возникает необходимость определения наиболее вероятных (модальных) значений функ-

ций 𝐼21 (Δ𝜀), 𝐼2 (Δ𝑒) по экспериментально определяемым распределениям величин 𝐼21
(︁
Δ

⌢
𝜀
)︁
,

𝐼2

(︁
Δ

⌢
𝑒
)︁
. Модальные значения тензоров Δ𝜀, Δ𝑒 являются мерами приращения деформации,

ассоциированными по отношению к 𝑁 -совокупности пор в пределах макроэлемента пластиче-
ской среды. Они будут также являться локальной характеристикой приращения деформации
макрообъема на мезоуровне. Потенциал повреждаемости порами, с учетом соблюдения оди-
наковой размерности с пластическим потенциалом Φ ≡ 𝑓 (𝑠𝑖𝑗 , 𝑅) = (1/2) 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 − 𝜏2y ,

Ω =
1

2𝜆̇
( ˙̄𝑤𝑣 + ˙̄𝑤𝑠ℎ) =

1

2 𝜆̇2

(︂
1

3
𝐼21 ( ˙̄𝜀) + 2𝐼2 ( ˙̄𝑒)

)︂
=

1

2𝜆̇2

(︂
1

3
( ˙̄𝜀𝑘𝑘)

2
+ ˙̄𝑒𝑖𝑗 ˙̄𝑒𝑗𝑖

)︂
. (18)

Тензор Y характеризует скорость высвобождения плотности энергии, связанной с ростом и
изменением формы мезоэлементов, и является линейной функцией тензора скорости дефор-
мации мезоэлементов:

𝑌𝑖𝑗 = 𝑘𝑌
1

𝜆̇
˙̄𝜀𝑖𝑗 , (19)

где 𝑘𝑌 - нормируюший множитель.
Зависимость (18), с учетом линейной функции тензора скорости деформации мезоэлемен-

тов (19), принимает следующий вид:

𝜔̇𝑖𝑗 = 𝜆̇
𝜕Ω

𝜕𝑌𝑖𝑗
=

𝜆̇

𝑘2𝑌
𝑌𝑖𝑗 =

˙̄𝜀𝑖𝑗
𝑘𝑌

(20)

где 𝑌𝑘𝑘 - шаровые компоненты тензора Y ; 𝑌𝑖𝑗 - компоненты девиаторного тензора Ỹ .

Потенциал повреждаемости (20) и ассоциированная переменная в виде 𝑌𝑖𝑗 =
(︁
𝑘𝑌

⧸︁
𝜆̇
)︁
˙̄𝜀𝑖𝑗 ,

в соответствии с третьим уравнением (10), определяют тензор скорости повреждаемости 𝜔̇:

𝜔̇𝑖𝑗 = 𝜆̇
𝜕Ω

𝜕𝑌𝑖𝑗
=

𝜆̇

𝑘2𝑌
𝑌𝑖𝑗 =

˙̄𝜀𝑖𝑗
𝑘𝑌
. (21)
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Условие выпуклости потенциала диссипации 𝐹 в пространстве ассоциированных перемен-
ных приводит к условию выпуклости потенциала Ω в пространстве ассоциированной перемен-
ной − 𝑌𝑖𝑗 .

Разложим тензор приращения поврежденности 𝑑𝜔 на шаровый тензор 𝑡𝑟 d𝜔 = 𝑑𝜔𝑘··𝑘 и
девиаторный тензор 𝑑𝑒𝑣 d𝜔 = d𝜔 − (1/3) 𝑡𝑟 d𝜔 = d 𝜔̃, где 𝑑𝜔𝑘𝑘 - первый инвариант тен-
зора d𝜔. Девиаторный тензор скорости повреждаемости ˙̃𝜔 имеет два инварианта (второй
𝐼2
(︀
˙̃𝜔
)︀
= (1/2) ˙̃𝜔𝑗··𝑝 ˙̃𝜔

𝑝·
·𝑗 и третий 𝐼3

(︀
˙̃𝜔
)︀
= (1/3) ˙̃𝜔𝑗··𝑘

˙̃𝜔𝑘··𝑝 ˙̃𝜔
𝑝·
·𝑗 )), вообще говоря, отличные от нуля. В

соответствии с дифференциальным уравнением (21), инварианты тензора скорости поврежда-
емости 𝜔̇ являются линейными функциями соответствующих инвариантов тензора скорости
мезодеформаций ˙̄𝜀:

𝐼1 (𝜔̇) = 𝜔̇𝑘··𝑘 =
˙̄𝜀𝑘··𝑘
𝑘𝑌
, 𝐼2
(︀
˙̃𝜔
)︀
= (1/2) ˙̃𝜔𝑗··𝑝 ˙̃𝜔

𝑝·
·𝑗 =

(1/2) ˙̄𝑒𝑗··𝑝 ˙̄𝑒
𝑝·
·𝑗

𝑘2𝑌
,

𝐼3 (𝜔̃) = (1/3) ˙̃𝜔𝑗··𝑘
˙̃𝜔𝑘··𝑝 ˙̃𝜔

𝑝·
·𝑗 =

(1/3) ˙̄𝑒𝑗··𝑘 ˙̄𝑒
𝑘·
·𝑝 ˙̄𝑒

𝑝·
·𝑗

𝑘3𝑌
. (22)

В соответствии с зависимостями (22), разложение тензора приращения поврежденности
d𝜔 на шаровый и девиаторный тензор, а также их инварианты имеют ясный физический
смысл. Первый инвариант 𝐼1 (d𝜔) = 𝑑𝜔𝑘··𝑘 = 𝜔̇𝑘··𝑘𝑑𝑡 описывает приращение поврежденно-
сти, связанное с изменением объема пор. Второй инвариант 𝐼2 (d 𝜔̃) девиатора d 𝜔̃ (линейная

мера 𝐼
1/2
2 (d 𝜔̃) =

[︁
(1/2) 𝑑𝜔̃𝑗··𝑝𝑑𝜔̃

𝑝·
·𝑗

]︁1/2
=
[︁
(1/2) ˙̃𝜔𝑗··𝑝 ˙̃𝜔

𝑝·
·𝑗

]︁1/2
𝑑𝑡) описывает приращение повре-

жденности, связанное с изменением формы пор. Третий инвариант 𝐼3 (d 𝜔̃) (линейная мера

𝐼
1/3
3 (d 𝜔̃) =

[︁
(1/3) 𝑑𝜔̃𝑗··𝑘𝑑𝜔̃

𝑘·
·𝑝𝑑𝜔̃

𝑝·
·𝑗

]︁1/3
=
[︁
(1/3) ˙̃𝜔𝑗··𝑘

˙̃𝜔𝑘··𝑝 ˙̃𝜔
𝑝·
·𝑗

]︁1/3
𝑑𝑡), как выясним дальше, описы-

вает влияние фазового угла девиатора (угла Лоде 𝜑𝜔̇) на развитие (торможение) процесса
повреждаемости. Подобное представление кинетического процесса повреждаемости позволя-
ет ввести для его оценки три меры (𝑑𝜔1,𝑑𝜔2,𝑑𝜔3), соответствующие трем приведенным ин-
вариантам. Следующие меры (𝑑𝜔1и 𝑑𝜔2), соответствующие приведенным первому и второму
инвариантам, были введены и использовались в расчетах деформационной повреждаемости и
пластического разрушения [21, 1, 2]:

𝑑𝜔1 = 𝐼1(d𝜔) = I1 (𝜔̇)dt = 𝜔̇k ·
·k dt =

I1 (˙̄𝜀)

kY
dt =

˙̄𝜀k ··k
kY

dt ,

𝑑𝜔2 =
√
6𝐼

1/2
2 (d 𝜔̃) =

√
6𝐼

1/2
2

(︀
˙̃𝜔
)︀
𝑑𝑡 =

(︁
3𝑑𝜔̃𝑗··𝑝𝑑𝜔̃

𝑝·
·𝑗

)︁1/2
=

√
6𝐼

1/2
2 ( ˙̄e)

𝑘𝑌
=

(︁
3 ˙̄𝑒𝑗··𝑝 ˙̄𝑒

𝑝·
·𝑗

)︁1/2
𝑘𝑌

𝑑𝑡, (23)

где
√
6 - коэффициент термодинамической эквивалентности (соответствия) мер 𝑑𝜔2 и 𝑑𝜔1,

значение которого соответствует структуре потенциала Ω.
Меры 𝑑𝜔2 и 𝑑𝜔1связаны со структурой термодинамического потенциала Ω, так как соот-

ветствующие им инварианты 𝐼21 ( ˙̄𝜀) и 𝐼2 ( ˙̄e) определяют скорость изменения плотности энергии

мезоэлемента, связанной с объемной деформацией (
⌢̇
𝑤𝑣) и деформацией формоизменения (

⌢̇
𝑤𝑠ℎ)

мезоэлементов в пределах 𝑅𝑉 𝐸. Соотношение
⌢̇
𝑤𝑠ℎ

⧸︂
⌢̇
𝑤𝑣 = (𝑑𝜔2)

2
⧸︁

(𝑑𝜔1)
2 = 6𝐼2 ( ˙̄e)

⧸︀
𝐼21 ( ˙̄𝜀)

выполняется только при козффициенте термодинамической эквивалентности мер, равном
√
6.

Из связи мер 𝑑𝜔1 и 𝑑𝜔2 со структурой термодинамического потенциала Ω через соответ-
ствующие им инварианты 𝐼21 ( ˙̄𝜀) и 𝐼2 ( ˙̄e) следует, что компоненты ˙̄𝜀𝑘··𝑘 и ˙̄𝑒𝑗··𝑝 шарового и девиа-
торного тензора скорости мезодеформаций являются действительными аргументами по отно-
шению к мерам 𝑑𝜔1 (или 𝜔̇1) и 𝑑𝜔2 (или 𝜔̇2). Соответствующий мере 𝑑𝜔3 третий инвариант
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𝐼3 ( ˙̄e) девиатора скорости мезодеформаций не является количественной мерой деформации,
не определяет скорость изменения плотности энергии мезоэлемента, связанной с объемной
деформацией или деформацией формоизменения мезоэлементов, и, соответственно, не входит
в структуру потенциала Ω. В этом смысле компоненты ˙̄𝑒𝑗··𝑝 скорости мезодеформаций не мо-
гут быть действительным аргументом по отношению к мере 𝑑𝜔3 (или 𝜔̇3). Компоненты ˙̄𝑒𝑗··𝑝
являются мнимым аргументом по отношению к мере 𝑑𝜔3 (или 𝜔̇3):

𝑑𝜔3 =

√
6[(1/3)𝑖 ˙̄𝑒𝑗··𝑘𝑖 ˙̄𝑒

𝑘·
·𝑝𝑖 ˙̄𝑒

𝑝·
·𝑗 ]

𝑘𝑌
𝑑𝑡 =

√
6𝑖𝐼

1/3
3 ( ˙̄𝑒)

𝑘𝑌
𝑑𝑡 =

√
6𝑖𝐼

1/3
3 ( ˙̃𝜔)𝑑𝑡 (24)

где 𝑖 =
√
−1.

Введем вектор приращения эквивалентной повреждаемости 𝑑𝜔⃗𝑒𝑞 в трехмерном комплекс-
ном векторном пространстве с ортонормированным базисом 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3:

𝑑𝜔𝑒𝑞 = |𝑑𝜔𝑒𝑞| = 𝑑𝜔1𝑢1 + 𝑑𝜔2𝑢2 + 𝑑𝜔3𝑢3 (25)

Его модуль является мерой приращения эквивалентной повреждаемости за период времени
𝑑𝑡:

𝑑𝜔𝑒𝑞 =
[︁
(𝑑𝜔1)

2 + (𝑑𝜔2)
2 + (𝑑𝜔3)

2
]︁1/2

=
[︁
𝐼21 (𝜔̇) + 6(𝐼2( ˙̃𝜔) + 𝑖2𝐼

2/3
3 ( ˙̃𝜔))

]︁1/2
𝑑𝑡 =

=
[︁
𝐼21 ( ˙̄𝜀) + 6(𝐼2( ˙̄𝑒)− 𝐼

2/3
3 ( ˙̄𝑒))

]︁1/2 𝑑𝑡
𝑘𝑌

(26)

Накопленная повреждаемость за конечный период времени 𝑡:

𝜔𝑒𝑞 =

∫︁
𝑡
𝜔̇𝑒𝑞𝑑𝑡 =

∫︁
𝜔𝑒𝑞

𝑑𝜔𝑒𝑞. (27)

Для выяснения физического смысла меры 𝑑𝜔3 используем известную зависимость для угла
Лоде 𝜑 ˙̄𝜀[18]:

3
√
3𝐼3 ( ˙̄𝑒)

2𝐼
3/2
2 ( ˙̄𝑒)

= − cos 3𝜑 ˙̄𝜀. (28)

Зависимости (24) и (26), с учетом известной функции угла Лоде, принимают следующий вид:

𝑑𝜔3 = −
(︁
4
√
2
)︁1/3

𝑖
𝐼
1/2
2 ( ˙̄𝑒)

𝑘𝑌
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

1/3 𝑑𝑡 , (29)

𝑑𝜔𝑒𝑞=
[︀
𝑑𝜔2

𝑣+𝑑𝜔̃
2
]︀1/2

=
[︀
𝜔̇2
𝑣 + ˙̃𝜔2

]︀1/2
𝑑𝑡 =

[︃
𝐼21 ( ˙̄𝜀) + 6

(︃
𝐼2 ( ˙̄e)−

3
√
4

3
𝐼2 ( ˙̄e) (cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3

)︃]︃1/2
𝑑𝑡

𝑘𝑌
=

=

[︃(︁
˙̄𝜀𝑘··𝑘

)︁2
+

9

2
˙̄𝜀2𝑒𝑞

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑 ˙̄𝑒)

2/3

)︃]︃1/2
𝑑𝑡

𝑘𝑌
, (30)

где 𝑑𝜔𝑣 = 𝑑𝜔1 - приращение повреждаемости, описываемое шаровым тензором 𝑡𝑟 𝑑𝜔;

𝑑𝜔̃ =
(︀
𝑑𝜔2

2 + 𝑑𝜔2
3

)︀1/2
- приращение повреждаемости, описываемое девиаторным тензором

𝑑𝑒𝑣 𝑑𝜔 = 𝑑𝜔 − (1/3) 𝑡𝑟 𝑑𝜔 = 𝑑𝜔̃.

Положительная инвариантная величина 𝑓 (𝜑 ˙̄𝑒) =
(︁
1−

(︀
3
√
4
⧸︀
3
)︀
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3
)︁1/2

(≈ 0.686 6

6 𝑓 (𝜑 ˙̄𝜀) 6 1) учитывает влияние на повреждаемость фазового угла девиатора скорости ме-
зодеформаций (угла Лоде 𝜑 ˙̄𝜀), связанного с третьим инвариантом 𝐼3 ( ˙̄e) зависимостью (29).
Фазовый угол девиатора определяет вид деформированного состояния мезоэлемента (рис. 1).
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Рис 1: Изображение инвариантных функций (𝐼1 (𝐷 ˙̄𝜀) ,
√︀
𝐼2 (𝐷 ˙̄𝜀), 𝜑 ˙̄𝜀, 𝑓 (𝜑 ˙̄𝜀)) мезодеформаций на

диаграмме Мора

При растяжении (𝜑𝑑𝜔 = 𝜑𝜔̇ = 𝜋/3) поры приобретают вытянутую эллипсоидальную
форму, при сжатии (𝜑𝑑𝜔 = 𝜑𝜔̇ = 0) – форму сплюснутого эллипсоида. При деформации
сдвигом (𝜑𝑑𝜔 = 𝜑𝜔̇ = 𝜋/6) поры приобретают форму эллипсоида, главные оси которого
оказываются повернутыми относительно главных осей деформации. Согласно зависимости
𝑓 (𝜑 ˙̄𝜀) (рис. 1), наибольшее влияние угла Лоде 𝜑 ˙̄𝜀 (или 𝜑𝜔̇) на замедление кинетического про-
цесса повреждаемости происходит при одноосном напряженно-деформированном состоянии.
При плоском деформированном состоянии (𝜑𝜔̇ = 𝜋/3) это влияние отсутствует. Актуальной
является задача анализа процесса повреждаемости при непропорциональном нагружении, ко-
гда происходит поворот главных осей тензоров ˙̄𝜀 и 𝜔̇ относительно собственных лагранжевых

координат
⌢
𝜉
𝑘

(жестко связанных с деформируемым материалом), и параметры 𝜑 ˙̄𝜀, 𝜑𝜔̇ будут,
вообще говоря, изменяться. В соответствии с зависимостью (30), интегральные параметры
𝜔𝑣, 𝜔̃
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𝜔𝑣 =

∫︁
𝑡

˙̄𝜀𝑘··𝑘
𝑘𝑌
𝑑𝑡 =

∫︁
𝜀𝑘··𝑘

𝑑𝜀𝑘··𝑘
𝑘𝑌

𝜔̃ =
3√
2

∫︁
𝑡

˙̄𝜀𝑒𝑞

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3

)︃1/2
𝑑𝑡

𝑘𝑌
=

3√
2

∫︁
𝜀𝑒𝑞

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3

)︃1/2
𝑑𝜀𝑒𝑞
𝑘𝑌

(31)

образуют действительное векторное подпространство (действительную плоскость, выделя-
емую в ранее введенном комплексном векторном пространстве для параметров 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3) и
позволяют определить эквивалентную повреждаемость, как текущую длину дуги повреждае-
мости 𝑠𝜔 (рис. 2):

𝜔𝑒𝑞 =

∫︁
𝑠𝜔

𝑑𝑠𝜔, (32)

где элемент дуги 𝑑𝑠𝜔 определяется как модуль вектора приращения эквивалентной поврежда-

емости 𝑑𝑠𝜔 = 𝑑𝜔𝑒𝑞 = |d𝜔eq | =
(︀
𝜔̇2
𝑣 + ˙̃𝜔2

)︀1/2
𝑑𝑡 =

(︀
𝑑𝜔2

𝑣 + 𝑑𝜔̃2
)︀1/2

.

Рис 2: Отображение эквивалентной повреждаемости 𝜔𝑒𝑞 в фазовой плоскости 𝜔𝑣, 𝜔̃

Отображение кинетического процесса роста повреждаемости в плоскости 𝜔𝑣, 𝜔̃ криволи-
нейной траекторией 𝑠𝜔 (рис. 2) характерно для непропорционального роста мезодеформа-
ций при непропорциональном нагружении, когда происходит поворот главных осей тензора
напряжений и, в соответствии с законом пластического течения (10)1, тензора приращения
деформаций, а также (в соответствии с соотношением (10)3), и тензора приращения повре-
ждаемости относительно материальных слоев деформируемого тела. Угол Лоде, как фазовый
угол девиаторного тензора, существенно изменяется при непропорциональном нагружении,
так как изменяется и соотношение между главными компонентами тензора (точка С на диа-
грамме Мора перемещается и угол 𝜑 изменяется, рис. 1). Процесс непропорционального роста
повреждаемости удобно рассматривать состоящим из нескольких этапов, в пределах каждого
из которых параметры 𝜔𝑣 и 𝜔̃ растут пропорционально. Эта процедура эквивалентна замене
дуги повреждаемости 𝑂𝑀𝑓 хордовой линией, а интеграла (32) суммой

𝜔𝑒𝑞 =

∫︁
𝑠𝜔

𝑑𝑠𝜔 =
𝑚∑︁
𝑗=1

Δ𝜔𝑒𝑞𝑗 ,Δ𝜔𝑒𝑞𝑗 =
(︀
Δ𝜔2

𝑣𝑗 +Δ𝜔̃2
𝑗

)︀1/2
, (33)
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где Δ𝜔𝑣𝑗 , Δ𝜔̃𝑗 , Δ𝜔𝑒𝑞𝑗 - приращения мер на 𝑗-м этапе.
При пропорциональном росте повреждаемости фазовый угол девиаторов ˙̄e и ˙̃𝜔 (углы Лоде

𝜑 ˙̄𝜀 и 𝜑𝜔̇) не изменяется, так как компоненты тензоров ˙̄𝜀 и 𝜔̇ изменяются пропорциональ-
но параметру, определяющему процесс деформации (повреждаемости), и поворота главных
осей тензоров ˙̄e и 𝜔̇ не происходит. В этом случае процесс повреждаемости отображается в
плоскости параметров 𝜔𝑣, 𝜔̃ прямолинейной траекторией 𝑂𝑀𝑓 (рис. 2), и эквивалентная мера
повреждаемости в текущий момент

𝜔𝑒𝑞 = |d𝜔eq | =
√︀
𝜔2
𝑣 + 𝜔̃2, (34)

где интегральные зависимости (31) для компонент 𝜔𝑣 и 𝜔̃ имеют конечную форму:

𝜔𝑣 =
𝜀𝑘··𝑘
𝑘𝑌
, 𝜔̃ =

3√
2

𝜀𝑒𝑞
𝑘𝑌

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3

)︃1/2

. (35)

В качестве нормирующего множителя 𝑘𝑌 принимается следующая интегральная величина
к моменту макроразрушения 𝑡𝑓 :

𝑘𝑌 =

∫︁
𝑡𝑓

[︃(︁
˙̄𝜀𝑘··𝑘

)︁2
+

9

2
˙̄𝜀2𝑒𝑞

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑 ˙̄𝜀)

2/3

)︃]︃1/2
𝑑𝑡 (36)

или при пропорциональном нагружении

𝑘𝑌 =

[︃(︁
𝜀𝑘··𝑘𝑓

)︁2
+

9

2
𝜀2𝑒𝑞𝑓

(︃
1−

3
√
4

3
(cos 3𝜑𝜀)

2/3

)︃]︃1/2
, (37)

где 𝜀𝑘··𝑘𝑓 , 𝜀𝑒𝑞𝑓 - объемная эквивалентная девиаторная деформация ME к моменту разрушения.

2. Заключение

Прогнозирование пластической повреждаемости является очень существенным технологи-
ческим фактором, особенно при изготовлении металлоизделий с качественной мезоструктурой
и высокими эксплуатационными свойствами (испытывающих интенсивные силовые нагрузки,
высокие скорости деформации, физико-химические воздействия). Повреждаемость металлов
при больших конечных пластических деформациях связана главным образом с образовани-
ем, ростом и коалесценцией пор. При больших пластических деформациях в направлении
полос сдвига происходит коалесценция пор с образованием пустот большого размера. В свою
очередь эти пустоты являются источниками полос локализованной деформации и могут при-
водить к пластическому разрушению материала [26]. Мера деформационной повреждаемости
во многих работах связывается с объемной фракцией пор (или пластической дилатансией
вследствие изменения объемной фракции пор). Момент макроразрушения связывается с до-
стижением критической величины объемной фракции пор (пластической дилатансии). Подоб-
ные модели вполне удовлетворительно описывают развитие повреждаемости в процессах с
умеренным пластическим формоизменением материала (небольшими девиаторными дефор-
мациями), в которых происходит в основном изменение объема пор (но не их формы). Во
многих технологических процессах пластического формоизменения обрабатываемый металл
испытывает большие по величине девиаторные деформации. Поры при больших пластиче-
ских деформациях приобретают вытянутую или сплюснутую, в зависимости от напряженно-
деформированного состояния, эллипсоидальную форму. При этом пространственная ориента-
ция главных осей мезоэллипсоида оказывается связанной с направлениями главных дефор-
маций 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3 малой частицы материала, содержащей пору (мезоэлемента, представляюще-
го собой материальную оболочку с одной порой). Таким образом металлические материа-
лы обладают тензорными свойствами деформационной повреждаемости. Экспериментальные
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исследования свидетельствуют о существенном влиянии изменения формы пор на развитие
деформационной повреждаемости и пластическое разрушение материала. Неучёт тензорных
свойств повреждаемости, особенно при больших конечных пластических деформациях, может
приводить к существенным погрешностям при решении прикладных задач. Переменные повре-
ждаемости должны иметь не только ясный физический смысл, но и четкую математическую
формулировку. Термодинамическая формулировка определяющих соотношений приводит к
симметричному тензору повреждаемости второго ранга (𝜔) с ясным физическим смыслом.
Его первый инвариант определяет повреждаемость, связанную с пластической дилатансией
материала вследствие роста пор, второй инвариант девиаторного тензора - повреждаемость,
связанную с изменением формы дефектов, третий инвариант девиаторного тензора описывает
влияние на повреждаемость вида напряженного состояния (угла Лоде), в том числе, влияние
поворота главных осей тензора напряжения (изменение угла Лоде). Введение трех составля-
ющих мер c соответствующим физическим смыслом позволяет отобразить кинетический про-
цесс деформационной повреждаемости эквивалентным параметром в трехмерном векторном
пространстве, включая критериальные условия для пластического разрушения. Мера пла-
стической повреждаемости, основанная на трех инвариантах, является полезной для оценки
качества мезоструктуры металлоизделий, получаемых методами обработки давлением.
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