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Аннотация

Однородными последовательностями Битти называют последовательности вида 𝑎𝑛 =
= [𝛼𝑛], где 𝛼 — положительное иррациональное число. В 1957 г. Т. Сколем показал, что
если числа 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 линейно независимы над полем рациональных чисел, то последователь-

ности [𝛼𝑛] и [𝛽𝑛] имеют бесконечно много общих членов. Т. Банг усилил этот результат:
пусть 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) — количество натуральных чисел 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁 , принадлежащих одновре-
менно двум последовательностям Битти [𝛼𝑛] и [𝛽𝑚] и числа 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 линейно независимы

над полем рациональных чисел, тогда 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) ∼ 𝑁
𝛼𝛽 при 𝑁 → ∞.

В работе доказывается уточнение этого результата для случая алгебраических чисел.
Пусть 𝛼, 𝛽 > 1 — такие иррациональные алгебраические числа, что 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 линейно неза-

висимы над полем рациональных чисел. Тогда для любого 𝜀 > 0 справедлива асимптоти-
ческая формула

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
𝑁

𝛼𝛽
+𝑂

(︀
𝑁

1
2+𝜀
)︀
.
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Abstract

Homogeneous Beatty sequences are sequences of the form 𝑎𝑛 = [𝛼𝑛], where 𝛼 is a positive
irrational number. In 1957 T. Skolem showed that if the numbers 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 are linearly independent

over the field of rational numbers, then the sequences [𝛼𝑛] and [𝛽𝑛] have infinitely many elements
in common. T. Bang strengthened this result: denote 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) the number of natural numbers
𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁 , that belong to both Beatty sequences [𝛼𝑛], [𝛽𝑚], and the numbers 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 are

linearly independent over the field of rational numbers, then 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) ∼ 𝑁
𝛼𝛽 for 𝑁 → ∞.

In this paper, we prove a refinement of this result for the case of algebraic numbers. Let
𝛼, 𝛽 > 1 be irrational algebraic numbers such that 1, 1

𝛼 ,
1
𝛽 are linearly independent over the

field of rational numbers. Then for any 𝜀 > 0 the following asymptotic formula holds:

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
𝑁

𝛼𝛽
+𝑂

(︀
𝑁

1
2+𝜀
)︀
, 𝑁 → ∞.
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Последовательностями Битти называют последовательности вида 𝑎𝑛 = [𝛼𝑛 + 𝛽], где 𝛼 —
положительное иррациональное число, 𝛽 ∈ R. Если 𝛽 = 0, то последовательность Битти
называется однородной. В случае 𝛼 > 1 такая последовательность строго возрастает.

Хорошо известно (см. [1]), что если 1
𝛼 + 1

𝛽 = 1, то однородные последовательности Битти
[𝛼𝑛] и [𝛽𝑛] не пересекаются и дают в объединении всё множество натуральных чисел.

В последнее время интерес вызывают задачи о распределении арифметических функций
на последовательностях Битти, а также аддитивные задачи с такими числами (см., например,
обзор [2] и монографию [3]).

В 1957 г. Т. Сколем показал, что если числа 1, 1𝛼 ,
1
𝛽 линейно независимы над полем ра-

циональных чисел, либо если при некоторых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z имеет место равенство 𝑎
𝛼 + 𝑏

𝛽 = 𝑐,
причём числа 𝑎 и 𝑏 разных знаков, то последовательности [𝛼𝑛] и [𝛽𝑛] имеют бесконечно много
общих членов (см. [4], теоремы 5, 6). Т. Банг [5] усилил этот результат следующим образом.
Обозначим через 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) количество натуральных чисел 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁 , принадлежащих од-
новременно двум последовательностям Битти [𝛼𝑛] и [𝛽𝑚].
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Теорема 1 (Т. Банг). Пусть 𝛼, 𝛽 > 1 — иррациональные числа. Тогда если числа 1, 1𝛼 ,
1
𝛽

линейно независимы над полем рациональных чисел, то

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) ∼ 𝑁

𝛼𝛽
, 𝑁 → ∞.

Целью настоящей работы является доказательство уточнения этого результата для случая
алгебраических чисел.

Теорема 2. Пусть 𝛼, 𝛽 > 1 — такие иррациональные алгебраические числа, что 1, 1𝛼 ,
1
𝛽

линейно независимы над полем рациональных чисел. Тогда для любого 𝜀 > 0 справедлива
асимптотическая формула

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
𝑁

𝛼𝛽
+𝑂

(︀
𝑁

1
2
+𝜀
)︀
.

Доказательство. Равенства [𝛼𝑛] = [𝛽𝑚] = 𝑘 равносильны одновременному выполенению
неравенств 𝑘 < 𝛼𝑛 < 𝑘 + 1, 𝑘 < 𝛽𝑚 < 𝑘 + 1, или 𝑘

𝛼 < 𝑛 < 𝑘+1
𝛼 , 𝑘𝛽 < 𝑚 < 𝑘+1

𝛽 . Тогда

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
∑︁
𝑘6𝑁

(︂[︂
𝑘 + 1

𝛼

]︂
−
[︂
𝑘

𝛼

]︂)︂(︂[︂
𝑘 + 1

𝛽

]︂
−
[︂
𝑘

𝛽

]︂)︂
.

Поскольку [𝑥] = 𝑥− {𝑥} = 𝑥− 1
2 + 𝜌(𝑥), получаем

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
∑︁
𝑘6𝑁

(︂
1

𝛼
+ 𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛼

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛼

)︁)︂(︂ 1

𝛽
+ 𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛽

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛽

)︁)︂
=

=
𝑁

𝛼𝛽
+

1

𝛼

∑︁
𝑘6𝑁

(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛽

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛽

)︁)︂
+

1

𝛽

∑︁
𝑘6𝑁

(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛼

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛼

)︁)︂
+

+
∑︁
𝑘6𝑁

(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛼

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛼

)︁)︂(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛽

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛽

)︁)︂
=

𝑁

𝛼𝛽
+𝑂(1) +𝑅(𝑁),

где

𝑅(𝑁) =
∑︁
𝑘6𝑁

(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛼

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛼

)︁)︂(︂
𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛽

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛽

)︁)︂
.

Далее применим следующую лемму о приближении функции 𝜌(𝑥) = 1
2 − {𝑥} частичной

суммой своего ряда Фурье (см. [6], стр. 440, 601, 607).
Лемма 1. При любом 𝑀 > 2 справедливо равенство

𝜌(𝑥) =
∑︁

16|𝑚|6𝑀

𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥

2𝜋𝑖𝑚
+𝑂(𝑟𝑀 (𝑥)),

где

𝑟𝑀 (𝑥) =
1√︀

1 +𝑀2 sin2 𝜋𝑥
=

∑︁
16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝑥 +𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂
, |𝑐𝑚| ≪

ln𝑀

𝑀
𝑒−|𝑚|/𝑀 .

Положим 𝜆 = 1
𝛼 , 𝜇 = 1

𝛽 , 𝜓𝜆,𝑀 (𝑥) = 𝑟𝑀 (𝑥+ 𝜆) + 𝑟𝑀 (𝑥) и воспользуемся леммой:

𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛼

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛼

)︁
=

∑︁
16|𝑚1|6𝑀

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑚1𝜆

2𝜋𝑖𝑚1
(𝑒2𝜋𝑖𝑚1𝜆 − 1) +𝑂 (𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘)) , (1)
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𝜌
(︁𝑘 + 1

𝛽

)︁
− 𝜌
(︁𝑘
𝛽

)︁
=

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑚2𝜇

2𝜋𝑖𝑚2
(𝑒2𝜋𝑖𝑚2𝜇 − 1) +𝑂 (𝜓𝜇,𝑀 (𝜇𝑘)) . (2)

Поскольку

𝑟𝑀 (𝜆(𝑘+1)) =
∑︁

16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝜆(𝑘+1)+𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂
=

∑︁
16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑒2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑘+𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂
=

=
∑︁

16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐′𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑘 +𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂
,

где для 𝑐′𝑚 справедлива такая же оценка, как для 𝑐𝑚, заключаем, что

𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘) = 𝑟𝑀 (𝜆(𝑘+1))+𝑟𝑀 (𝜆𝑘) =
∑︁

16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑘+𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂
, |𝑐𝑚| ≪

ln𝑀

𝑀
𝑒−|𝑚|/𝑀 .

Перемножая равенства (1) и (2), получаем

𝑅(𝑁) = 𝑅1(𝑁) +𝑅2(𝑁) +𝑅3(𝑁) +𝑅4(𝑁),

где

𝑅1(𝑁) =
∑︁
𝑘6𝑁

∑︁
16|𝑚1|6𝑀

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑚1𝜆

2𝜋𝑖𝑚1
(𝑒2𝜋𝑖𝑚1𝜆 − 1)

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑚2𝜇

2𝜋𝑖𝑚2
(𝑒2𝜋𝑖𝑚2𝜇 − 1) =

=
∑︁

16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

(𝑒2𝜋𝑖𝑚1𝜆 − 1)(𝑒2𝜋𝑖𝑚2𝜇 − 1)

2𝜋𝑖𝑚1 · 2𝜋𝑖𝑚2

∑︁
𝑘6𝑁

𝑒2𝜋𝑖𝑘(𝑚1𝜆+𝑚2𝜇) ≪

≪
∑︁

16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

1

|𝑚1||𝑚2|‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖
,

𝑅2(𝑁) ≪ ln𝑀
∑︁
𝑘6𝑁

𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘), 𝑅3(𝑁) ≪ ln𝑀
∑︁
𝑘6𝑁

𝜓𝜇,𝑀 (𝜇𝑘), 𝑅4(𝑁) ≪
∑︁
𝑘6𝑁

𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘)𝜓𝜇,𝑀 (𝜇𝑘).

Теорема (В. Шмидт, [7], теорема 2). Пусть 𝜆, 𝜇 — такие иррациональные алгебраические
числа, что 1, 𝜆, 𝜇 линейно независимы над полем рациональных чисел. Тогда для любого 𝜀 > 0
существует лишь конечное множество пар таких целых чисел 𝑚1 ̸= 0, 𝑚2 ̸= 0, что

‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ <
1

(𝑚1𝑚2)1+𝜀
.

Лемма 2. Пусть 𝜆, 𝜇 — такие иррациональные алгебраические числа, что 1, 𝜆, 𝜇 линейно
независимы над полем рациональных чисел, 𝑀 > 2 и |𝑚1| 6 𝑀 , |𝑚2| 6 𝑀 , (𝑚1,𝑚2) ̸= (0, 0).
Тогда для любого 𝜀 > 0 существует такое число 𝑐 > 0, что ‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ > 𝑐

𝑀2+𝜀 .

Доказательство.По теоремеШмидта неравенство ‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ < 1
(𝑚1𝑚2)1+𝜀 справедливо

лишь для конечного множества пар целых чисел 𝑚1 ̸= 0, 𝑚2 ̸= 0. Следовательно, существует
такое число 𝑐1 > 0, что для всех пар (𝑚1,𝑚2) с условиями 1 6 |𝑚1| 6 𝑀 , 1 6 |𝑚2| 6 𝑀
выполняется неравенство ‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ > 𝑐1

(𝑚1𝑚2)1+𝜀/2 >
𝑐1

𝑀2+𝜀 .

Если же одно из чисел 𝑚1, 𝑚2 равно 0, скажем, 𝑚2 = 0, то поскольку число 𝜆 алгебраи-
ческое, существует такое число 𝑐2 > 0, что ‖𝑚1𝜆 +𝑚2𝜇‖ = ‖𝑚1𝜆‖ > 𝑐2

𝑚
1+𝜀/2
1

> 𝑐2
𝑀2+𝜀 . Полагая

𝑐 = min(𝑐1, 𝑐2) > 0, получаем утверждение леммы.
Лемма 3. Пусть 𝛿 > 0 и числа 𝑥, 𝑦 ∈ R таковы, что ‖𝑥± 𝑦‖ > 𝛿. Тогда

⃒⃒
‖𝑥‖ − ‖𝑦‖

⃒⃒
> 𝛿.
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Доказательство. В силу 1-периодичности функции 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖ можно без ограничения
общности считать, что 𝑥, 𝑦 ∈

(︀
−1

2 ;
1
2

]︀
. Более того, если неравенства ‖𝑥±𝑦‖ > 𝛿 выполнены для

чисел 𝑥 и 𝑦, то в силу чётности функции 𝑓(𝑥) эти же неравенства справедливы и для чисел −𝑥
и 𝑦. Таким образом, можно считать, что 𝑥, 𝑦 ∈

[︀
0; 12
]︀
, а тогда

⃒⃒
‖𝑥‖−‖𝑦‖

⃒⃒
= |𝑥−𝑦| > ‖𝑥−𝑦‖ > 𝛿.

Лемма 4. Пусть 𝜆, 𝜇 — такие иррациональные алгебраические числа, что 1, 𝜆, 𝜇 линейно
независимы над полем рациональных чисел, 𝑀 > 2. Тогда для любого 𝜀 > 0 имеют место
оценки ∑︁

16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

1

‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖
= 𝑂(𝑀2+𝜀 ln𝑀),

∑︁
16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

1

|𝑚1||𝑚2|‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖
= 𝑂(𝑀1+𝜀 ln𝑀).

Доказательство. Докажем первое равенство. Все числа ‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖, где 1 6 |𝑚1| 6𝑀 ,
1 6 |𝑚2| 6 𝑀 , различны в силу линейной независимости чисел 1, 𝜆, 𝜇. Пользуясь леммой 2,
покажем, что в каждом из промежутков

[0; 𝛿), [𝛿; 2𝛿), [2𝛿; 3𝛿), . . . ,
[︀
𝑛𝛿; 12

]︀
,

где 𝛿 = 𝑐
(2𝑀)2+𝜀 и 𝑛 =

[︀
1
2𝛿

]︀
, лежит не более одного из этих чисел, а в первый из промежутков

не попадает ни одного из них. Действительно, если (𝑚1,𝑚2) ̸= (𝑚3,𝑚4), то согласно лемме 2
‖(𝑚1𝜆+𝑚2𝜇)± (𝑚3𝜆+𝑚4𝜇)‖ = ‖(𝑚1 ±𝑚3)𝜆+ (𝑚2 ±𝑚4)𝜇‖ > 𝛿, а тогда в силу леммы 3⃒⃒

‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ − ‖𝑚3𝜆+𝑚4𝜇‖
⃒⃒
> 𝛿.

Таким образом, выполняется неравенство

∑︁
16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

1

‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖
6

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝛿𝑘
= 𝑂(𝑀2+𝜀 ln𝑀).

Докажем теперь второе равенство. Обозначим 𝑎𝑚1,𝑚2 = 1
‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖ . Тогда

𝑆(𝑀) =
∑︁∑︁

16|𝑚1|6𝑀
16|𝑚2|6𝑀

𝑎𝑚1,𝑚2

|𝑚1||𝑚2|
=

∑︁∑︁
𝑀/2<|𝑚1|6𝑀
𝑀/2<|𝑚2|6𝑀

𝑎𝑚1,𝑚2

|𝑚1||𝑚2|
+

∑︁∑︁
16|𝑚1|6𝑀/2
𝑀/2<|𝑚2|6𝑀

𝑎𝑚1,𝑚2

|𝑚1||𝑚2|
+

+
∑︁∑︁

𝑀/2<|𝑚1|6𝑀
16|𝑚2|6𝑀/2

𝑎𝑚1,𝑚2

|𝑚1||𝑚2|
+

∑︁∑︁
16|𝑚1|6𝑀/2
16|𝑚2|6𝑀/2

𝑎𝑚1,𝑚2

|𝑚1||𝑚2|
6

2

𝑀

∑︁∑︁
16|𝑚1|6𝑀
16|𝑚2|6𝑀

𝑎𝑚1,𝑚2 + 𝑆
(︁𝑀
2

)︁
.

Аналогично получаем

𝑆
(︁𝑀
2

)︁
6

4

𝑀

∑︁∑︁
16|𝑚1|6𝑀/2
16|𝑚2|6𝑀/2

𝑎𝑚1,𝑚2 + 𝑆
(︁𝑀
4

)︁

и т. д. Применяя оценку из первого равенства в доказываемой лемме, получаем

𝑆(𝑀) ≪ 2

𝑀
𝑀2+𝜀 ln𝑀 +

4

𝑀

(︁𝑀
2

)︁2+𝜀
ln
𝑀

2
+

8

𝑀

(︁𝑀
4

)︁2+𝜀
ln
𝑀

4
+ . . . 6

6 2𝑀1+𝜀 ln𝑀

(︂
1 +

(︁1
2

)︁1+𝜀
+
(︁1
4

)︁1+𝜀
+ . . .

)︂
≪𝑀1+𝜀 ln𝑀.

Лемма 4 доказана.
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Замечание. Доказательство первого равенства в утверждении леммы 4 аналогично дока-
зательству леммы 3.3 из [8] (см. также упр. 3.16 этой же книги).

Оценим 𝑅2(𝑁) и 𝑅3(𝑁). Для суммы 𝑅2(𝑁) имеем

∑︁
𝑘6𝑁

𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘) =
∑︁
𝑘6𝑁

(︃ ∑︁
16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑘 +𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂)︃
=

=
∑︁

16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚
∑︁
𝑘6𝑁

𝑒2𝜋𝑖𝑚𝜆𝑘+𝑂

(︂
𝑁 ln𝑀

𝑀

)︂
≪ ln𝑀

𝑀

∑︁
16|𝑚|6𝑀 ln𝑀

1

‖𝜆𝑚‖
+
𝑁 ln𝑀

𝑀
≪
(︂
𝑀 𝜀 +

𝑁

𝑀

)︂
ln𝑀.

Следовательно,

𝑅2(𝑁) ≪
(︂
𝑀 𝜀 +

𝑁

𝑀

)︂
ln2𝑀,

и такая же оценка имеет место и для 𝑅3(𝑁).
Наконец, оценим сумму 𝑅4(𝑁):

𝑅4(𝑁) ≪
∑︁
𝑘6𝑁

𝜓𝜆,𝑀 (𝜆𝑘)𝜓𝜇,𝑀 (𝜇𝑘) =

=
∑︁
𝑘6𝑁

(︃ ∑︁
16|𝑚1|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚1𝑒
2𝜋𝑖𝑚1𝜆𝑘 +𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂)︃(︃ ∑︁
16|𝑚2|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚2𝑒
2𝜋𝑖𝑚2𝜇𝑘 +𝑂

(︂
ln𝑀

𝑀

)︂)︃
=

=
∑︁

16|𝑚1|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚1

∑︁
16|𝑚2|6𝑀 ln𝑀

𝑐𝑚2

∑︁
𝑘6𝑁

𝑒2𝜋𝑖𝑘(𝑚1𝜆+𝑚2𝜇) +𝑂

(︂
𝑁 ln2𝑀

𝑀

)︂
≪

≪ ln2𝑀

𝑀2

∑︁
16|𝑚1|6𝑀

∑︁
16|𝑚2|6𝑀

1

‖𝑚1𝜆+𝑚2𝜇‖
+
𝑁 ln2𝑀

𝑀
.

Применение леммы 2 приводит к оценке

𝑅4(𝑁) ≪
(︂
𝑀 𝜀 +

𝑁

𝑀

)︂
ln2𝑀.

Выберем теперь 𝑀 = 𝑁
1
2 . Тогда получим 𝑅(𝑁) = 𝑂(𝑁

1
2
+𝜀). Теорема 2 доказана.

В заключение отметим также, что другим возможным направлением уточнения теоремы
Т.Банга может являться задача об асимптотической формуле для 𝑆𝛼,𝛽(𝑁) с как можно луч-
шим остаточным членом для почти всех 𝛼, 𝛽 > 1 в смысле меры Лебега. М.Р. Габдуллин
сообщил нам, что при помощи вероятностных соображений в этом случае можно получить
асимптотическую формулу

𝑆𝛼,𝛽(𝑁) =
𝑁

𝛼𝛽
+𝑂𝛼,𝛽,𝜀

(︀
(ln𝑁)3(ln ln𝑁)1+𝜀

)︀
, 𝜀 > 0,

которая также следует из результатов работы [9].
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