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Аннотация

Рассмотрим задачу

𝐿𝑢(�⃗�) = 𝑓(�⃗�),

𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�),

где 𝑓(�⃗�), 𝑔(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼
𝑠 , 𝐿 — линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффи-

циентами, 𝐺𝑠 — единичный куб [0; 1]𝑠.
Её решение сводится к отысканию минимума функционала

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

𝐹 (�⃗�, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑠) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠

при заданных граничных условиях.
Значения функционала 𝑣(𝑢(�⃗�)) в методе Ритца рассматриваются не на множестве всех

допустимых функций 𝑢(�⃗�), а на линейных комбинациях

𝑢(�⃗�) =𝑊0(�⃗�) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑊𝑘(�⃗�),

где𝑊𝑘(�⃗�) — некоторые базисные функции, которые будем находить с помощью теоретико-
числовой интерполяции, причём 𝑊0(�⃗�) — функция, удовлетворяющая заданным гранич-
ным условиям, а остальные 𝑊𝑘(�⃗�) удовлетворяют однородным граничным условиям.

На этих полиномах данный функционал превращается в функцию 𝜙(�⃗�) от коэффи-
циентов 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛. Эти коэффициенты выбираются так, чтобы функция 𝜙(�⃗�) достигала
экстремума. При некоторых ограничениях на функционал 𝑣(𝑢(�⃗�)) и базисные функции
𝑊𝑘(�⃗�) получим приближённое решение краевой задачи.

Ключевые слова: теоретико-числовой метод, дифференциальные уравнения в частных
производных, вариационные методы.
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Abstract

Consider the problem

𝐿𝑢(�⃗�) = 𝑓(�⃗�),

𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�),

where 𝑓(�⃗�), 𝑔(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼
𝑠 , 𝐿 is a linear differential operator with constant coefficients, 𝐺𝑠 is the

unit cube [0; 1]𝑠.
Its solution is reduced to finding the minimum of the functional

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

𝐹 (�⃗�, 𝑢, 𝑢𝑥1
, . . . , 𝑢𝑥𝑠

) 𝑑𝑥1 𝑙𝑑𝑜𝑡𝑠𝑑𝑥𝑠

under given boundary conditions.
The values of the functional 𝑣(𝑢(�⃗�)) in the Ritz method are considered not on the set of all

admissible functions 𝑢(�⃗�), but on linear combinations

𝑢(�⃗�) =𝑊0(�⃗�) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑊𝑘(�⃗�),

where 𝑊𝑘(�⃗�) are some basic functions that we will find using number-theoretic interpolation,
and 𝑊0(�⃗�) is a function that satisfies the given boundary conditions, and the rest 𝑊𝑘(�⃗�) satisfy
homogeneous boundary conditions.

On these polynomials, this functional turns into a function 𝜙(�⃗�) of the coefficients
𝑤1, . . . , 𝑤𝑛. These coefficients are chosen so that the function 𝜙(�⃗�) reaches an extremum.
Under some restrictions on the functional 𝑣(𝑢(�⃗�)) and the basis functions 𝑊𝑘(�⃗�), we obtain
an approximate solution of the boundary value problem.
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1. Введение

В середине прошлого века Н. М. Коробов ввёл в рассмотрение класс 𝐸𝛼𝑠 , 𝛼 > 1. Это класс
функций 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), которые имеют период равный единице по каждой из переменных и
для коэффициентов Фурье этой функции 𝐶(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) выполняется оценка

|𝐶(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)| 6
𝐶

(𝑚1 · . . . ·𝑚𝑠)𝛼
,

где 𝑚 = max(|𝑥|, 1).
Класс периодических функций 𝐸𝛼𝑠 относительно нормы

||𝑓(�⃗�)||𝐸𝛼
𝑠
= sup

�⃗�∈Z𝑠
|𝐶(�⃗�)(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝛼| (1)

является несепарабельным банаховым пространством, изоморфным пространству 𝑙0 — про-
странству всех ограниченных последовательностей комплексных чисел.

В 1959 году в работе [2] Н. М. Коробов предложил квадратурные формулы с параллеле-
пипедальными сетками

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

где целые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 — специально выбранные числа — оптимальные коэффициенты.
Для этих формул на классе 𝐸𝛼𝑠 выполняется оценка погрешности |𝑅𝑁 [𝑓 ]| = 𝑂

(︀
ln𝛾 𝑁
𝑁𝛼

)︀
, где

𝛾 зависит только от 𝛼 и 𝑠.
Точность найденных формул численного интегрирования значительно превосходит точ-

ность как классических, так и вероятностных формул при определенном соотношении между
величинами 𝑁 , 𝛼 и 𝑠. Более того, полученная оценка тем точнее, чем больше гладкость рас-
сматриваемой функции.

Использование параллелепипедальных сеток не ограничивается только численным инте-
грированием.

В 1961 году В. С. Рябенький в работе [8] предложил численный метод решения задачи
Коши для следующего класса дифференциальных уравнений с частными производными:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
𝑢(𝑡, �⃗�), (2)

0 6 𝑡 6 𝑇, −∞ < 𝑥𝜈 <∞ (𝜈 = 1, . . . , 𝑠),

𝑢(0, �⃗�) = 𝜙(�⃗�), �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), (3)

где

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
=

𝑛1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑛𝑠∑︁
𝑗𝑠=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠
𝜕𝑗1

𝜕𝑥𝑗11
. . .

𝜕𝑗𝑠

𝜕𝑥𝑗𝑠𝑠
(4)

— дифференциальный оператор порядка 𝑛(𝑄) = 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑠, с максимальным порядком по
отдельным переменным, не превосходящим 𝑚(𝑄) =max(𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), а 𝜙(�⃗�) = 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) —
периодическая с периодом единица по каждому из своих аргументов функция из класса 𝐸𝛼𝑠
(𝛼 > 𝑚(𝑄) + 1).

В своей работе В. С. Рябенький предложил некоторый общий подход численного решения
задачи Коши с использованием произвольных сеток, для которых выполнены специальные
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условия, и показал, что его конструкция применима для многомерных кубических сеток, ко-
торые ещё называют равномерными, и для параллелепипедальных сеток Н. М. Коробова.

В работе [6] Н. М. Коробов рассмотрел решение частной задачи Дирихле с нулевым гра-
ничным условием для уравнения Пуассона с правой частью из класса 𝐸𝛼𝑠 :

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑠
= 𝑓(�⃗�), (5)

𝑢(�⃗�), 𝑓(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼𝑠 , (6)

𝑓(𝑥1, . . . ,−𝑥𝑗 , . . . , 𝑥𝑠) = −𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗 , . . . , 𝑥𝑠) (𝑗 = 1, . . . , 𝑠),

𝑢(�⃗�) = 0 при 𝑥1(1− 𝑥1) · . . . · 𝑥𝑠(1− 𝑥𝑠) = 0. (7)

Таким образом,
𝑢(�⃗�) |𝜕𝐺𝑠 = 0, 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

Метод Н. М. Коробова состоял в получении с помощью параллелепипедальных сеток

𝑀𝑘 =
(︁{︁

𝑎1𝑘
𝑁

}︁
, . . . ,

{︀
𝑎𝑠𝑘
𝑁

}︀)︁
(𝑘 = 0, . . . , 𝑁 −1) приближенного решения указанной задачи Дири-

хле на основании точного решения в виде ряда Фурье, которое легко выписать по ряду Фурье
периодической функции 𝑓(�⃗�). Необходимость приближенного решения обусловлена тем, что,
как правило, явного вида ряда Фурье неизвестно, а потому, точное решение имеет только
теоретическое значение.

Другой подход к решению дифференциальных уравнений в частных производных исполь-
зовали Я. М. Жилейкин [4, 5] и В. Т. Стоянцев [9]. В своих работах они сводили задачу
решения дифференциального уравнения к задаче вычисления интегралов, которые, в свою
очередь, находили с помощью параллелепипедальных сеток.

В 1980 году Л. А. Книжнерман [1] применил вариационный метод решения задач для
уравнений в частных производных. Суть его заключается в следующем.

Рассматривается задача 𝐿𝑢 = 𝑓, где 𝑢 — элемент линейного нормированного пространства
решений 𝑈 , 𝑓 — элемент гильбертова пространства правых частей 𝐹 , 𝐿 : 𝑈 → 𝐹 — линейный
дифференциальный оператор. Аппроксимируем все переменные компоненты оператора 𝐿 и
правой части 𝑓 рядами по многочленам Лежандра с использованием теоретико-числовых се-
ток. Полученная приближённая задача �̃�𝑢 = 𝑓 решается на конечномерном подпространстве
𝑈 ′ ⊂ 𝑈 . В качестве приближённого решения берётся функция 𝑢, минимизирующая квадрат
нормы невязки ‖�̃�𝑢− 𝑓‖2𝐹 .

В данной работе будем использовать прямой вариационный метод — метод Ритца. Рас-
смотрим задачу

𝐿𝑢(�⃗�) = 𝑓(�⃗�), (8)

𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�), (9)

где 𝑓(�⃗�), 𝑔(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼𝑠 , 𝐿 — линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффици-
ентами, 𝐺𝑠 — единичный куб [0; 1]𝑠.

Её решение сводится к отысканию минимума функционала

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

𝐹 (�⃗�, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑠) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 (10)

при заданных граничных условиях (см. напр. [10]).
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Значения функционала 𝑣(𝑢(�⃗�)) в методе Ритца рассматриваются не на множестве всех
допустимых функций 𝑢(�⃗�), а на линейных комбинациях

𝑢(�⃗�) =𝑊0(�⃗�) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑊𝑘(�⃗�),

где 𝑊𝑘(�⃗�) — некоторые базисные функции, которые будем находить с помощью теоретико-
числовой интерполяции, причём 𝑊0(�⃗�) — функция, удовлетворяющая заданным граничным
условиям, а остальные 𝑊𝑘(�⃗�) удовлетворяют однородным граничным условиям.

На этих полиномах функционал (10) превращается в функцию 𝜙(�⃗�) от коэффициентов
𝑤1, . . . , 𝑤𝑛. Эти коэффициенты выбираются так, чтобы функция 𝜙(�⃗�) достигала экстремума.
При некоторых ограничениях на функционал 𝑣(𝑢(�⃗�)) и базисные функции 𝑊𝑘(�⃗�) получим
приближённое решение задачи (8).

2. Интерполяционные полиномы по параллелепипедальным сет-
кам

В 2005 году в работе [3] Н. М. Добровольский, А. Р. Есаян, О. В. Андреева и Н. В. Зайцева
предложили способ построения интерполяционного полинома периодической функции многих
переменных, заданной в узлах параллелепипедальной сетки.

Их подход заключается в выборе полной решётки Λ ⊂ Z𝑠. Данной решётке ставятся в соот-
ветствие параллелепипедальная сетка 𝑀(Λ) и конечное множество целочисленных векторов
𝑀*(Λ) — полная система вычетов фундаментальной решётки Z𝑠 относительно Λ. Тогда, если
известны значения периодической функции 𝑓(�⃗�) в узлах сетки 𝑀(Λ), то тригонометрический
полином

𝐼Λ𝑓(�⃗�) =
∑︁

�⃗�∈𝑀*(Λ)

𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), 𝑐�⃗� =

1

𝑁

∑︁
�⃗�∈𝑀(Λ)

𝑓(�⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

является интерполяционным для функции 𝑓(�⃗�).
Данный раздел посвящён описанию фактов, необходимых для построения интерполяцион-

ных многочленов по параллелепипедальной сетке.
Пусть �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 — линейно независимая система векторов вещественного арифметического

пространства R𝑠. Совокупность 𝜆 всех векторов вида

𝑎1�⃗�1 + . . .+ 𝑎𝑠�⃗�𝑠,

где 𝑎𝑗 независимо друг от друга пробегают все целые рациональные числа, называется решет-
кой в R𝑠, а сами векторы �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 — базисом этой решетки.

Взаимной решеткой к решетке Λ называется множество Λ*, заданное равенством

Λ* = {�⃗� ∈ R𝑠| ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z𝑠}. (11)

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной сет-
кой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Пусть базис �⃗�𝜈 = (𝑎𝜈1, . . . , 𝑎𝜈𝑠) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) решётки Λ задан матрицей

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑎11 · · · 𝑎1𝑠
...

. . .
...

𝑎𝑠1 · · · 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎠ , det𝐴 ̸= 0.
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Величина det𝐴 называется детерминантом решётки detΛ и не зависит от выбора базиса
решётки.

Тогда базис взаимной решётки Λ* задаётся матрицей

𝐴−1 =

⎛⎜⎝
𝐴11
detΛ · · · 𝐴1𝑠

detΛ
...

. . .
...

𝐴𝑠1
detΛ · · · 𝐴𝑠𝑠

detΛ

⎞⎟⎠ , detΛ ̸= 0,

где 𝐴𝜈,𝜇 — алгебраическое дополнение к элементу 𝑎𝜈,𝜇.
Тогда сетка 𝑀(Λ) имеет вид

𝑀(Λ) =

{︂
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
0 6 𝑥𝜈 =

𝑘1𝐴1𝜈 + . . .+ 𝑘𝑠𝐴𝑠𝜈
detΛ

< 1; 𝜈 = 1, . . . , 𝑠; �⃗� ∈ Z𝑠
}︂
.

Рассмотрим теперь линейное сравнение

𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑠𝑥𝑠 ≡ 0 ( (mod 𝑁)), (12)

где (𝑎𝑗 , 𝑁) = 1 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1.
Решение этого сравнение представляет собой решётку Λ. Её базисная матрица имеет вид

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑁 0 0 · · · 0
−𝑎2 1 0 · · · 0
−𝑎3 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−𝑎𝑠 0 0 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Детерминант этой решётки равен 𝑁 , а соответствующая ей сетка 𝑀(Λ) имеет вид

𝑀(Λ) =

{︂(︂
𝑘

𝑁
,

{︂
𝑘𝑎2
𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑘𝑎𝑠
𝑁

}︂)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1

}︂
.

Усеченной нормой вектора �⃗� называется величина 𝑞(�⃗�) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠, где для веществен-
ного 𝑥 обозначаем 𝑥 = max(1, |𝑥|). Гиперболический параметр 𝑞(Λ) решетки Λ определяется
равенством

𝑞(Λ) = min
�⃗�∈Λ, �̸⃗�=0⃗

𝑞(�⃗�).

Он имеет простой геометрический смысл: гиперболический крест𝐾(𝑇 ) не содержит ненулевых
точек решетки Λ при 𝑇 < 𝑞(Λ).

Гиперболическим крестом называется область

𝐾(𝑇 ) = {�⃗� | 𝑞(�⃗�) 6 𝑇},

а величина 𝑇 — его параметром.
𝑟-й компонентой гиперболического креста 𝐾(𝑇 ) называется подмножество

𝐾𝑟(𝑇 ) = {�⃗� | 𝑞(�⃗�) 6 𝑇, ровно 𝑟 координат �⃗� отличны от 0}.

Ясно, что справедливо следующее разбиение гиперболического креста:

𝐾(𝑇 ) =

(︃
𝑠⋃︁
𝑟=1

𝐾𝑟(𝑇 )

)︃⋃︁
{⃗0}.

Если𝑀 ⊂ Λ — подрешетка решетки Λ, то величина 𝐷 = det𝑀/detΛ называется индексом
подрешетки𝑀 решетки Λ. Два вектора �⃗� и �⃗� решетки Λ сравнимы по подрешетке𝑀 (находят-
ся в одном классе относительно подрешетки 𝑀), если �⃗�− �⃗� ∈𝑀 . В этом случае пишем �⃗� ≡ �⃗�
(mod 𝑀). Индекс 𝐷 подрешетки 𝑀 решетки Λ равен числу классов решетки Λ относительно
𝑀 .
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Лемма 1. Если решётка Λ является решёткой линейного сравнения (12), то два вектора
�⃗�, �⃗� ∈ Z𝑠 сравнимы по подрешётке Λ тогда и только тогда, когда

𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑠𝑥𝑠 ≡ 𝑦1 + 𝑎2𝑦2 + . . .+ 𝑎𝑠𝑦𝑠 ( (mod 𝑁)).

Произвольное множество векторов решетки Λ по одному из каждого класса относительно
решетки 𝑀 называется полной системой вычетов решетки Λ относительно 𝑀 .

Обычно полную систему вычетов фундаментальной решетки Z𝑠 относительно целочислен-
ной решетки Λ будем обозначать через𝑀*(Λ), хотя она определена неоднозначно. Ниже будут
сформулированы дополнительные условия для выбора 𝑀*(Λ).

Определение 2. Полная система вычетов фундаментальной решетки Z𝑠 относитель-
но целочисленной решетки Λ называется минимальной гиперболической полной системой
вычетов, если минимальный гиперболический крест, содержащий эту полную систему вы-
четов, имеет минимальное значение своего параметра для всех полных систем вычетов
фундаментальной решетки Z𝑠 относительно целочисленной решетки Λ.

Определение 3. Полная система вычетов фундаментальной решетки Z𝑠 относитель-
но целочисленной решетки Λ, состоящая из представителей классов вычетов с наименьшей
усеченной нормой среди всех элементов класса вычетов, называется абсолютно минималь-
ной гиперболической полной системой вычетов.

Такая полная система вычетов обозначается через𝑀*
𝐻(Λ). Вообще говоря, полная система

вычетов𝑀*
𝐻(Λ) определена неоднозначно. Это видно на примере решетки 𝑁Z𝑠 при четном 𝑁 .

Действительно, 𝑁2 ≡ −𝑁2 (mod 𝑁). Уже в одномерном случае две полные системы вычетов
{−𝑁1, . . . , 0, . . . , 𝑁2} и {−𝑁2, . . . , 0, . . . , 𝑁1} удовлетворяют определению 3. В 𝑠-мерном случае
таких систем будет 2𝑠. Для однозначности выбора 𝑀*

𝐻(Λ) можно еще ввести лексикографи-
ческий линейный порядок на Z𝑠. Тогда из нескольких возможных элементов с одинаковым
значением усеченной нормы выберем наименьший в смысле лексографического упорядочива-
ния. Тем самым 𝑀*

𝐻(Λ) будет определено однозначно.

Теорема 1. Для любой функции 𝑓(�⃗�) на 𝑀(Λ) полином

𝐼Λ(𝑓(�⃗�)) =
∑︁

�⃗�∈𝑀*(Λ)

𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), (13)

где

𝑐�⃗� =
1

𝑁

∑︁
�⃗�∈𝑀(Λ)

𝑓(�⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) (14)

является интерполяционным для функции 𝑓(�⃗�).

Доказательство. См. [3] 2

Лемма 2. Пусть значения функции 𝑓(�⃗�) ∈ R, при �⃗� ∈ 𝑀(Λ) и множество 𝑀*(Λ) сим-
метрично относительно начала координат. Тогда интерполяционный многочлен 𝐼Λ(𝑓(�⃗�)) —
действительнозначная функция.

Доказательство. Пользуясь тем, что 𝑓(�⃗�) ∈ R и
(︀
𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

)︀−1
= 𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) получим

𝑐−�⃗� =
1

𝑁

∑︁
�⃗�∈𝑀(Λ)

𝑓(�⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(−�⃗�,�⃗�) =
1

𝑁

∑︁
�⃗�∈𝑀(Λ)

𝑓(�⃗�)
(︁
𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

)︁−1
=

1

𝑁

∑︁
�⃗�∈𝑀(Λ)

𝑓(�⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) = 𝑐�⃗�.
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Из равенства 𝑐−�⃗� = 𝑐�⃗� следует утверждение леммы. 2

Тригонометрический полином (13) зависит от полной системы вычетов𝑀*(Λ) решетки Z𝑠
по подрешетке Λ. Выбор 𝑀*(Λ) зависит от класса функций, для которого рассматривается
данная задача.

Определение 4. Третьим гиперболическим параметром целочисленной решетки Λ
называется наибольшее натуральное число 𝑞3(Λ), такое, что все целые точки гиперболиче-
ского креста 𝐾(𝑞3(Λ)) содержатся в полной системе вычетов фундаментальной решетки Z𝑠
относительно целочисленной решетки Λ. Другими словами все целые точки этого креста
несравнимы по модулю Λ.

Для класса 𝐸𝛼𝑠 верна следующая теорема.

Теорема 2. Для любой целочисленной решетки Λ и абсолютно минимальной гипер-
болической полной системы вычетов 𝑀*

𝐻(Λ) фундаментальной решетки Z𝑠 относительно
подрешетки Λ для любой функции 𝑓(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼𝑠 справедлива оценка сверху погрешности интер-
полирования:

||𝑓(�⃗�)− 𝐼Λ(𝑓(�⃗�))||𝐶 6
2||𝑓(�⃗�)||𝐸𝛼

𝑠

(𝑞3(Λ))𝛼−1

(︂
2𝑠 ln𝑠−1(𝑞3(Λ))

(𝑠− 1)!(𝛼− 1)
+𝑂

(︀
ln𝑠−2(𝑞3(Λ))

)︀)︂
. (15)

Доказательство. См. [3] 2

3. Решение задачи в общем случае

Опишем построение функций 𝑊𝑘(�⃗�) (𝑘 = 0, . . . , 𝑛).
Пусть 𝑆 ⊂ Z𝑠 — произвольное конечное множество целочисленных векторов �⃗�, симмет-

ричное относительно начала координат.
Обозначим через T(𝑆) пространство всех тригонометрических полиномов с комплексными

коэффициентами

T(𝑆) =

{︃
𝑃 (�⃗�) =

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑐�⃗� ∈ C

}︃
.

Также обозначим через T0(𝑆) ⊂ T(𝑆) пространство всех функций, принимающих значение
нуль на границе 𝑠-мерного единичного куба 𝐺𝑠 = [0; 1]𝑠.

Найдём сначала на пространстве T(𝑆) множество функций удовлетворяющих граничному
условию

𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�), 𝑔(�⃗�) =
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑑�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�). (16)

Обозначим через 𝐽*
𝑠,𝑡 множество всех целочисленных векторов �⃗�𝑠,𝑡 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑠), каж-

дый из которых имеет координаты, образующие перестановку чисел 1, 2, . . . , 𝑠 такую, что
1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑡 6 𝑠, 1 6 𝑗𝑡+1 < . . . < 𝑗𝑠 6 𝑠. Таким образом |𝐽*

𝑠,𝑡| = 𝐶𝑡𝑠 и
𝐽*
𝑠,0 = 𝐽*

𝑠,𝑠 = {(1, 2, . . . , 𝑠)}. Также обозначим

𝑆
(︁
𝑗𝑠,𝑡

)︁
= {(𝑚𝑗1 , . . . ,𝑚𝑗𝑡)|(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ 𝑆}.

Для дальнейшего потребуется явный вид 𝐽*
𝑠,𝑠−1:

𝐽*
𝑠,𝑠−1 = {(2, . . . , 𝑠, 1), (1, 3, . . . , 𝑠, 2), . . . , (1, . . . , 𝑠− 2, 𝑠, 𝑠− 1), (1, . . . , 𝑠)} ,

|𝐽*
𝑠,𝑠−1| = 𝑠.

В работе [7] доказана следующая лемма.
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Лемма 3. Для 𝑢(�⃗�), 𝜙(�⃗�) ∈ T(𝑆):

𝑢(�⃗�) =
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), 𝜙(�⃗�) =

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑑�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

граничное условие

𝑢(�⃗�) = 𝜙(�⃗�)
(︀
�⃗� ∈ 𝜕𝐺𝑠

)︀
(17)

выполняется тогда и только тогда, когда для любого �⃗�𝑠,𝑠−1 ∈ 𝐽*
𝑠,𝑠−1 и

(𝑚𝑗1 , . . . ,𝑚𝑗𝑠−1) ∈ 𝑆
(︁
𝑗𝑠,𝑠−1

)︁
выполняются соотношения ∑︁

�⃗�∈𝑆,
(𝑛𝑗1

,...,𝑛𝑗𝑠−1
)=(𝑚𝑗1

,...,𝑚𝑗𝑠−1
)

𝑐�⃗� =
∑︁
�⃗�∈𝑆,

(𝑛𝑗1
,...,𝑛𝑗𝑠−1

)=(𝑚𝑗1
,...,𝑚𝑗𝑠−1

)

𝑑�⃗�. (18)

Заметим, что коэффициенты функции 𝜙(�⃗�) являются решением этой системы, а решение
соответствующей однородной системы∑︁

�⃗�∈𝑆,
(𝑛𝑗1

,...,𝑛𝑗𝑠−1
)=(𝑚𝑗1

,...,𝑚𝑗𝑠−1
)

𝑐�⃗� = 0, �⃗�𝑠,𝑠−1 ∈ 𝐽*
𝑠,𝑠−1, (𝑚𝑗1 , . . . ,𝑚𝑗𝑠−1) ∈ 𝑆

(︁
𝑗𝑠,𝑠−1

)︁
(19)

зависит только от множества 𝑆.

Теорема 3. Множество функций на пространстве T(𝑆) удовлетворяющих граничному
условию (16) представляет собой линейное многообразие и имеет вид

𝑢(𝑝, �⃗�) =
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�(𝑝)𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), 𝑐�⃗�(𝑝) =

𝑟∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑤
(𝑡)
�⃗� + 𝑑�⃗�, (20)

где 𝑟 — размерность пространства решений системы (19), 𝑤
(𝑡)
�⃗� — некоторый его базис

(𝑡 = 1, . . . , 𝑟, �⃗� ∈ 𝑆), 𝑝𝑡 ∈ C — произвольные коэффициенты.

Доказательство. Обозначим

𝑊𝑡(�⃗�) =
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑤
(𝑡)
�⃗� 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), 𝑡 = 1, . . . , 𝑟

— базис пространства T0(𝑆).
Тогда множество функций, удовлетворяющих граничному условию (16) будет иметь вид

𝑢(𝑝, �⃗�) =
𝑟∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑊𝑡(�⃗�) + 𝜙(�⃗�) =
𝑟∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑤
(𝑡)
�⃗� 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) +

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑑�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) =

=
∑︁
�⃗�∈𝑆

(︃
𝑟∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑤
(𝑡)
�⃗� + 𝑑�⃗�

)︃
𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), (21)

где 𝑝 — произвольный вектор комплексных чисел. 2

Обозначим 𝑆+ ⊂ 𝑆 — подмножество векторов в 𝑆, первая ненулевая координата которых
положительна.
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Пусть теперь через TR(𝑆) ⊂ T(𝑆)— пространство вещественнозначных функций простран-
ства T(𝑆). Поскольку для таких функций выполнено условие 𝑐−�⃗� = 𝑐�⃗�, �⃗� ∈ 𝑆, то

TR(𝑆) =

⎧⎨⎩𝑃 (�⃗�) = ∑︁
�⃗�∈𝑆+

[︁
𝛼�⃗� cos

(︀
2𝜋(�⃗�, �⃗�)

)︀
+ 𝛽�⃗� sin

(︀
2𝜋(�⃗�, �⃗�)

)︀]︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒𝛼�⃗�, 𝛽�⃗� ∈ R

⎫⎬⎭ ,

где 𝛼�⃗� = 2Re 𝑐�⃗�, 𝛽�⃗� = −2 Im 𝑐�⃗�.
Рассмотрим задачу минимизации функционала

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

𝐹 (�⃗�, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑠) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 (22)

на пространстве функций TR(𝑆).
Подставим в (22) тригонометрические полиномы 𝑢(𝑝, �⃗�), найденные в предыдущем разделе.

В этом случае 𝑣(𝑢(�⃗�)) превращается в функцию 𝜙(𝑝). Далее задача сводится к отысканию
коэффициентов 𝑝𝑡, при которых достигается минимум этой функции. Метод нахождения этих
коэффициентов зависит от вида функционала 𝑣(𝑢(�⃗�)).

4. Задача Дирихле для уравнения Пуассона

В качестве примера использования описанного метода рассмотрим задачу Дирихле для
уравнения Пуассона:

Δ𝑢(�⃗�) = 𝑓(�⃗�), (23)

𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�). (24)

Решение этой задачи сводится к отысканию минимума функционала

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

(︃
𝑠∑︁

𝑘=1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘

)︂2

+ 2𝑢(𝑥)𝑓(𝑥)

)︃
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 (25)

с граничным условием 𝑢(�⃗�)
⃒⃒
𝜕𝐺𝑠

= 𝑔(�⃗�).
Выберем решётку Λ и построим интерполяционные полиномы 𝐼Λ𝑓(�⃗�) и 𝐼Λ𝑔(�⃗�) функций

𝑓(�⃗�) и 𝑔(�⃗�) соответственно. Тогда множество 𝑆 = 𝑀*(Λ) и эти интерполяционные полино-
мы будут принадлежать пространству TR(𝑀*(Λ)). Заменим задачу поиска минимума функ-
ционала (25) на пространстве всех допустимых функций задачей поиска минимума данного
функционала на пространстве TR(𝑀*(Λ)).

Теорема 4. Для функций 𝑢(�⃗�), 𝑓(�⃗�) ∈ TR(𝑆), заданных тригонометрическими много-
членами

𝑢(�⃗�) =
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�), 𝑓(�⃗�) =

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑏�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

верно равенство

𝑣(𝑢(�⃗�)) = 4𝜋2
∑︁
�⃗�∈𝑆

|𝑐�⃗�|2�⃗�2 + 2
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗��̄��⃗�. (26)
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Доказательство. Так как

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
= 2𝜋𝑖

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑚𝑘𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�),

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘

)︂2

= −4𝜋2
∑︁
�⃗�,�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑐�⃗�𝑚𝑘𝑛𝑘𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�+�⃗�,�⃗�), 𝑘 = 1, . . . , 𝑠,

𝑢(�⃗�)𝑓(�⃗�) =
∑︁
�⃗�,�⃗�∈𝑆

𝑏�⃗�𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�+�⃗�,�⃗�),

(27)

то из равенства ∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

𝑒2𝜋𝑖(�⃗�+�⃗�,�⃗�)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =

{︃
1, при �⃗� = −�⃗�,
0, при �⃗� ̸= −�⃗�,

�⃗� ∈ Z𝑠 (28)

найдём интеграл:

𝑣(𝑢(�⃗�)) =

∫︁
. . .

∫︁
𝐺𝑠

⎛⎝−4𝜋2
𝑠∑︁

𝑘=1

∑︁
�⃗�,�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑐�⃗�𝑚𝑘𝑛𝑘𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�+�⃗�,�⃗�) + 2

∑︁
�⃗�,�⃗�∈𝑆

𝑏�⃗�𝑐�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�+�⃗�,�⃗�)

⎞⎠ 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =

= −4𝜋2
𝑠∑︁

𝑘=1

∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑐−�⃗�𝑚𝑘(−𝑚𝑘) + 2
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�𝑏−�⃗�.

(29)

Поскольку функции 𝑢(�⃗�), 𝑓(�⃗�) ∈ TR(𝑆), то �⃗� ∈ 𝑆 𝑐−�⃗� = 𝑐�⃗� и 𝑏−�⃗� = �̄��⃗�, из чего следует
утверждение теоремы. 2

Так как, из условия (20) коэффициенты 𝑐�⃗� = 𝑐�⃗�(𝑝), то, обозначив 𝑝𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝑖𝛽𝑘, получим
многочлен

𝜙(�⃗�, 𝛽) = 4𝜋2
∑︁
�⃗�∈𝑆

|𝑐�⃗�(𝑝)|2�⃗�2 + 2
∑︁
�⃗�∈𝑆

𝑐�⃗�(𝑝)�̄��⃗�, 𝑐�⃗�(𝑝) =
𝑟∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑤
(𝑡)
�⃗� + 𝑑�⃗�.

Коэффициенты �⃗�, 𝛽, при которых достигается данного многочлена находятся из системы
линейных уравнений

𝜕𝜙

𝜕𝛼𝑘
= 0,

𝜕𝜙

𝜕𝛽𝑘
= 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟.

5. Заключение

В работе рассмотрен подход к решению первой краевой задачи на классах переодических
функций 𝐸𝛼𝑠 в 𝑠-мерном кубе. Дело в том, что параллелепипедальные сетки наиболее эф-
фективны именно для таких функций. Однако, от условия периодичности можно избавиться,
если воспользоваться одним из вариантов периодизации, предложенных Н. М. Коробовым (см.
напр. [6]).

Теоретико-числовые сетки также используются для вычисления интегралов на областях
отличных от куба. Отдельный интерес представляет использование данного подхода к реше-
нию дифференциальных уравнений в таких областях.
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