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Аннотация

В абстрактной теории чисел и её приложениях к статистической физике важную роль
играет понятие энтропии. Так как энтропия равна логарифму функции распределения, то
изучение поведения энтропии моноида равносильно решению обратной задачи для этого
моноида.

В работе рассмотрены вопросы об асимптотики энтропии для некоторых моноидов на-
туральных чисел и моноидов натуральных чисел с весовой функцией.

Во-первых, задача решена для двух моноидов типа геометрическая прогрессия.
Во-вторых, полученные результаты относительно энтропии для моноидов с произволь-

ной экспоненциальной последовательностью простых чисел типа 𝑞 на основании получен-
ного ранее авторами решения обратной задачи для моноидов этого типа.

Наконец, для произвольного основного моноида 𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞 на основании решения
обратной задачи, то есть нахождение асимптотики для функции распределения элементов
моноида 𝑀(P(𝑞)), исходя из асимптотики распределения псевдопростых чисел P(𝑞) типа
𝑞, получены оценки для энтропии.

Для решения этой задачи рассматриваются два гомоморфизма основного моноида
𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞 и задача о распределении сводится к аддитивной задаче Ингама.

Показано, что для этого класса моноидов понятие степенной плотности не работает.
Введено новое понятие 𝐶 логарифмической 𝜃-степенной плотности.

Показано, что любой моноид 𝑀(P(𝑞)) для последовательности псевдопростых чисел
P(𝑞) типа 𝑞 имеет оценки сверху и снизу для функции распределения элементов основного
основного моноида 𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞.

Показано, что если 𝐶 логарифмическая 𝜃-степенная плотность для основного моно-
ида 𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞 существует, то 𝜃 = 1

2 и для константы 𝐶 справедливы неравенства

𝜋
√︁

1
3 ln 𝑞 6 𝐶 6 𝜋

√︁
2

3 ln 𝑞 .

Для основных моноидов 𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞 остается открытым вопрос о существовании 𝐶
логарифмической 1

2 -степенной плотности и величине константы 𝐶.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение, экспоненциальная последовательность простых,
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основной моноид 𝑀(P(𝑞)) типа 𝑞, 𝐶 логарифмическая 𝜃-степенная плотность, энтропия
моноида натуральных чисел, энтропия моноида натуральных чисел с весовой функцией.
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Abstract

In abstract number theory and its applications to statistical physics, the concept of entropy
plays an important role. Since entropy is equal to the logarithm of the distribution function,
studying the entropy behavior of a monoid is equivalent to solving the inverse problem for this
monoid.

The paper considers questions about the asymptotics of entropy for some monoids of natural
numbers and monoids of natural numbers with a weight function.

First, the problem is solved for two monoids of the geometric progression type.
Secondly, the results obtained with respect to entropy for monoids with an arbitrary

exponential sequence of primes of type 𝑞 are based on the solution of the inverse problem
for monoids of this type obtained earlier by the authors.

To solve this problem, we consider two homomorphisms of the main monoid 𝑀(P(𝑞)) of
type 𝑞 and the distribution problem reduces to the additive Ingham problem.

It is shown that the concept of power density does not work for this class of monoids. A new
concept of 𝐶 logarithmic 𝜃-power density is introduced.

It is shown that any monoid 𝑀(P(𝑞)) for a sequence of pseudo-simple numbers P(𝑞) of type
𝑞 has upper and lower bounds for the element distribution function of the main basic monoid
𝑀(P(𝑞)) of type 𝑞.

It is shown that if 𝐶 is a logarithmic 𝜃-power density for the main monoid𝑀(P(𝑞)) of the type
𝑞 exists, then 𝜃 = 1

2 and for the constant 𝐶 the inequalities are valid 𝜋
√︁

1
3 ln 𝑞 6 𝐶 6 𝜋

√︁
2

3 ln 𝑞 .

The results obtained are similar to those previously obtained by the authors when solving
the inverse problem for monoids generated by an arbitrary exponential sequence of primes of
type 𝑞.

2Acknowledgments: This work was prepared under a grant from the RSF № 22-21-00544.
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For basic monoids 𝑀(P(𝑞)) of the type 𝑞, the question remains open about the existence of
a 𝐶 logarithmic 1

2 -power density and the value of the constant 𝐶.

Keywords: Riemann zeta function, Dirichlet series, zeta function of the monoid of natural
numbers, Euler product, exponential sequence of primes, the basic monoid 𝑀(P(𝑞)) of type 𝑞,
𝐶 logarithmic 𝜃-power density, entropy monoid of natural numbers, entropy monoid of natural
numbers with a weight function.
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1. Введение

Рассмотрим частный случай арифметической полугруппы из работы [28]. Будем называть
арифметической полугруппой прямую сумму 𝐺 =

⨁︀∞
𝑗=1 Z+ счетного числа экземпляров полу-

группы Z+ = {0, 1, 2, . . .} неотрицательных целых чисел вместе с гомоморфизмом 𝜕 : 𝐺 −→ N
в мультипликативный моноид N натуральных чисел таким, что число

𝒩 ♯
𝐺,𝜕(𝑥) = ♯{𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜕(𝑔) 6 𝑥} (1)

элементов 𝑔 ∈ 𝐺, для которых 𝜕(𝑔) не превосходит 𝑥, конечно для любого 𝑥 ∈ N. Будем
обозначать 𝑗-ю компоненту элемента 𝑔 ∈ 𝐺 через 𝑔𝑗 . Таким образом, 𝑔 =

∑︀∞
𝑗=1 𝑔𝑗𝑝(𝑗), где

𝑝(𝑗) = (0, 0, . . . , 1, 0, . . .) (в j- позиции стоит единица, а остальные компоненты равны нулю),
𝑗 = 1, 2, . . . — образующие полугруппы 𝐺. Как отмечается в работе [28], фактически сумма
конечна, так как у любого 𝑔 ∈ 𝐺 лишь конечное число ненулевых компонент.

Гомоморфизм 𝜕 арифметической полугруппы 𝐺 в мультипликативный моноид N имеет
вид

𝜕(𝑔) =
∞∏︁
𝑗=1

𝜆
𝑔𝑗
𝑗 , где 𝜆𝑗 = 𝜕(𝑝(𝑗)) > 1, 𝜆𝑗

𝑗 → ∞
−−−−→∞. (2)

Ясно, что образ 𝑀 = 𝜕(𝐺) является моноидом натуральных чисел.
В работе [15] начато систематическое изучение дзета-функций моноидов натуральных чи-

сел и законов распределения простых элементов в этих моноидах.
Если, следуя за Б. М. Бредихиным, рассмотреть дзета-функцию гомоморфизма 𝜕 ариф-

метической полугруппы 𝐺:

𝜁(𝐺, 𝜕|𝛼) =
∑︁
𝑔∈𝐺

1

(𝜕(𝑔))𝛼
=
∑︁
𝑚∈𝑀

𝑘(𝑚)

𝑚𝛼
,

где весовая функция 𝑘(𝑚) — число прообразов 𝑔 в арифметической полугруппе 𝐺 у нату-
рального числа 𝑚 ∈ 𝑀 , то мы приходим к новому понятию — дзета-функция моноида с
весовой функцией. Такая конструкция встречалась ранее в работе [15], когда раскладывалось
в ряд Дирихле произведение Эйлера моноида 𝑀 без однозначного разложения на простые
элементы. Нетрудно видеть, что можно задать сюръективный гомоморфизм арифметической
полугруппы 𝐺 на N с неединичной весовой функцией. Например, 𝜕(𝑝(2𝑗−1)) = 𝜕(𝑝(2𝑗)) = 𝑝𝑗 , 𝑝𝑗
— 𝑗-ое простое число (𝑗 = 1, 2, . . .). Если 𝑉 (𝑚) — количество всех простых делителей в разло-
жении числа 𝑚 на простые делители, то 𝑘(𝑚) = 2𝑉 (𝑚) в этом случае. Аналогичные примеры
можно построить для любого моноида 𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на
простые элементы.
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Отметим ещё одно важное обстоятельство, как будет видно из дальнейшего, образы аб-
страктных простых чисел из 𝐺 не обязаны быть простыми элементами в моноиде 𝑀 = 𝜕(𝐺).

В работе [28] рассматривается важная для статистической физики характеристика энтро-
пии S(𝑥) = ln𝒩 ♯

𝐺,𝜕(𝑥) и изучается её асимптотика.
Обобщая эту ситуацию, можно для любого моноида 𝑀 натуральных чисел рассмотреть

функцию 𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︀

𝑚∈𝑀,𝑚6𝑥 1 распределения элементов моноида 𝑀 и функцию энтропии
S𝑀 (𝑥) = ln 𝜈𝑀 (𝑥). Чтобы различать энтропию арифметической полугруппы 𝐺 с гомоморфиз-
мом 𝜕, мы будем писать S𝑀,𝜕(𝑥) = ln𝒩 ♯

𝐺,𝜕(𝑥), где 𝑀 = 𝜕(𝐺).
Цель данной работы — рассмотреть вопрос об асимптотики энтропии для некоторых мо-

ноидов натуральных чисел и моноидов натуральных чисел с весовой функцией.

2. Моноид типа геометрическая прогрессия с весовой функцией

Пусть 𝑞 > 2 — натуральное число и 𝑀1(𝑞) = {1, 𝑞, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛, . . .} — мультипликативный
моноид, геометрическая прогрессия со знаменателем 𝑞, и 𝑀2(𝑞) = {1, 𝑞2, 𝑞4, 𝑞6 . . .} — мульти-
пликативный моноид, геометрическая прогрессия со знаменателем 𝑞2.

Обозначим через 𝑝1(𝑛) количество решений в неотрицательных целых числах 𝑥1, 𝑥2, . . . ,
𝑥𝑟, . . . диофантова уравнения

𝑛 = 1 · 𝑥1 + 2 · 𝑥2 + . . .+ 𝑟 · 𝑥𝑟 + . . . ,

а через 𝑝2(𝑛) количество решений диофантова уравнения

𝑛 = 2(1 · 𝑥1 + . . .+ 𝑟 · 𝑥𝑟 + . . .).

Ясно, что 𝑝2(2𝑛) = 𝑝1(𝑛) и 𝑝2(2𝑛+ 1) = 0.
Положим

𝑃1(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑝1(𝑛), 𝑃2(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑝2(𝑛).

Очевидно, что

𝑃2(𝑥) =
∑︁
2𝑛6𝑥

𝑝1(𝑛) = 𝑃1

(︁𝑥
2

)︁
.

В первом случае гомоморфизм 𝜕1 арифметической полугруппы 𝐺 в мультипликативный
моноид N имеет вид

𝜕1(𝑔) =

∞∏︁
𝑗=1

𝑞𝜆𝑗𝑔𝑗 , где 𝑞𝜆𝑗 = 𝜕1(𝑝(𝑗)) > 1, 𝜆𝑗
𝑗 → ∞
−−−−→∞ (3)

и хотя бы одно 𝜆𝑗 = 1, а во втором случае гомоморфизм 𝜕2 арифметической полугруппы 𝐺 в
мультипликативный моноид N имеет вид

𝜕2(𝑔) =

∞∏︁
𝑗=1

𝑞2𝜆𝑗𝑔𝑗 , где 𝑞2𝜆𝑗 = 𝜕2(𝑝(𝑗)) > 1, 𝜆𝑗
𝑗 → ∞
−−−−→∞ (4)

и хотя бы одно 𝜆𝑗 = 1.
Нетрудно видеть, что функция распределения 𝒩 ♯

𝐺(𝑥) для гомоморфизма 𝜕 арифметиче-
ской полугруппы 𝐺 в мультипликативный моноид N, заданного соотношениями (3), выража-
ется через число решений в целых неотрицательных числах 𝑔1, 𝑔2, . . . неравенства

∞∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑔𝑗 6
ln𝑥

ln 𝑞
. (5)
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Рассмотрим простейший естественный случай, когда 𝜆𝑗 = 𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . .). В этом случае
мы приходим к задаче Харди–Рамунаджана (см. [29], стр. 164).

Пусть 𝑛 — натуральное число. Обозначим через 𝑝(𝑛) количество решений в неотрицатель-
ных числах 𝑥1, 𝑥2,. . . , 𝑥𝑟, . . . диофантова уравнения

𝑛 = 1 · 𝑥1 + 2 · 𝑥2 + . . .+ 𝑟 · 𝑥𝑟 + . . . .

Теорема 1. При 𝑛→ ∞ имеет место асимптотическая формула

𝑝(𝑛) =
1

4
√
3𝑛
𝑒
𝜋
√︁

2
3
𝑛
(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑛
1
4
−𝜀

)︂)︂
.

Ясно, что для нашего случая имеем равенство

𝒩 ♯
𝐺,𝜕(𝑥) =

ln 𝑥
ln 𝑞∑︁
𝑛=1

𝑝(𝑛).

Нам потребуется следующая аддитивная теорема Ингама (см. [29], стр. 180), которую мы
приведём в сокращённой форме.

Теорема 2. Пусть 0 < 𝜆1 < 𝜆2 < . . . — данная последовательность вещественных
чисел, причём

𝑁(𝑢) = 𝐵𝑢𝛽 +𝑅(𝑢), 𝐵 > 0, 𝛽 > 0,

где 𝑁(𝑢) — количество чисел 𝜆𝜈 , не превосходящих 𝑢, и

𝑢∫︁
0

𝑅(𝑣)

𝑣
𝑑𝑣 = 𝑏 ln𝑢+ 𝑐+ 𝑜(1)

при 𝑢→ ∞. Для вещественного 𝑙 пусть будет 𝑝(𝑙) — количество решений уравнения

𝑙 = 𝑟1𝜆1 + 𝑟2𝜆2 + . . .

в целых 𝑟𝜈 > 0.
Обозначим для вещественного 𝑢

𝑃 (𝑢) =
∑︁
𝑙<𝑢

𝑝(𝑙),

где суммирование ведется по дискретному множеству чисел 𝑙, для которых 𝑝(𝑙) ̸= 0.
Тогда при 𝑢→ ∞

𝑃 (𝑢) ∼
(︂
1− 𝛼

2𝜋

)︂ 1
2

𝑒𝑐𝑀−(𝑏+ 1
2)𝛼𝑢(𝑏+

1
2)(1−𝛼)−

1
2 𝑒

1
𝛼
(𝑀𝑢)𝛼 ,

где

𝛼 =
𝛽

𝛽 + 1
, 𝑀 = (𝐵𝛽Γ(𝛽 + 1)𝜁(𝛽 + 1))

1
𝛽 .

Теорема 3. При 𝑥→ ∞ справедливы соотношения

𝑃1(𝑥) ∼
1

2𝜋
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁

2
3
𝑥
, 𝒩 ♯

𝐺,𝜕1
(𝑥) ∼ 1

2𝜋
√︁

2 ln𝑥
ln 𝑞

𝑒
𝜋
√︁

2
3

ln 𝑥
ln 𝑞 , 𝜈𝑀1(𝑞)(𝑥) =

[︂
ln𝑥

ln 𝑞

]︂
+ 1,

S𝑀1(𝑞),𝜕1(𝑥) = ln𝒩 ♯
𝐺,𝜕1

(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
2

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln 2

ln𝑥

ln 𝑞
, S𝑀1(𝑞)(𝑥) ∼ ln

ln𝑥

ln 𝑞
.
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Доказательство. Положим 𝜆𝜈 = 𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . .), тогда 𝑁(𝑢) = [𝑢], 𝑅(𝑢) = [𝑢] − 𝑢,
𝐵 = 𝛽 = 1, 𝛼 = 1

2 , 𝑀 = 𝜁(2) = 𝜋2

6 и (см. [29], стр. 181)

𝑢∫︁
0

𝑅(𝑣)

𝑣
𝑑𝑣 = −1

2
ln𝑢− 1

2
ln 2𝜋 + 𝑜(1).

Таким образом, 𝑏 = −1
2 , 𝑐 = −1

2 ln 2𝜋. Поэтому по аддитивной теореме Ингама получим

𝑃1(𝑥) = 𝑃 (𝑥) ∼
(︂

1

4𝜋

)︂ 1
2

𝑒−
ln 2𝜋

2 𝑥−
1
2 𝑒

2
(︁

𝜋2

6
𝑥
)︁ 1

2

=
1

2𝜋
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁

2
3
𝑥
.

Отсюда следует, что

𝒩 ♯
𝐺,𝜕1

(𝑥)(𝑥) = 𝑃1

(︂
ln𝑥

ln 𝑞

)︂
∼ 1

2𝜋
√︁

2 ln𝑥
ln 𝑞

𝑒
𝜋
√︁

2
3

ln 𝑥
ln 𝑞 ,

S𝑀1(𝑞),𝜕1(𝑥) = ln𝒩 ♯
𝐺,𝜕1

(𝑥)(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
2

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln 2

ln𝑥

ln 𝑞
.

Утверждения для функции распределения и для энтропии моноида 𝑀1(𝑞) очевидны. 2

Теорема 4. При 𝑥→ ∞ справедливы соотношения

𝑃2(𝑥) ∼
1

2𝜋
√
𝑥
𝑒
𝜋
√︁

1
3
𝑥
, 𝒩 ♯

𝐺,𝜕2
(𝑥) ∼ 1

2𝜋
√︁

ln𝑥
ln 𝑞

𝑒
𝜋
√︁

1
3

ln 𝑥
ln 𝑞 , 𝜈𝑀2(𝑞)(𝑥) =

[︂
ln𝑥

2 ln 𝑞

]︂
+ 1,

S𝑀2(𝑞),𝜕2(𝑥) = ln𝒩 ♯
𝐺,𝜕2

(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
1

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln

ln𝑥

ln 𝑞
, S𝑀2(𝑞)(𝑥) = ln 𝜈𝑀2(𝑞)(𝑥) ∼ ln

ln𝑥

2 ln 𝑞
.

Доказательство. В силу предыдущей теоремы имеем:

𝑃2(𝑥) = 𝑃1

(︁𝑥
2

)︁
∼ 1

2𝜋
√
𝑥
𝑒
𝜋
√︁

1
3
𝑥
,

𝒩 ♯
𝐺,𝜕2

(𝑥)(𝑥) = 𝑃1

(︂
ln𝑥

2 ln 𝑞

)︂
∼ 1

2𝜋
√︁

ln𝑥
ln 𝑞

𝑒
𝜋
√︁

1
3

ln 𝑥
ln 𝑞 ,

S𝑀2(𝑞),𝜕2(𝑥) = ln𝒩 ♯
𝐺,𝜕2

(𝑥)(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
1

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln

ln𝑥

ln 𝑞
.

Утверждения для функции распределения и для энтропии моноида 𝑀2(𝑞) очевидны. 2

3. Моноид с экспоненциальной последовательностью

В работе [15] дано следующее определение экспоненциальной последовательности простых
чисел.

Определение 1. Пусть 𝑞 > 2 — произвольное натуральное число, тогда бесконечная по-
следовательность простых чисел 𝑝1 < 𝑝2 <. . .< 𝑝𝑛 <. . . называется экспоненциальной типа
𝑞, если выполняются соотношения 𝑞 6 𝑝1 < 𝑞2, 𝑞𝜈 < 𝑝𝜈 < 𝑞𝜈+1 (𝜈 > 2).



Энтропия для некоторых моноидов натуральных чисел 63

В силу постулата Бертрана, доказанного П. Л. Чебышёвым (см. [32]), для любого 𝑞 > 2
существует бесконечно много экспоненциальных последовательностей простых чисел типа 𝑞.

В работе [15] было дано определение

Определение 2. Для любого множества 𝐴 натуральных чисел дзета-функция 𝜁(𝐴|𝛼)
определяется равенством

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐴). (6)

Если множество 𝐴 конечное, то равенство (6) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) на всей ком-
плексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство (6) задает дзета-функцию
𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка
и 0 6 𝜎𝐴 6 1, так как это следует из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼) (см. [30],
[32]). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд абсолютно сходится, а при 𝜎 > 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд
равномерно сходится.

Пусть 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} — экспоненциальная последовательность простых чи-

сел типа 𝑞 и 𝑀(𝑃𝐸𝑞) — моноид натуральных чисел, образованный с помощью 𝑃𝐸𝑞. В работе
[15] доказана следующая теорема.

Теорема 5. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых

чисел 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} типа 𝑞 дзета-ряд для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸𝑞))|𝛼) абсо-

лютно сходится для любого 𝛼 в полуплоскости 𝜎 > 0 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0
для любого 𝜎0 > 0.

В работе [21] была высказана гипотеза о "заградительном ряде" для дзета-функции
𝜁(𝑀(𝑃𝐸𝑞))|𝛼), которая была доказана в работе [18]. Тем самым было установлено, что для
этой дзета-функции её область голоморфности совпадает с правой полуплоскостью 𝜎 > 0.

В работе [16] доказана теорема о количестве простых элементов в моноиде 𝑀(𝐴), не
превосходящих 𝑥, которое будем обозначать через 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥). В общем случае это непро-
стая задача, однако для случая любой экспоненциальной последовательности простых чисел
𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝

(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} типа 𝑞 и моноида 𝑀(𝑃𝐸𝑞) можно дать удовлетворительный от-

вет.

Теорема 6. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых

чисел 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} типа 𝑞 для количества простых элементов в моноиде

𝑀(𝑃𝐸𝑞), не превосходящих 𝑥, справедливо равенство

𝜋𝑃𝐸𝑞(𝑥) =
ln𝑥

ln 𝑞
− 𝜃𝑃𝐸𝑞(𝑥),

где 0 6 𝜃𝑃𝐸𝑞(𝑥) =
{︁

ln𝑥
ln 𝑞 −

ln 𝑝𝑛
ln 𝑞

}︁
+
{︁

ln 𝑝𝑛
ln 𝑞

}︁
< 2 при 𝑞𝑛 6 𝑥 < 𝑞𝑛+1.

Теорема 6 непосредственно связана с тематикой работ Б. М. Бредихина [2]–[10]. Следуя
этим работам, определим функцию 𝜈𝑀(𝑃𝐸𝑞)(𝑥) с помощью равенств:

𝜈𝑀(𝑃𝐸𝑞)(𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑃𝐸𝑞), 𝑛6𝑥

1.

В работе [26] решена обратная задача для функций 𝜈𝑀(𝑃𝐸𝑞)(𝑥) и 𝜈𝑀(P𝜎)(𝑥), т. е. нахождение
асимптотики для этих функций, зная асимптотики для функций 𝜋𝑃𝐸𝑞(𝑥) и 𝜋P𝜎(𝑥). Доказана
следующая теорема.
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Теорема 7. При 𝑥→ ∞ справедливо соотношение

ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
2 ln𝑥

3 ln 𝑞
.

Отсюда сразу получается асимптотика для энтропии

S𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) = ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) ∼ 𝜋

√︃
2 ln𝑥

3 ln 𝑞
.

4. Основные моноиды типа q

В работе [20] введено понятие основного моноида типа 𝑞 и показано, что для этого моноида
𝑀(P(𝑞)), в котором все простые элементы суть псевдопростые числа образующие множество
P(𝑞) = {𝑞𝑛𝑝𝑛|𝑛 > 1} 𝑝𝑛 — 𝑛-ое простое число, справедливы следующие теоремы.

Теорема 8. Существует 𝑛1 = 𝑛1(𝑞) > 𝑛0 такое, что при 𝑥 > 𝑞𝑛1𝑛1 ln𝑛1 справедливы
оценки для 𝜋𝑀(P(𝑞))(𝑥):

𝜋𝑀(P(𝑞))(𝑥) =
ln𝑥− ln ln𝑥+ ln ln 𝑞 − ln(ln ln𝑥− ln ln 𝑞)

ln 𝑞
+ 𝜃(𝑥), |𝜃(𝑥)| 6 1.

Теорема 9. Областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(P(𝑞))|𝛼) является 𝛼-полу-
плоскость 𝜎 > 0.

Целью данной работы будет решение обратной задачи для произвольного основного моно-
ида типа 𝑞.

5. Вспомогательные леммы

Пусть 𝑀 — произвольный моноид натуральных чисел с однозначным разложением на
простые элементы, 𝑃 (𝑀) — множество его простых элементов и функции 𝜈𝑀 (𝑥), 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥)
заданы равенствами

𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥

1, 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥) =
∑︁

𝑟∈𝑃 (𝑀), 𝑟6𝑥

1.

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜈𝑀 (𝑥) ln𝑥 =

𝑥∫︁
1

𝜈𝑀 (𝑢)
𝑑𝑢

𝑢
+
∑︁
𝑘>1

∑︁
𝑟∈𝑃 (𝑀), 𝑟6𝑥

𝜈𝑀

(︁ 𝑥
𝑟𝑘

)︁
ln 𝑟. (7)

Доказательство. См.[26] 2

Лемма 2. Пусть 𝑞 > 2 и 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} — экспоненциальная последова-

тельность простых чисел типа 𝑞. Справедливо неравенство3

∏︁
𝑝
(𝑞)
𝑗 6𝑥

(︃
1− 1

𝑝
(𝑞)
𝑗

)︃−1

= exp

⎛⎝ ln 𝑝
(𝑞)
1

ln 𝑞
ln

(︃
1− 1

𝑝
(𝑞)
1

)︃−1

+
1

ln 𝑞

∑︁
𝑘>1

1

𝑘2(𝑝
(𝑞)
1 )𝑘

−𝑂

(︃
ln

(︃
1− 1

𝑝
(𝑞)
1

)︃)︃⎞⎠ ,

(8)

где 𝑥 > 𝑝(𝑞)1 > 1.

3Здесь и далее, как обычно, exp(𝑥) = 𝑒𝑥.
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Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 3. Пусть 𝑞 > 2 и 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} — экспоненциальная последова-

тельность простых чисел типа 𝑞. Справедливо неравенство

𝜈𝑀(𝑃𝐸𝑞)(𝑥) 6 𝑥 exp

⎛⎝ ln 𝑝
(𝑞)
1

ln 𝑞
ln

(︃
1− 1

𝑝
(𝑞)
1

)︃−1

+
1

ln 𝑞

∑︁
𝑘>1

1

𝑘2(𝑝
(𝑞)
1 )𝑘

−𝑂

(︃
ln

(︃
1− 1

𝑝
(𝑞)
1

)︃)︃⎞⎠ , (9)

где 𝑥 > 𝑝(𝑞)1 > 1.

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 4. Пусть 𝑞 > 2 и 𝑃𝐸𝑞 = {𝑝(𝑞)1 , 𝑝
(𝑞)
2 , . . . , 𝑝

(𝑞)
𝑛 , . . .} — экспоненциальная последо-

вательность простых чисел типа 𝑞 и 𝑛𝑞 = 𝜋(𝑞) + 1, тогда для любого 𝑗 > 𝑛𝑞 справедливо

неравенство 𝑞𝑗𝑝𝑗 > 𝑝
(𝑞)
𝑗 . При 𝑥 > 𝑞𝑛𝑞 справедливо неравенство 𝜋𝑀(𝑃𝐸𝑞)(𝑥) > 𝜋𝑀(P(𝑞))(𝑥).

Доказательство. См. [27]. 2
Мы видим, что в данном случае подход Б. М. Бредихина не работает, так как мы заведомо

имеем случай для моноидов𝑀(𝑃𝐸𝑞) и𝑀(P(𝑞)), когда отсутствует степенная 𝜃-плотность, так
как при степенной плотности невозможны асимптотические формулы из теорем 6 и 8.

6. О двух гомоморфизмах основного моноида типа q

Пусть 𝐺 — произвольная свободная коммутативная мультипликативная полугруппа с ней-
тральным элементом 𝑒 и со счетным числом образующих элементов 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝜈 , . . . , мно-
жество которых будем обозначать через Ω(𝐺).

Рассмотрим произвольный гомоморфизм 𝑁(𝑔) полугруппы 𝐺 в мультипликативный мо-
ноид N натуральных чисел, обладающий тем свойством, что в полугруппе 𝐺 имеется только
конечное число элементов 𝑔 с 𝑁(𝑔) 6 𝑥 для любого вещественного 𝑥. Обозначим через 𝑀
его образ. Это будет мультипликативный моноид натуральных чисел 𝑀 = 𝑁(𝐺). Вслед за
Б. М. Бредихиным (см. [2]), рассмотрим дзета-функцию полугруппы 𝐺

𝜁𝐺(𝛼) =
∑︁
𝑔∈𝐺

1

𝑁𝛼(𝑔)
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐺,

где 𝜎𝐺 — абсцисса абсолютной сходимости ряда Дирихле для дзета-функции полугруппы 𝐺.
В силу мультипликативности гомоморфизма имеет место разложение в эйлерово произве-

дение

𝜁𝐺(𝛼) = 𝑃𝐺(𝛼) =

∞∏︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑁𝛼(𝜔𝜈)

)︂−1

в правой полуплоскости 𝜎 > 𝜎𝐺.
Рассмотрим дзета-функцию моноида 𝑀 = 𝑁(𝐺)

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ,

где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости ряда Дирихле для дзета-функции моноида
𝑀 = 𝑁(𝐺).

Вообще говоря, 𝜁𝐺(𝛼) ̸= 𝜁(𝑀 |𝛼). Дело в том, что

𝜁𝐺(𝛼) =
∑︁
𝑔∈𝐺

1

𝑁𝛼(𝑔)
=
∑︁
𝑛∈𝑀

|𝑁−1(𝑛)|
𝑛𝛼

,
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где 𝑁−1(𝑛) = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑁(𝑔) = 𝑛} — прообраз натурального числа 𝑛 при гомоморфизме 𝑁(𝑔)
полугруппы 𝐺 в мультипликативный моноид N натуральных чисел, а |𝑁−1(𝑛)| — количество
элементов в этом прообразе, которое конечно в силу ограничений на гомоморфизм 𝑁(𝑔).

Таким образом, равенство дзета-функций возможно только в случае изоморфизма 𝐺 и
𝑀 = 𝑁(𝐺).

Следующее важное обстоятельство связано с тем, что 𝑃 (𝑀) — множество простых эле-
ментов мультипликативного моноида 𝑀 , вообще говоря, не совпадает с образом множества
образующих элементов полугруппы 𝐺: 𝑃 (𝑀) ⊂ 𝑁(Ω(𝐺)).

Напомним, что если через 𝑃 (𝑀 |𝛼) обозначается эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

,

тогда для произвольного моноида𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на про-
стые элементы справедливо равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼).

Таким образом, возможны следующие ситуации:

𝜁(𝑀 |𝛼) ̸= 𝑃 (𝑀 |𝛼), 𝑃 (𝑀 |𝛼) ̸= 𝑃𝐺(𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−|𝑁−1(𝑟)|
.

Рассмотрим в качестве 𝐺 мультипликативный моноид 𝑀(P(𝑞)) — основной моноид типа
𝑞, где 𝑞 > 2 — любое натуральное число. Определим два гомоморфизма мультипликативного
моноида 𝑀(P(𝑞)) в мультипликативный моноид N натуральных чисел:

𝑁1 :𝑀(P(𝑞)) → N : 𝑁1

(︃
𝑛∏︁
𝜈=1

(𝑞𝑗𝑝𝑗)
𝛽𝑗

)︃
= 𝑞

∑︀𝑛
𝜈=1 𝑗𝛽𝑗 ,

𝑁2 :𝑀(P(𝑞)) → N : 𝑁2

(︃
𝑛∏︁
𝜈=1

(𝑞𝑗𝑝𝑗)
𝛽𝑗

)︃
= 𝑞

∑︀𝑛
𝜈=1 2𝑗𝛽𝑗 .

Обозначим через 𝑀1(𝑞) образ мультипликативного моноида 𝑀(P(𝑞)) при гомоморфизме 𝑁1,
а через 𝑀2(𝑞) при гомоморфизме 𝑁2. Непосредственно из определения следует, что

𝑀1(𝑞) = {1, 𝑞, 𝑞2, 𝑞3, . . .}, 𝑀2(𝑞) = {1, 𝑞2, 𝑞4, 𝑞6 . . .}.

Отсюда сразу следует, что 𝑃 (𝑀1(𝑞)) = {𝑞} и 𝑃 (𝑀2(𝑞)) = {𝑞2}.
Определим функции 𝜈𝑀(P(𝑞)),1(𝑥) и 𝜈𝑀(P(𝑞)),2(𝑥) с помощью равенств:

𝜈𝑀(P(𝑞)),1(𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀(P(𝑞)), 𝑁1(𝑛)6𝑥

1, 𝜈𝑀(P(𝑞)),2(𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀(P(𝑞)), 𝑁2(𝑛)6𝑥

1.

Лемма 5. Справедливы неравенства:

для любого 𝑛 ∈𝑀(P(𝑞)) имеем 𝑁1(𝑛) 6 𝑛 6 𝑁2(𝑛),

𝜈𝑀(P(𝑞)),2(𝑥) 6 𝜈𝑀(P(𝑞))(𝑥) 6 𝜈𝑀(P(𝑞)),1(𝑥).

Доказательство. См. [27]. 2
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Лемма 6. Справедливы равенства

𝜈𝑀(P(𝑞)),1(𝑥) = 𝑃1

(︂
ln𝑥

ln 𝑞

)︂
, 𝜈𝑀(P(𝑞)),2(𝑥) = 𝑃1

(︂
ln𝑥

2 ln 𝑞

)︂
.

Доказательство. См. [27]. 2
Из доказанных лемм и утверждений второго раздела сразу следуют оценки сверху и снизу

для энтропии основного моноида типа 𝑞:(︃
𝜋

√︃
1

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln

ln𝑥

ln 𝑞

)︃
(1 + 𝜃1(𝑥)) 6 S𝑀(P(𝑞))(𝑥) 6

(︃
𝜋

√︃
2

3

ln𝑥

ln 𝑞
− ln 2𝜋 − 1

2
ln 2

ln𝑥

ln 𝑞

)︃
·

·(1 + 𝜃2(𝑥)),

где 𝜃1(𝑥) → 0, 𝜃2(𝑥) → 0 при 𝑥→ ∞.

7. Заключение

В работе [6] и ряде последующих Б. М. Бредихин работал с понятием степенной плотно-
сти последовательности. Из вышеизложенного видно, что это понятие не работает в случае
моноидов, рассмотренных в данной работе . В работе [26] было дано естественное новое опре-
деление.

Определение 3. Последовательность𝑀 натуральных чисел имеет 𝐶 логарифмическую
𝜃-степенную плотность, если для функции 𝜈𝑀 (𝑥), заданной равенством

𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥

1,

справедливо равенство

lim
𝑥→∞

ln 𝜈𝑀 (𝑥)

ln𝜃 𝑥
= 𝐶, 𝐶 > 0, 𝜃 > 0.

Из результатов данной работы следует, что энтропия, рассмотренная в разделах 2 и 3
подчиняется закону логарифмической 1

2 -степенной плотности.
В случае основного моноида типа 𝑞 для энтропии не удалось доказать существование

асимптотики, а установлены только оценки снизу и сверху.
Таким образом, остается открытым вопрос о существовании логарифмической 1

2 -степенной
плотности для энтропии основного моноида типа 𝑞 и, если она существует, то о величине
константы 𝐶.

В заключение авторы выражают свою благодарность профессору В. Н. Чубарикову за
полезные обсуждения и внимание к работе.
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