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Аннотация

В работе доказана теорема о разложении действительных чисел по мультипликативной
системе чисел. Особое внимание обращено на “явные формулы” и условия единственности
таких представлений. Здесь найдено, что последовательность остатков в этом разложении
имеет равномерное распределение. Данное утверждение обобщает известный результат
Харди–Литтлвуда для позиционных систем счисления. В основе доказательства лежат
два утверждения: критерий Г.Вейля равномерного распределения последовательности по
модулю единица и теоретико-вероятностная лемма Бореля–Кантелли.
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Abstract

In this paper theorems on the expression of real numbers on multiplicative number system.
It pay a special attention to “explicit formulas” and conditions of the uniqueness of such
representations. Here is found that the sequence remainders in this expansion has the uniform
distribution. The given statement generalises the known result of Hardy–Littlewood for a
positional system of calculus. On the base of proof lie two statement: the Weyl’s criteria of
the uniform distribution of a sequence modulo unit and the theoretic-probability lemma of
Borel–Cantelli.
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Введение

В настоящей статье дано обобщение известной теоремы Харди–Литтлвуда (1914) о равно-
мерном распределении последовательности остатков вида

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝛼) = {𝑞𝑛−1𝛼}

в 𝑞-ичном разложении почти всех (в смысле меры Лебега) действительных чисел 𝛼, где 𝑞 > 1—
натуральное число.

1. Методы исследования

В основе исследования лежат критерий Г.Вейля равномерного распределения последова-
тельности по модулю единица и теоретико-вероятностная лемма Бореля–Кантелли.
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2. Формулировка основных результатов

Основная теорема. Для почти всех действительных чисел 𝑎 из полуинтервала [0, 1) (в
смысле меры Лебега) последовательность 𝑥𝑛 = {𝑞𝑛𝑞𝑛−1 . . . 𝑞1𝑎} равномерно распределена по

модулю единица, где 𝑞𝑘 ≥ 2, 𝑘 ≥ 1 — последовательность натуральных чисел.

Последовательность 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑎) представляет собой последовательность остатков в разло-
жении числа 𝑎 по мультипликативной системе чисел. Определения даны в следующем пара-
графе.

3. Разложение действительных чисел по мультипликативной си-
стеме чисел

3.1. Разложение натуральных чисел. Пусть задана произвольная последовательность
натуральных чисел 𝑞𝑘 ≥ 2, 𝑘 ≥ 1. Определим мультипликативную систему натуральных чисел
𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 0, вида

𝑚0 = 1,𝑚𝑘 = 𝑚𝑘−1𝑞𝑘, 𝑘 ≥ 1. (1)

Любое натуральное число 𝑎 ≥ 1 единственным образом представимо в виде

𝑎 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎̄𝑘𝑚𝑘, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 ≤ 𝑞𝑘 − 1,

где 𝑎̄𝑘 — целые, а число 𝑛 определяется из условий 𝑚𝑛 ≤ 𝑎 < 𝑚𝑛+1.
При 𝑘 ≥ 0 положим

𝑎̄𝑘 =

[︂
𝑎

𝑚𝑘

]︂
− 𝑞𝑘+1

[︂
𝑎

𝑚𝑘+1

]︂
.

3.2. Разложение действительных чисел. Рассмотрим теперь 𝑎 — любое действитель-
ное число из полуинтервала [0, 1). Говорят, что число 𝑎 представимо в виде ряда

𝑎 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 ≤ 𝑞𝑘+1 − 1, (2)

где при 𝑘 ≥ 0 числа 𝑎̄𝑘 — целые и 𝑎̄0 могут принимать два значения либо 0, либо 1, причем
для любого натурального числа 𝑛 справедливо неравенство

𝑎−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

< 𝑚−1
𝑛 . (3)

Теорема 1. Любое действительное число единственным образом представимо в виде (2)

и (3).

Доказательство см. [1], теорема 1.
3.3. Остатки в разложении действительных чисел. Определим при 𝑛 ≥ 1 последо-

вательность {𝑥𝑛}. Положим

𝑎 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

+
𝑥𝑛
𝑚𝑛

, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1, 𝑎̄0 = 0.

Для любого 𝑛 ≥ 1 находим

𝑎̄𝑛
𝑚𝑛

+
𝑥𝑛
𝑚𝑛

=
𝑥𝑛−1

𝑚𝑛−1
, 𝑎̄𝑛 + 𝑥𝑛 = 𝑞𝑛𝑥𝑛−1.
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Следовательно,
𝑎̄𝑛 = [𝑞𝑛𝑥𝑛−1], 𝑥𝑛 = {𝑞𝑛𝑥𝑛−1}.

Отсюда получим
𝑥𝑛 = {𝑞𝑛𝑞𝑛−1 . . . 𝑞1𝑎}.

Здесь мы воспользовались тем, что для любых натуральных чисел 𝑚 и 𝑛 и любого действи-
тельного числа 𝛼 из промежутка [0, 1) справедливо тождество

{𝑚{𝑛𝛼}} = {𝑚𝑛𝛼}.

3.4. Законы распределения остатков в разложении действительных чисел. Далее
пусть число 𝑎, 0 ≤ 𝑎 < 1, представимо в виде (2) и (3), и пусть при 0 ≤ 𝑡 < 1 определена
периодическая функция 𝜒𝑡(𝑥+ 1) = 𝜒𝑡(𝑥) вида

𝜒𝑡(𝑥) =

{︃
1, если 0 ≤ 𝑥 < 𝑡,

0, если 𝑡 ≤ 𝑥 < 1.

Тогда число 𝑃 (𝑁 ; 𝑡) членов последовательности 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑎), 𝑛 ≤ 𝑁, лежащих в полуинтервале
[0, 𝑡) равно

𝑃 (𝑁 ; 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜒𝑡(𝑥𝑛).

Если же существует предел

lim
𝑁→∞

𝑃 (𝑁 ; 𝑡)

𝑁
= 𝜎(𝑡),

то функция 𝜎(𝑡) называется законом распределения последовательности {𝑥𝑛}. Тогда для лю-
бого действительного числа 𝑡 справедливы соотношения

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃𝑛(𝛼) 𝑑𝛼 =

1∫︁
0

𝑑𝜎(𝛼),

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

(𝑃𝑛(𝛼)− 𝜎(𝑡))2 𝑑𝛼 = lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃 2
𝑛(𝛼) 𝑑𝛼− 𝜎2(𝑡).

По лемме Бореля–Кантелли последних двух соотношений обычно достаточно для установле-
ния закона распределения последовательности {𝑥𝑛}.

В частности, для равномерного распределения последовательности {𝑥𝑛} на отрезке [0, 1]
имеем 𝜎(𝑡) = 𝑡 и

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃𝑛(𝛼; 𝑓) 𝑑𝛼 =

1∫︁
0

𝑓(𝛼) 𝑑𝜎(𝛼),

где

𝑃𝑛(𝑡; 𝑓) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜒𝑡(𝑥𝑘)).

3.5. Равномерное распределение остатков в разложении действительных чисел.

Основная теорема. Для почти всех действительных чисел 𝑎 из полуинтервала [0, 1) (в
смысле меры Лебега) последовательность 𝑥𝑛 = {𝑞𝑛𝑞𝑛−1 . . . 𝑞1𝑎} равномерно распределена по

модулю единица, где 𝑞𝑘 ≥ 2, 𝑘 ≥ 1 — последовательность натуральных чисел.
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Доказательство. Воспользуемся критерием Г.Вейля равномерного распределения после-
довательности по модулю 1. Положим 𝑄𝑛 = 𝑞𝑛𝑞𝑛−1 . . . 𝑞1,

𝑆𝑛(𝑎) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒2𝜋𝑖ℎ𝑄𝑘𝑎,

где ℎ ̸= 0 — любое фиксированное целое число.
Тогда условие равномерной распределенности последовательности 𝑥𝑛 по модулю 1 эквива-

лентно тому, что

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑎) = 0.

Далее, имеем
1∫︁

0

|𝑆𝑛(𝑎)|2 𝑑𝑎 =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=1

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖ℎ(𝑄𝑘−𝑄𝑙)𝑎𝑑𝑎 =
1

𝑛
,

поскольку
1∫︁

0

𝑒2𝜋𝑖𝑚𝛼𝑑𝛼 =

{︃
1, если 𝑚 = 0,

0, если 𝑚 ̸= 0,𝑚 ∈ Z.

Отсюда при 𝑛 = 𝑞4 находим, что неравенство |𝑆𝑞4 | > 𝑞−1/2 справедливо на множестве 𝐸𝑞, мера
𝜇 = 𝜇(𝐸𝑞) которого не превосходит 𝑞−3. Действительно,

1

𝑞4
=

1∫︁
0

|𝑆𝑞2(𝑎)|2 𝑑𝑎 ≥ 𝑞−1𝜇𝐸𝑞, 𝜇𝐸𝑞 ≤ 𝑞−3.

Следовательно, для любого натурального 𝑝 мера 𝜇(𝐸′
𝑝) множества 𝐸

′
𝑝 = ∪

𝑞≥𝑝
𝐸𝑞 не превосходит

𝜇(𝐸′
𝑝) ≤

∞∑︁
𝑞=𝑝

𝜇(𝐸𝑞) ≤
∞∑︁
𝑞=𝑝

𝑞−3 ≤ 𝑝−3 +

∞∫︁
𝑝

𝑑𝑡

𝑡3
= 𝑝−3 + 2𝑝−2 ≤ 3𝑝−2.

Стало быть, множество 𝐸′ =
∞
∩
𝑝=1

𝐸′
𝑝 имеет меру нуль. Это и доказывает теорему 2.

4. Обсуждение результатов

А.О.Гельфонд обобщил теорему теорему Харди–Литтлвуда на 𝑞 = 𝜃-ичные разложения,
𝜃 > 1 и нашел закон распределения последовательности остатков при произвольном неце-
лом 𝜃 для почти всех (в смысле меры Лебега) действительных чисел 𝛼 из промежутка [0, 1).
А.О.Гельфонд также нашел интересные свойства закона распределения в случае, когда 𝜃 яв-
ляется числом Пизо–Виджаярагхавана.

5. Заключение

Предполагается продолжить исследования законов распределения остатков в других си-
стемах счисления, в частности, связанных со специальными алгебраическими числами.
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