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Аннотация

В статье описывается метод и приводятся некоторые результаты численной оценки
эффективного коэффициента Био пористого материала. Оценка производится путём про-
ведения расчёта на представительном объёме материала. Внешняя граница представитель-
ного объёма жёстко фиксируется, а к поверхности пор прикладывается давление. Краевая
задача теории упругости с данными граничными условиями решается численно, с помо-
щью отечественной CAE-системы "Фидесис". Поле напряжений, полученное в результате
решения, осредняется по объёму. Эффективный коэффициент Био вычисляется из осред-
нённого тензора напряжений.

Сравнение численных результатов для эффективного коэффициента Био с аналитиче-
ским решением проведено на простейшей модели - кубе со сферической полостью. Для
разных пористостей и для разных коэффициентов Пуассона материала показано, что по-
грешность составляет не более 5%. Также проведена оценка эффективного коэффициента
Био для моделей с более сложной формой поры. Численные результаты показывают на-
личие существенной анизотропии в полученных коэффициентах Био.
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Abstract

In this article, a method and some results of the numerical estimation of effective Biot’s
coefficient of a porous material are described. The estimation is made by carrying out the
calculation on a representative volume element (RVE) of the material. The outer boundary
of the RVE is rigidly fixed, and pressure is applied to the surface of the pores. The elasticity
boundary value problem with given boundary conditions is solved numerically, using the Russian
CAE-system "Fidesys". The stress field obtained as a result of the solution is averaged over the
volume. Effective Biot’s coefficient is calculated from the averaged stress tensor.

Comparison of the numerical results for the effective Biot coefficient with the analytical
solution is carried out on the simplest model - a cube with a spherical pore. For different
porosities and for different Poisson’s ratios of the material, it is shown that the error is no
more than 5%. Effective Biot’s coefficient is also estimated for models with a more complex
pore shape. Numerical results show the presence of significant anisotropy in obtained Biot’s
coefficients.

Keywords: theory of elasticity, poroelasticity, rock physics, homogenization, Biot’s coefficient,
numerical simulation

Bibliography: 22 titles.

For citation:
M. Ya. Yakovlev, A. A. Semykin, V. A. Levin, 2022, "Method and Some Results of Numerical
Estimation of Effective Biot’s Coefficient of Rocks" , Chebyshevskii sbornik, vol. 23, no. 4, pp. 382–
393.

1. Введение

Численное моделирование задач геомеханики в настоящее время является всё более и бо-
лее актуальным. Моделирование производится на масштабе керна, на масштабе скважины [1]
и на масштабе целого месторождения [2]. Одной из важных задач такого моделирования яв-
ляется вычисление напряжённо-деформированного состояния горной породы. При этом для
описания поведения породы используются модели механики деформируемого твёрдого тела -
в частности, теории упругости и пластичности.
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Горная порода представляет собой неоднородную среду, поэтому для неё актуальна задача
оценки эффективных механических характеристик - точно так же, как для композиционных
[3] и пористых [4] материалов, решётчатых изделий аддитивного производства, метаматери-
алов [5], биологических тканей [6] и т.п. Но, в отличие от перечисленных видов материалов,
порода зачастую представляет собой пороупругую среду, насыщенную жидкостью. В такой
среде деформация твёрдого каркаса и движение жидкости по внутренним полостям (порам
и трещинам [7]) влияют друг на друга. Одним из параметров пороупругой среды является
коэффициент Био связывающий поровое давление и напряжения в материале. Масштаб по-
ры/трещины и масштаб, на котором решаются задачи геомеханики, как правило, существенно
различаются. В связи с этим, актуальной является задача численной оценки эффективных по-
роупругих характеристик горной породы.

В данной работе предложен метод и описаны некоторые результаты численной оценки
эффективного коэффициента Био пористой среды. Оценка производится путём проведения
конечноэлементных расчётов на представительном объёме среды (либо её ячейке периодично-
сти) с последующим осреднением результатов. Метод оценки аналогичен расчёту эффектив-
ных механических [8] [9] [10] [11] и теплофизических [12] характеристик гетерогенной среды.
Расчёты проводятся с помощью отечественной CAE-системы "Фидесис"[13] [14].

2. Алгоритм численной оценки эффективного коэффициента

Био

Исследования различных эффективных свойств горных пород ведутся достаточно долгое
время. Существуют методики натурных экспериментов [15], позволяющие оценивать механи-
ческие и физические свойства породы. Также существуют различные аналитические решения
[16], позволяющие оценить механические свойства породы в простейших (модельных) случа-
ях. Авторы данной статьи в прошлых работах представляли алгоритмы оценки эффективных
упругих и теплофизических характеристик горных пород [17], основанные на проведении чис-
ленных расчётов на представительном объёме керна. Такие алгоритмы позволяют, в частно-
сти, оценить эффективные упругие характеристики породы с учётом предварительного нагру-
жения, к примеру, поровым давлением [18]. В данной работе исследуются именно пороупругие
свойства породы - эффективные коэффициенты Био.

Основателем пороупругости заслуженно считается бельгийско-американский учёный Мо-
рис Энтони Био. В его работах [19] [20] описана формула, которая фактически является опре-
делением коэффициента Био:

𝛼 = 1− 𝐾𝐷

𝐾𝑆
(1)

Здесь 𝛼 – коэффициент Био, 𝐾𝐷 – модуль объёмного сжатия "сухого"скелета породы, 𝐾𝑆 –
модуль объёмного сжатия минерала (сплошного материала, без пор). Таким образом, коэф-
фициент Био горной породы может быть вычислен при известных модулях объёмного сжатия
самой породы и сплошного однородного минерала, её составляющего. Модуль объёмного сжа-
тия минерала, как правило, известен из литературы (либо может быть оценен при помощи
эксперимента). Модуль объёмного сжатия скелета может быть оценен с помощью аналитиче-
ских формул, а также с помощью натурных экспериментов либо численных расчётов.

В данной работе используется другой подход к оценке коэффициента Био пористой сре-
ды, основанный на использовании метода расчёта на представительном объёме (либо ячейке
периодичности) материала. Рассматривается закон Био-Терцаги для анизотропных упругих
материалов [21], записанный в виде:

𝜎 = 𝐶 : 𝜖− 𝛼𝑝𝐼 (2)
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Здесь 𝜎 – тензор напряжений, 𝜖 – тензор деформаций, 𝐶 – тензор модулей упругости (четвёр-
того ранга), 𝑝 – поровое давление, 𝐼 – единичный тензор, : - знак двойной скалярной свёртки.

Формула (2) иллюстрирует, что при нулевых деформациях напряжения в среде полно-
стью вызываются поровым давлением. Исходя из этой формулы, мы можем дать следующее
определение: эффективный коэффициент Био пористой среды - это отношение эффективных
напряжений, возникших в материале вследствие порового давления, к величине этого поро-
вого давления с противоположным знаком.

Пользуясь данным определением, опишем метод численной оценки эффективного коэф-
фициента Био. Рассматривается геометрическая модель, являющаяся представительным объ-
ёмом пористой среды в форме прямоугольного параллелепипеда. (Представительным называ-
ется объём, достаточно большой для того, чтобы на нём можно было провести эксперименты
либо сделать измерения, по результатам которых можно сделать обоснованный вывод о пове-
дении материала в целом.) На представительном объёме решается статическая краевая задача
теории упругости [22]:

∇ · 𝜎 = 0 (3)

Граничные условия представляют собой нулевые перемещения всех точек границы Γ предста-
вительного объёма, что обеспечивает нулевые средние деформации в модели:

𝑢|Γ = 0 (4)

Кроме того, к поверхности внутренних пор прикладывается одинаковое фиксированное дав-
ление 𝑝𝑒.

Описанная краевая задача теории упругости решается численно, с помощью отечественной
CAE-системы "Фидесис использующей метод конечных элементов. Полученное в результате
решения поле тензора напряжений осредняется по объёму:

𝜎𝑒 =
1

𝑉

∫︁
𝑉

𝜎𝑑𝑉 (5)

Нет гарантии, что тензор напряжений 𝜎𝑒, осреднённый по объёму путём численного интегри-
рования по всем конечным элементам, будет содержать ненулевые элементы лишь на диагона-
ли, и эти элементы будут равны между собой. Поэтому при данном подходе (как это обычно
бывает при оценке любых эффективных свойств путём расчёта на представительном объё-
ме) предполагается наиболее общий случай анизотропной пороупругости, когда 𝛼 является
тензором второго ранга. Эффективные коэффициенты Био вычисляются по формуле:

𝛼𝑖𝑗 = −
𝜎𝑒𝑖𝑗
𝑝𝑒

+ 𝜑𝐼 (6)

Здесь 𝜑 – пористость модели (отношение объёма пор к общему объёму). Второе слагаемое
в правой части формулы (6) возникает вследствие того, что пороупругая среда содержит не
только твёрдый скелет, но и собственно поры - поэтому эффективный тензор напряжений
включает в себя не только суммарные напряжения в скелете, но также и суммарное поровое
давление. Вклад порового давления в 𝜎𝑒 равен −𝜑𝑝𝑒𝐼.

Если вычисленный тензор эффективных коэффициентов - диагональный, то полученный
эффективный материал является ортотропным (с точки зрения пороупругости). В этом случае
его пороупругие свойства характеризуются тремя коэффициентами 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. Если же эти
коэффициенты совпадают с достаточной точностью, то эффективный материал - изотропный,
и его пороупругие свойства характеризуются единственным коэффициентом Био 𝛼.
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3. Численные результаты

Описанный алгоритм был реализован численно в виде исследовательской программы с ис-
пользованием CAE Fidesys. Для тестирования разработанной программы были проведены мо-
дельные расчёты на простейшей модели пористого материала - кубе со сферической полостью
в центре (рис. 1). На данной модели проводились три серии расчётов эффективного коэффи-

Рис. 1: Конечноэлементная сетка на модели пористой среды

циента Био: для значений коэффициента Пуассона материала в 0.2, 0.3 и 0.4. Во всех трёх
сериях исследовалась зависимость эффективного коэффициента Био от пористости, которая
варьировалась от 5% до 30%. Результат каждого численного расчёта сравнивался с коэффи-
циентом Био, вычисленным по формуле 1. Модуль объёмного сжатия сплошного материала
(минерала) был известен, а модуль объёмного сжатия "сухого"скелета оценивался численно, с
помощью многократно оттестированного и апробированного программного модуля "Фидесис
Композит"в составе CAE "Фидесис". Результаты сравнения показаны на графиках на рис.
2. Графики зависимости коэффициента Био, полученного численно, от пористости материа-
ла изображены прерывистой чёрной линией, полученного аналитически - сплошной зелёной
линией. Как видно из графиков, численные и аналитические результаты совпадают с хоро-
шей точностью. Погрешность составляет не более 5%. Приведённые результаты позволяют
утверждать о корректности разработанного алгоритма и исследовательской программы.

В отличие от аналитической оценки по формуле (1), численный расчёт с помощью выше-
описанного алгоритма позволяет вычислить эффективный коэффициент Био в случаях, когда
горная порода, к примеру, состоит из нескольких минералов с разным модулем объёмного сжа-
тия - или когда пороупругие свойства среды получаются анизотропными вследствие формы
пор. Было рассмотрено усложнение модели, представленной на рис. 1 - вместо сферической
в центре куба располагалась пора в форме вытянутого вдоль оси 𝑋 эллипсоида вращения,
как показано на рис. 3. Для данной усложнённой модели проводены две серии расчётов (для
пористостей 20% и 30%). Эффективный материал получился ортотропным с существенной
анизотропией. Исследовалась зависимость коэффициентов Био 𝛼𝑦 (либо 𝛼𝑧) и 𝛼𝑥 от соотно-
шения полуосей эллипсоида. Графики для материала с пористостью 20% показаны на рис. 4
График для коэффициентов 𝛼𝑦 и 𝛼𝑧 показан чёрной штриховой линией с коротким штри-
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Рис. 2: Графики зависимости эффективного коэффициента Био от пористости

Рис. 3: Модель пористой среды с порами в форме вытянутого эллипсоида

хом, для коэффициента 𝛼𝑥 - синей штриховой линией с длинным штрихом. Зелёной линией
изображена величина коэффициента Био изотропной модели с такой же пористостью. При
увеличении эллиптичности (т.е. отношения большой полуоси к малым) эллипсоида 𝛼𝑦 и 𝛼𝑧
монотонно и практически линейно увеличиваются, 𝛼𝑥 - уменьшается. При максимальной эл-
липтичности (порядка 1,55) отношение больших коэффициентов Био к меньшему составляет
около 1,17 - что является довольно существенной анизотропией.

На рис. 5 представлен аналогичный график для пористости 30%. Линии для эффективных
коэффициентов Био выглядят, как и на предыдущем графике. При максимальной эллиптич-
ности (порядка 1,3) отношение коэффициентов Био 𝛼𝑦 и 𝛼𝑧 к 𝛼𝑥 составляет примерно 1,11.
Можно сделать вывод, что "вытягивание"поры вдоль одной оси при сохранении пористости
не оказывает существенного влияния на средний коэффициент Био: эффективный коэффи-
циент Био в направлении "вытягивания"уменьшается, но в то же самое время увеличиваются
коэффициенты в двух других направлениях.

Также был рассмотрен ещё один вариант формы поры - не вытянутый, а сплюснутый в
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Рис. 4: Графики зависимости эффективных коэффициентов Био от эллиптичности поры в
форме вытянутого эллипсоида для пористости 20%

Рис. 5: Графики зависимости эффективных коэффициентов Био от эллиптичности поры в
форме вытянутого эллипсоида для пористости 30%

направлении оси 𝑋 эллипсоид вращения. Для такой формы поры также проведены две серии
расчётов (для пористостей 20% и 30%) с целью исследования зависимости эффективных ко-
эффициентов Био от соотношения полуосей эллипсоида. Эффективный материал аналогично
получился ортотропным с существенной анизотропией. Графики для пористости 20% пока-
заны на рис. 6. Как видно из графиков, при увеличении эллиптичности поры от единицы до
примерно 2,5 эффективный коэффициент Био 𝛼𝑥 увеличивается весьма существенно, почти в
полтора раза. Коэффициенты 𝛼𝑦 и 𝛼𝑧 при этом сначала незначительно уменьшаются (пример-
но на 3%), а при дальнейшем увеличении эллиптичности начинают расти и даже превышают
свои значения, наблюдаемые для поры сферической формы (изотропный случай).

На рис. 7 представлен аналогичный график для пористости 30%. Линии для эффективных
коэффициентов Био выглядят аналогично предыдущему графику. При увеличении эллиптич-
ности поры от единицы до примерно 1,65 эффективный коэффициент Био 𝛼𝑥 увеличивает-
ся примерно на четверть. Коэффициенты 𝛼𝑦 и 𝛼𝑧 при этом также сначала незначительно
уменьшаются, а при дальнейшем увеличении эллиптичности начинают расти и почти дохо-
дят до своих значений, наблюдаемых при сферической форме поры (изотропный случай).
Можно сделать вывод, что "сжимание"поры вдоль одной оси при сохранении пористости уве-
личивает средний коэффициент Био: эффективный коэффициент Био в направлении "сжима-
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Рис. 6: Графики зависимости эффективных коэффициентов Био от эллиптичности поры в
форме сплюснутого эллипсоида для пористости 20%

Рис. 7: Графики зависимости эффективных коэффициентов Био от эллиптичности поры в
форме сплюснутого эллипсоида для пористости 30%

ния"существенно увеличивается, при этом коэффициенты в двух других направлениях сна-
чала незначительно уменьшаются, а при дальнейшем "сжимании"и вовсе начинают расти.

В целом, приведённые результаты показывают возможность возникновения существенной
анизотропии в пороупругих характеристиках пористой среды при геометрической анизотро-
пии порового пространства. Неучёт такой анизотропии при моделировании пористой среды
может отрицательно сказаться на точности результатов численных расчётов.

4. Заключение

В статье представлен разработанный алгоритм численной оценки эффективного коэффи-
циента Био пористой среды (горной породы). Алгоритм реализован с помощью метода ко-
нечных элементов в виде исследовательской программы, использующей отечественную CAE-
систему "Фидесис". Проведена верификация программы путём сравнения вычисленных эф-
фективных коэффициентов Био с аналитической формулой на простейшей модели ячейки
пористой среды в виде куба со сферической полостью в центре. Сравнение с аналитическим
решением показало хорошую точность, погрешность составляет не более 5% для разных по-
ристостей и разных коэффициентов Пуассона материала. После верификации проведено ис-
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следование эффективных коэффициентов Био для усложнённой модели пористой среды, в
которой пора имеет форму эллипсоида. Продемонстрирована существенная анизотропия вы-
численных эффективных пороупругих свойств.
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