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Аннотация

В данной работе представлен и реализован алгоритм, выполняющий топологическую
оптимизацию распределения массы двумерного тела под нагрузкой. Конечной целью ал-
горитма является минимизация веса тела при ограничении на максимальные напряжения
в его точках. За основу взята идея переменной плотности, а также алгоритм BESO, до-
бавляющий и удаляющий элементы в зависимости от узловых напряжений.

Алгоритм использует метод конечных элементов и представляет из себя итеративный
процесс, на каждом шаге которого сначала происходит вычисление напряжений в теле при
помощи CAE Fidesys, а затем результаты расчёта анализируются. По результатам анали-
за модули Юнга в узлах конечноэлементной сетки изменяются, чтобы отражать новое
распределение массы, скорректированное для лучшего соответствия нагрузкам. Особен-
ностью используемого подхода является использование целевой функции со слагаемым,
которое представляет из себя сумму квадратов разностных производных плотности по
четырём направлениям. Это позволяет избежать резких изменений плотности и возникно-
вения решётчатых структур на ранних итерациях. Для определения плотностей на каждой
итерации используется модификация метода градиентного спуска Adam.

Реализованный алгоритм верифицирован на ряде тестовых примеров для плоских ста-
тических задач теории упругости. Приведены результаты расчетов, выполнено сравнение с
результатами, полученными другими авторами. Для одной из задач представлены резуль-
таты расчетов на разных сетках, которые позволяют сделать вывод о сеточной сходимости
алгоритма.

Ключевые слова: топологическая оптимизация, структурно-неоднородный материал,
прочностной инженерный анализ, Fidesys, градиентный спуск.
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Abstract

This paper presents and implements an algorithm that performs topological optimization of
the mass distribution of a two-dimensional body under load. The ultimate goal of the algorithm
is to minimize body weight under stress constraints at the points of the body. The approach is
based on the idea of variable density and the BESO algorithm that adds and deletes elements
depending on stresses.

The algorithm uses the finite element method and is an iterative process. At each iteration
the stresses in the body are calculated using CAE Fidesys, and then the calculation results are
analyzed. According to the analysis, Young’s moduli at the nodes of the finite element mesh are
changed to reflect new mass distribution adjusted for better compliance with loads.

The specific feature of the used approach is utilization of objective function with the special
term. This term is the sum of the squares of the differential derivatives of density in four
directions. This feature permits one to avoid sharp changes in density and the appearance
of lattice structures in the early iterations. The Adam gradient method is used to determine
densities at each iteration.

The implemented algorithm is verified on a number of test cases for plane static problems
of the theory of elasticity. The results of computations are presented. A comparison is made
with the results obtained by other authors. For one of the problems, the results of calculations
on different grids are given. These results allows one to conclude about the grid convergence of
the algorithm.

Keywords: topological optimization, structurally inhomogeneous material, engineering
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1. Введение

Топологическая оптимизация — подход, призванный сократить массу тела и распределить
её так, чтобы оно продолжало выдерживать заданные нагрузки и соответствовало другим
наложенным на него требованиям [1, 2]. Топологическая оптимизация применяется в разных
отраслях промышленности. С её помощью изготавливают педали, ручки, детали двигателей.
Но наибольшую важность этот подход имеет в авиастроении и космической отрасли, где умень-
шение веса конструкции позволяет существенно сократить расходы на топливо [3, 4]. Сейчас
важность топологической оптимизации возрастает в связи с активным развитием аддитив-
ных технологий, которые позволяют создавать конструкции практически любой формы, что
уменьшает ограничения на их сложность и даёт возможность производить в промышленных
масштабах детали так называемого бионического дизайна, форма которых определяется в
результате оптимизации [5]. Примеры применения топологической оптимизации и обзор су-
ществующего программного обеспечения для её реализации приведены в [6].

Существуют разные подходы к топологической оптимизации [7, 8, 9]. Все они прежде всего
строят в проектной области расчетную сетку. Построение различных видов сеток описано в
[10, 11, 12, 13]. После построения сетки постепенно уменьшают количество материала в одних
частях сетки и увеличивают в других, пока не получают итоговую конструкцию.

Одной из известных проблем, возникающих при топологической оптимизации, является
проблема «шахматного поля» (рис. 1). Она возникает, когда количество материала в некото-
рой области конструкции является избыточным, а нагрузка распределена по ней приблизи-
тельно равномерно. Тогда алгоритмы оптимизации, использующие дискретное представление
элементов, часто начинают беспорядочно удалять отдельные элементы из описанной области,
приводя к «шахматной» структуре. В реальности такая «шахматная» конструкция приво-
дила бы к концентрациям напряжений и разрушению, поэтому при разработке алгоритмов
топологической оптимизации следует стремиться к тому, чтобы избежать возникновения та-
ких структур. Одним из методов, позволяющих это сделать, является введение переменной
плотности конструкции [14].

Рис. 1: Пример «шахматной» конструкции

Некоторые методы, такие как ESO и BESO, работают с элементами дискретно: каждый
элемент проектной области либо входит в оптимизируемую конструкцию, либо нет (рис. 2).
Другие методы, например, такие, как SIMP, вводят понятие плотности элементов, которая
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задается вещественным числом на отрезке от 0 до 1 (рис. 3). Подробнее эти методы изложены
в [3, 15, 7].

Рис. 2: Пример конструкции с дис-
кретной плотностью: каждого эле-
мента либо нет (серый цвет), либо он
есть (другие цвета)

Рис. 3: Пример конструкции с непре-
рывной плотностью

В методах, использующих переменную плотность, существует два подхода к интерпрета-
ции результатов плотности, отличной от 0 или 1. Один из них заключается в том, чтобы на
завершающем этапе работы алгоритма оптимизации избавляться от участков с такой плотно-
стью, постепенно сводя её к 0 или 1. Другой подход [16] заключается в построении решётчатой
структуры с толщиной решётки, зависящей от плотности (рис. 4). Такие решётчатые струк-
туры могут использоваться, например, при изготовлении деталей при помощи аддитивных
технологий [17].

Иногда возникает необходимость проектировать конструкцию под несколько разных нагру-
зок одновременно. Один из методов топологической оптимизации, позволяющих это сделать,
изложен в [18].

Рис. 4: Пример конструкции с решётчатой структурой, взятый из [16]
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2. Механическая постановка задачи топологической оптимиза-

ции

Задана проектная область 𝑉 , в которой должен располагаться оптимизируемый элемент
конструкции (рис. 5). В этой области заданы граничные условия, которые определяют за-
крепление элемента конструкции и нагрузки, которые он должен выдерживать. В частности,
в области 𝑉 могут быть заданы точечные силы. Также известны свойства материала, из ко-
торого эта конструкция состоит, в том числе максимальные напряжения, которые он может
безопасно выдерживать.

Рис. 5: Пример проектной области и граничных условий

Задача — спроектировать такую конструкцию в области 𝑉 , чтобы она выдерживала задан-
ную нагрузку при выполнении ограничений на напряжения и при этом имела бы минимальную
массу.

3. Понятие плотности

В данной работе используется подход, в котором плотность точек тела варьируется в пре-
делах от нуля до единицы. Сразу оговоримся, что понятие плотности, принятое в топологи-
ческой оптимизации, отличается от того, которое обычно принято в механике. Определим его
строго:

𝜌(𝑥⃗) — непрерывное поле, определённое в проектной области 𝑉 и связанное с модулем
Юнга 𝐸 = 𝐸(𝑥⃗) соотношением

𝐸 = 𝜌𝐸max, (1)

где 𝐸max — заданный модуль Юнга материала.

В случае двумерных задач для пластин или оболочек [19, 20, 21, 22] плотность можно пред-
ставлять себе как толщину тела по третьему измерению в этой точке, поскольку чем толще
пластина или оболочка, тем более жесткой она является по отношению к прилагаемым на-
грузкам. В общем случае трёхмерных тел удобной аналогии нет. Можно считать, что в точках
с промежуточной плотностью материал имеет решётчатую или пористую структуру, но на де-
ле эффективные свойства таких материалов не всегда будут такими, какими предполагаются
свойства материалов с промежуточной плотностью в данной работе [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30].

В рамках подхода, принятого при решении задач топологической оптимизации, плотность
обычно является чисто математической абстракцией, нужной для того, чтобы алгоритм опти-
мизации лучше сходился и получаемая в результате его работы форма границы изделия была
более гладкой. Поскольку плотность в рамках такого подхода не имеет физического смысла,
предполагается, что в тех частях проектной области, где плотность не равна 0 или 1, она
будет заменена на 0 или 1 при интерпретации результатов работы алгоритма оптимизации.
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Многие методы топологической оптимизации, включая представленный в этой работе, исполь-
зуют разные приёмы, чтобы такие участки промежуточной плотности занимали в итоговом
результате как можно меньшую часть проектной области.

4. Математическая постановка задачи топологической оптимиза-

ции

Найти

𝜌(𝑥⃗) :

∫︁
𝑉
𝜌𝑑𝑉 → min (2)

такую, что

𝜎𝑚(𝑥⃗) < 𝜎кр(𝑥⃗) ∀𝑥⃗ ∈ 𝑉 (3)

в условиях задачи линейной упругости [31] для изотропного материала⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐸 = 𝜌𝐸max

𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝐸)
𝜀 = 1

2(∇𝑢⃗+ 𝑢⃗∇)
∇ · 𝜎 = 0

(4)

с граничными условиями

𝑢⃗ = 𝑢⃗0 на 𝐷1

𝑁⃗ · 𝜎 = 𝑃 0 на 𝐷2

𝐷1, 𝐷2 ⊂ 𝜕𝑉,
(5)

где 𝑉 –– проектная область,

𝜀 –– тензор деформаций,

𝜎 —- тензор напряжений,

𝜎𝑚 — значение напряжения по Мизесу,

𝜎кр — максимально допустимое значение напряжения по Мизесу,

𝑢⃗ — вектор перемещений,

𝑁⃗ — вектор единичной нормали к границе,

𝑃 0 — вектор граничных нагрузок,

𝐸 — модуль Юнга в точке тела,

𝐸𝑚𝑎𝑥 — модуль Юнга заданного материала,

𝐷1, 𝐷2 — границы, на которых заданы граничные условия по перемещениям и нагрузкам
соответственно.

Интеграл из соотношения (2) можно заменить на
∫︀
𝑉 𝑓(𝜌)𝑑𝑉 , где 𝑓 — возрастающая функ-

ция от плотности, требующая минимизации. Такая функция может использоваться например
для того, чтобы ограничить использование промежуточных значений плотности.

Возможны и другие математические постановки задачи оптимизации конструкций, напри-
мер, минимизация податливости конструкции при ограниченной массе [3], но в данной рабо-
те мы остановимся на постановке, приведённой выше. Задача топологической оптимизации
конструкции носит прикладной характер, поэтому первичной стоит признать именно механи-
ческую постановку — создание хорошей конструкции. Тем более, что методы оптимизации в
большинстве своём являются эвристическими, и точная математическая постановка играет не
очень большую роль.
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Рис. 6: Схема алгоритма топологической оптимизации, представленного в этой работе

5. Укрупненный алгоритм топологической оптимизации

Прежде всего задаётся проектная область на плоскости в форме прямоугольника. В об-
ласти строится равномерная квадратная сетка. Задаются граничные условия: закрепления
искомой конструкции в точках или на кривых и точечные, массовые и поверхностные силы,
действующие на элемент конструкции. Далее задаются свойства материала и максимальные
допустимые напряжения 𝜎кр.. Начальная плотность во всех узлах проектной области иници-
ализируется значением 𝜌нач = 0.5. После этого в цикле выполняется следующая последова-
тельность действий:

1. Выполняется конечноэлементный расчёт элемента конструкции с текущим распределе-
нием плотности, результатом которого является напряженно-деформированное состоя-
ние элемента конструкции в узлах сетки (массив напряжений).

2. Вычисляется предварительный набор плотностей в узлах сетки: 𝜌предв. = 𝜎𝑚/𝜎кр. При
этом минимально возможная плотность задается малым положительным числом (при
расчетах это число считалось равным 10−6), чтобы матрица жёсткости в методе конеч-
ных элементов не становилась сингулярной. Проблема сингулярности матриц жёсткости
описывается в [10], а также затрагивается в [23]. На последних итерациях плотностям, не
превысившим определённый порог, присваивается минимальное значение. Это делается
для того, чтобы в итоге все плотности были близки к 0 или 1.

3. После этого на основе предварительных значений плотностей и других параметров про-
исходит вычисление итоговых для данной итерации значений плотностей в узлах. Этот
процесс описан ниже.

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 6.
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6. Метод определения плотностей на на каждой итерации

Изложим подробно третий шаг алгоритма, приведенного в предыдущем параграфе. Пусть
имеется равномерная конечноэлементная сетка с шагом 𝑑 по вертикали и горизонтали. Под
[𝜌] будем понимать матрицу значений плотностей в узлах этой сетки, элементы этой матрицы
будем обозначать через 𝜌𝑘𝑙.

Вместо минимизации интеграла от плотности (2) решается задача о минимизации целевой
функции более сложного вида, а именно, находится

arg min
[𝜌]

𝐿([𝜌]), (6)

где
𝐿([𝜌]) = 𝐿материал.([𝜌]) + 𝐿перегруз.([𝜌]) + 𝐿град.([𝜌]). (7)

Слагаемые в правой части формулы (7) вычисляются следующим образом:

𝐿материал.([𝜌]) = 𝑏
∑︁
𝑘,𝑙

tanh(𝜋𝜌𝑘𝑙), (8)

𝐿перегруз.([𝜌]) = 𝑎
∑︁
𝑘,𝑙

(𝜌предв.𝑘,𝑙 − 𝜌𝑘,𝑙)+, (9)

𝐿град.([𝜌]) = 𝑐

⎡⎣∑︁
𝑘,𝑙

(︂
𝜌𝑘+1,𝑙 − 𝜌𝑘𝑙

𝑑

)︂2

+
∑︁
𝑘,𝑙

(︂
𝜌𝑘,𝑙+1 − 𝜌𝑘𝑙

𝑑

)︂2

+

+
∑︁
𝑘,𝑙

(︂
𝜌𝑘+1,𝑙+1 − 𝜌𝑘𝑙√

2 𝑑

)︂2

+
∑︁
𝑘,𝑙

(︂
𝜌𝑘+1,𝑙 − 𝜌𝑘,𝑙+1√

2 𝑑

)︂2
⎤⎦ . (10)

Здесь tanh — это гиперболический тангенс; 𝑎, 𝑏, 𝑐 — коэффициенты, изменяющиеся в зависи-
мости от итерации; операция (𝑥)+ означает max(𝑥, 0).

Суммирование в формулах (8) и (9) выполняется по всем узлам сетки, а в формуле (10) —
по тем узлам, в которых можно вычислить соответствующие разности.

Поясним смысл слагаемых в правой части формулы (6). Они нужны для того, чтобы про-
цедура оптимизации распределяла плотности на каждой итерации определённым образом.

𝐿материал. отражает количество материала, использованного в конструкции. Гиперболи-
ческий тангенс (см. график на рис. 7) применяется к плотности для того, чтобы сделать
невыгодным для алгоритма использование промежуточных её значений, и стимулировать её
стремиться к 0 или 1.

𝐿перегруз. показывает, насколько новые значения плотности меньше предварительных зна-
чений, вычисленных на втором шаге алгоритма. Слишком сильное уменьшение плотностей на
каждой итерации нежелательно, поскольку, скорее всего, это вызовет возникновение слишком
больших напряжений в элементе конструкции на следующей итерации.

𝐿град. представляет из себя сумму квадратов разностных производных по четырём направ-
лениям. По сути эта величина показывает, насколько резко изменяется плотность от элемента
к элементу. Как будет видно дальше на приведённом примере работы алгоритма, этот пока-
затель очень важен, поскольку его регулирование позволяет изменять плотность плавно на
ранних итерациях, чтобы избежать нежелательных вычислительных эффектов, в частности,
появления решётчатых структур. На поздних же итерациях коэффициент 𝑐, отвечающий за
влияние этого показателя в общей сумме, устремим к нулю, позволяя делать резкие переходы
от высокой плотности к низкой.

Для решения задачи (6) используется градиентный метод Adam [36].
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Рис. 7: График функции tanh(𝜋𝑥)

7. Программная реализация и пример работы алгоритма

Алгоритм, который приведён выше, реализован на языке Python. Для расчета напряженно-
деформированного состояния на соответствующих шагах алгоритма используется система
прочностного инженерного анализа CAE Fidesys [32, 33, 34, 35].

Для численных примеров, приведенных далее, выбрано число итераций, равное 20. Та-
кое число итераций, по нашему мнению, обеспечивает баланс между скоростью и качеством
работы алгоритма для этих примеров.

Значения коэффициентов 𝑎, 𝑏 и 𝑐 в формулах (8)–(10) при расчетах были заданы следую-
щим образом:

𝑎 = 1, (11)

𝑏 = 0.075 + 0.02𝑖, (12)

𝑐 = 6− 0.3𝑖, (13)

где 𝑖 — номер итерации, изменяющийся от 0 до 19.

Рассмотрим, как работает алгоритм, на следующем примере. Имеется пластина, закреп-
лённая с левого края, а к точке вблизи правого края вниз приложена сила (рис. 5). Задача
решалась в рамках линейной упругости при плоском напряженном состоянии. Проследим
изменения конструкции между итерациями алгоритма (рис. 8). Здесь синему цвету соответ-
ствует минимальная, почти нулевая плотность, а красному — плотность, равная единице.

На первых итерациях мы видим плавное изменение плотности — следствие высокого ко-
эффициента штрафа 𝑐 за ее резкое изменение. Далее этот коэффициент убывает, способствуя
меньшему вкладу производных в функцию штрафа 𝐿, что позволяет получить более четкие
границы конструкции. Параллельно растёт коэффициент штрафа за материал 𝑏, заставляя
алгоритм минимизации штрафа экономить материал, а также использовать меньше промежу-
точных значений плотности, поскольку они становятся необоснованно «дорогими». Наконец,
штраф за производные с уменьшением коэффициента 𝑐 становится малым и выкристаллизо-
вывается конструкция, почти полностью состоящая из материала плотности 0 или 1.
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𝑖 = 2 𝑖 = 6

𝑖 = 12 𝑖 = 15

𝑖 = 17 𝑖 = 20

Рис. 8: Состояние оптимизируемой конструкции для некоторых итераций (𝑖 — номер итера-
ции).

Исследуем теперь сеточную сходимость разработанного алгоритма. На рисунке 9 пред-
ставлены результаты работы алгоритма для рассмотренной выше задачи на разных сетках.
Можно заметить, что все сетки дают качественно похожую картину. Измельчение сетки уточ-
няет конструкцию, сохраняя при этом её структуру. Таким образом, мы можем говорить о
сеточной сходимости алгоритма.

8. Валидация

Приведённый в работе алгоритм был апробирован на некоторых задачах, описанных в [3].

Задача 1. В качестве проектной области рассматривается прямоугольная пластина (рис.
10). Она закреплена в трех узлах на левой границе, а к одному узлу внутри пластины прило-
жена вертикальная сила 𝑃 = 5000 кГс. Точка приложения силы находится на одном уровне
с центральным узлом закрепления. Конструкция выполнена из алюминиевого сплава с моду-
лем упругости 𝐸 = 7200 кГс/мм2 и коэффициентом Пуассона 𝜈 = 0.3. Задача решается для
плоского напряжённого состояния.

Сравнение решений, описаных в [3] и решений, полученных с использованием алгоритма,
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22× 44

44× 88 88× 176

Рис. 9: Результаты работы алгоритма на разных сетках

рассмотренного выше, можно видеть на рисунке 11. Отметим, что критерии оптимизации
в нашей работе и в статье [3] различны, что затрудняет сравнение. Поэтому при расчетах
мы использовали разные значения параметра максимальных напряжений 𝜎кр., и в результате
расчетов были получены конструкции разной площади. Среди этих конструкций оказались
такие, площадь которых примерно совпадает с площадью конструкций, полученных в [3]. Их
сравнение приведено на рисунке 11. Можно видеть, что конструкции имеют похожую форму,
хотя и не совпадают полностью.

Задача 2. В качестве проектной области рассматривается прямоугольная пластина (рис.
12). Закрепление производится в шести узлах. К одному узлу внутри области приложена
вертикальная сила 𝑃 = 10000 кГс. Точка приложения силы находится на одном уровне с
центральными узлами закрепления, причем ближе к правой тройке закрепленных узлов. Па-
раметры материала такие же, как и в предыдущей задаче.

Сравнение решений представлено на рисунке 13. Здесь отличий уже больше, чем в преды-
дущей задаче. В частности, решение, представленное в [3], обладает большим количеством
зон с низкой ненулевой плотностью. Также на модели на левом верхнем рисунке присутству-
ют «отростки» сверху и снизу. Авторы статьи [3] указывают, что эти «отростки» являются
нерациональными с точки зрения минимизации напряжений, и объясняют их наличие неко-
торыми особенностями своего алгоритма. Результат работы алгоритма, рассматриваемого в
данной работе, таких отростков не содержит.

9. Заключение

В данной работе предложен подход к оптимизации формы элемента конструкции на основе
расчета напряженно-деформированного состояния элемента конструкции методом конечных
элементов. Разработан итеративный алгоритм для оптимизации топологии. Его существенной
особенностью является использование целевой функции, содержащей дополнительные слагае-
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Рис. 10: Схема нагружения пластины в задаче 1

Рис. 11: Решения задачи топологической оптимизации для задачи 1, полученные в [3] (слева)
и в данной работе (справа)
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Рис. 12: Схема нагружения пластины в задаче 2

a)

Рис. 13: Решения задачи топологической оптимизации для задачи 2, полученные в [3] (слева)
и в данной работе (справа)

мые, введенные для повышения вычислительной устойчивости алгоритма оптимизации. Этот
алгоритм был реализован в виде программного модуля, выполняющего топологическую оп-
тимизацию плоской конструкции в прямоугольной проектной области.

Данный модуль был апробирован на нескольких задачах, описанных в [3], был проведён
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сравнительный анализ результатов его работы и результатов, полученных в [3], который вы-
явил у них общие черты.

Предложенный подход может быть в дальнейшем применен к оптимизации элементов кон-
струкций, изготовленных из нелинейно-упругих и вязкоупругих материалов, испытывающих
большие деформации [37, 38, 39], а также для задач теории наложения больших деформаций
[40, 41, 42].
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