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Аннотация

Статья посвящена предельному равновесию и локализации пластических деформаций
вдоль сдвиговых полос в пластических дилатирующих средах. Получены уравнения ха-
рактеристик систем уравнений для напряжений и скоростей в плоскодеформированном
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и исследована область гиперболичности. Приведена численная молель решения упруго-
пластической задачи галеркиновскими уравнениями на спектральных элементах высокого
прядка. Проведены численные эксперименты для линейной функции поверхности теку-
чести с целью установить границы диапазона возможных наклонов сдвиговых полос и
проэкзаминировать теоретические результаты.
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Abstract

The article is devoted to the limit plastic state and localization of plastic deformations
along shear bands in dilating media with a non-associative flow rule. The equations of the
characteristics of systems of equations for stresses and velocities in a plane strain state for an
arbitrary function of the yield surface dependenе on the first two invariants in the rigid-plastic
framework are obtained. Equations for stresses along the characteristics for the limit state
and the condition of their hyperbolicity are obtained. A numerical model of the solution of
the elastic-plastic problem by Galerkin equations on high-order spectral elements is presented.
Numerical experiments have been carried out for the linear function of the yield surface in order
to establish the boundaries of the range of possible slopes of the shear bands and to test the
theoretical results.
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1. Введение

Явление, часто наблюдаемое при пластическом деформировании - это образование лока-
лизованных полос сдвига (shear bands) При локализации большие деформации могут накапли-
ваться в уских полосах, являсь прекурсором дальнейшего разрушения. Это явление замечали
еще Кулон (1776), Треска (1864), Мор (1900) [1]. Локализация может встречается в разно-
образных твердых телах, например, полосы Людерса рамером в микрон в металлах (Надаи
(1950) [2]), полосы сдвига некоторой конечной ширины в глинах, грунтовых породах и гор-
ных массивах. Механизмы ответственные за образование полос сдвига сильно различаются
в зависимости от материала. Однако общей чертой может является то, что они возникают в
результате неустойчивости неупругого поведения.

Первыми основополагающим работами, получившими дальнейшее развитие, являются
работы Прандтля (1920) [3], предложившего концепцию жесткопластического тела, Хенки
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(1923)[4], Гейрингер (1930) [5], Михлина (1934)[6], Менделя (1942) [7]. Хиллом (1950) [8], Кача-
новым (1964) [9], Ивлевым (1966) [10], Фрейденталь (1958) [11] в рамках жесткопластическо-
го тела для материалов, поведение которых не зависит от давления построена теория линий
скольжения, линии представляют собой харатеристики определяющих гиперболических урав-
нений. Соколовским [12] уравнения расширены на среды с зависимоcтью от давления, сами
уравнения остались гиперболическими.

Плоская задача достаточно хорошо изучена на сегодняшний день. Задача является стати-
чески опредилимой и сводится к геометрическому расположению характеристических линий.
Полная система уравнений плоской задачи состоит из двух уравнений для скоростей и двух
уравнений для напряжений. При ассоциированном с условием пластичности законом течения
характеристики двух систем уравнений совпадают.

Немат-Нассер (1980) [13] указал на важность использования неассоциативных законов те-
чения для гранулированных сред как при малых, так и при больших деформациях. Вследствие
отсутствия нормальности с поверхностью текучести возникает несоосность главных направле-
ний девиаторов напряжений и девиаторов пластичских деформаций и образуются два различ-
ных направления характеристик. В геотехнике для материала Мора-Кулона эти направления
носят название Роско и Кулона.

Позже условия возникновния и направления поверхностей локализации в упруго - пласти-
ческих материалах были исследованы Хиллом (1958, 1962) [15, 16] Томасом (1960) [17], Мен-
делем (1964, 1966) [18, 19], Рудницким и Райсом (1975, 1976) [20, 21] как проявление неустой-
чивости. Основываясь на представлениях о неустойчивости для упругих тел (Адамар (1902)
[14]) условие бифуркации деформации, то есть, сингулярность упругопластического акусти-
ческого тензора, выводится из комбинации кинематики Максвелла и условия непрерывности
нормальных напряжений на поверхностях разрыва.

Ottosen (1991) [22] дал явное выражение наклонов линий сдвига плоской задаче и показал.
Бифуркационный анализ допускает возможность целого спектра между этими напрввлениями

Механизм локализаций на сегодняшний день до конца не изучен. Современные иссле-
дования прибегают к численному моделированию локализационных процессов, например,
[27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

В связи с этим, в данной работе выписываются уравнения харатеристик напряжений и
скоростей и соотношения вдоль них в рамках жестко-пластическог тела для материалов с за-
висимотью от давления для функции поверхности текучести произвольного вида. Приводятся
теоритические решения для двух геометрических типов линий скольжения: логарифмические
спирали в осесметричной задаче растяжения плоскости с круговым вырезом и прямолиней-
ные отрезке в задаче рястяжения полосы с круговым вырезом. Приводится численная модель.
Аналитические результаты проверяются независимым численным экспериментом в упруго-
пластической постановке.

2. Определяющие уравнения

Условие текучести с зависимостью от первого и втоого инвариантов напряжений в общем
случае для плоской задачи записывается в виде [8, 10]:

𝐹 (𝜏, 𝜎) = 0, (1)

где 𝜎 = 1
2(𝜎11 + 𝜎22), 𝜏 = 1

2

(︀
(𝜎11 − 𝜎22)2 + 4𝜎212

)︀1/2
.

В пространственном случае поверхность текучести зависит от всех компонент тензора на-
пряжений и записыватся в виде выпуклой и дифференцируемой функции:

𝑓(𝜎𝑖𝑗) = 0, (2)
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или, эквивалентно, в терминах инвариантов напряжений:

𝑓(𝑝, 𝑞) = 0, (3)

где 𝑝 = 1
3(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33), 𝑞 =

√︁
3
2𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖, 𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 1

3𝜎𝑖𝑖𝛿𝑖𝑗 .

Пусть 𝑔(𝑝, 𝑞) пластический потенциал. Закон пластического течения:

𝜀̇𝑝𝑖𝑗 = 𝜆̇Λ𝑖𝑗 ,

Λ𝑖𝑗 =
𝜕𝑔(𝜎𝑖𝑗)

𝜕𝜎𝑖𝑗

(4)

Дифференцируя (4) по частям устанавливается соотношение между деформациями и напря-
жениями:

𝜀̇𝑝𝑖𝑗 = 𝜆̇
(︀1

3
𝑔𝑝𝛿𝑖𝑗 +

3

2
𝑔𝑞
𝑠𝑖𝑗
𝑞

)︀
, (5)

где 𝑔𝑝 = 𝜕𝑔(𝑝,𝑞
𝜕𝑝 , 𝑔𝑞 = 𝜕𝑔(𝑝,𝑞

𝜕𝑞 , откуда следуют выражения для интенсивности необратимых де-
формаций и обьемной части необратимых деформаций:

𝜀̇𝑝𝑣 =
1

3
𝜀̇𝑖𝑖 = 𝜆̇𝑓𝑝, 𝑒̇𝑝𝑒𝑞 =

√︂
2

3
𝑒̇𝑖𝑗 𝑒̇𝑖𝑗 = 𝜆̇𝑓𝑞, (6)

и связь между ними:

𝜀̇𝑝𝑣 =
𝑓𝑝
𝑓𝑞
𝑒̇𝑝𝑒𝑞. (7)

В условиях плоской деформации 𝜀13 = 𝜀23 = 𝜀33 = 0, 𝜎13 = 𝜎23 = 0. Компонета 𝜎33 ̸= 0
должна быть исключена из условия. Из (5) определяется напряжение 𝜎33:

𝜎33 = −1

3

𝑔𝑝
𝑔𝑞
𝑞 + 𝜎, (8)

𝑝, 𝑞 выражаются через 𝜏, 𝜎:

𝑝 = −1

9

𝑔𝑝
𝑔𝑞
𝑞 + 𝜎, 𝑞 =

(︃
3

1− (13
𝑔𝑝
𝑔𝑞

)2

)︃1/2

𝜏. (9)

Используя последние формулы (8) и (9) условие пластичности (2) приводится к виду (1).
Условие (1) удовлетворяется если записать напряжения через главные напряжения используя
известные формулы Леви

𝜎11 = 𝜎 + Σ(𝜎) cos 2𝜓, 𝜎22 = 𝜎 − Σ(𝜎) cos 2𝜓, 𝜎12 = Σ(𝜎) sin 2𝜓, (10)

где 𝜓 угол, образованный осью 𝑂𝑥1 и первым главным направлением тензора напряже-
ний, функционал Σ(𝜎) зависит от функции поверхности текучести (2). Введем переменную

κ𝜎(𝜎) = 𝜕Σ(𝜎)
𝜕𝜎 . Уравнения (10) вместе с уравнениями равновесия

𝜕𝜎11
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑥2

= 0,
𝜕𝜎12
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑥2

= 0 (11)

образуют систему двух уравнений для двух неизвестных 𝜎 и 𝜓:

𝜕𝜎

𝜕𝑥1
=

2Σ(𝜎)

1− κ2
𝜎(𝜎)

(︂
sin 2𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑥1
− (cos 2𝜓 − κ(𝜎))

𝜕𝜓

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝜎

𝜕𝑥2
=

2Σ(𝜎)

1− κ2
𝜎(𝜎)

(︂
−(cos 2𝜓 + κ(𝜎))

𝜕𝜓

𝜕𝑥1
− sin 2𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑥2

)︂ (12)
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Уравнения (12) в случае гиперболичности имеют два семейства характеристик, называемых
𝛼,−𝛽− характеристиками, рис. 1. Дифференциальные уравнения характеристик:

𝜕𝑥2
𝜕𝑥1

=
sin 2𝜓 ±

√︀
1− κ2

𝜎(𝜎)

cos 2𝜓 + κ𝜎(𝜎)
(13)

|κ(𝜎)| < 1 является условием гиперболичности системы (12). Угол между характеристиками
𝜁 в общем случае зависит от среднего напряжения 𝜎 и равен:

tan
𝜁𝜎(𝜎)

2
=

√︃
1− κ𝜎(𝜎)

1 + κ𝜎(𝜎)
(14)

Характеристики ортогональны только когда κ(𝜎) = 0. Обозначим через 𝜃𝛼,𝛽 угол наклона
𝛼− , 𝛽− характеристик к оси 𝑂𝑥1. Направления главных напряжений делят угол между
характеристиками пополам:

𝜃𝛼 = 𝜓 + 𝜁𝜎(𝜎)/2 along𝛼-line

𝜃𝛽 = 𝜓 − 𝜁𝜎(𝜎)/2 along𝛽-line
(15)

x1

x2

α

β

σ1

σ2

ψζ(σ)

Рис. 1: 𝛼−, 𝛽− семейства характеристик и главные напряжения 𝜎1, 𝜎2.

Введем следующий функционал:

Ω(𝜎) =

∫︁ √︀
1− κ2(𝜎)

2Σ(𝜎)
𝑑𝜎. (16)

Тогда следующее уравнение будет соотношением для напряжений вдоль 𝛼−,𝛽− характеристик
:

Ω(𝜎)± 𝜓 = const (17)
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Используя закон пластического течения (5) и уравнения (10) выписываются уравнения
для скоростей:

𝜕𝑣1
𝜕𝑥1
− 𝜕𝑣2
𝜕𝑥2
− cot 2𝜓(

𝜕𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑥1

) = 0

(
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑥2

) sin 2𝜓 − κ𝑣(𝜎)(
𝜕𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑥1

) = 0

(18)

Уравнения характеристик ураанений для скоростей:

𝜕𝑥2
𝜕𝑥1

=
sin 2𝜓 ±

√︀
1− κ2

𝑣(𝜎)

cos 2𝜓 + κ𝑣(𝜎)
(19)

Угол 𝜁𝑣 между характеристиками уравнений скоростей:

tan
𝜁𝑣(𝜎)

2
=

√︃
1 + κ𝑣(𝜎)

1− κ𝑣(𝜎)
(20)

Пусть 𝑣𝛼, 𝑣𝛽 компоненты скорости вдоль 𝛼−, 𝛽− семейств характеристик. Тогда соотношения
для них вдоль характеристик будут:

cos 𝜁𝑑𝑣𝛼 = (𝑣𝛼 sin 𝜁 + 𝑣𝛽)𝑑𝜃

cos 𝜁𝑑𝑣𝛽 = −(𝑣𝛼 + 𝑣𝛽 sin 𝜁)𝑑𝜃
(21)

Данные уравнения впервые были получены Гейрингер [5]. Из них следует отсутствие удлине-
ния в направлении характеристик:

𝜕𝑣𝛼
𝜕𝑠𝛼

= 0,
𝜕𝑣𝛽
𝜕𝑠𝛽

= 0. (22)

Таким образом, характеристики уравнений для напряжений и скоростей различны и имеют
различные механические свойства. Если закон течения ассоциирован с условием пластичности,
то κ𝑣(𝜎) = κ𝜎(𝜎), характеристики соврадают

Рассмотрим функцию поверхности текучести с линейной зависимостью от 𝑝, 𝑞

𝑓(𝑝, 𝑞) = 𝑞 + 𝜂𝑝− 𝑘 = 0 (23)

и пластический потенциал
𝑔(𝑝, 𝑞) = 𝑞 + 𝜂𝑝 (24)

Переходя к виду 𝐹 (𝜏, 𝜎) = 0 условие текучести переписывается в виде

𝜏 = Σ(𝜎),

Σ = κ𝜎(𝜎)(𝜎 − 𝑘

𝜂
), κ𝜎(𝜎) = −

√
3𝜂

√︀
9− 𝜂2

9− 𝜂𝜂
(25)

κ𝑣 = −
√

3𝜂√︀
9− 𝜂2

(26)

Интеграл уравнений (17) будет

ln(𝜎 − 𝑘

𝜂
) = ± 2κ𝜎√︀

1− κ2
𝜎

𝜓 + const. (27)
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В отсутствии зависимости функции поверхности текучести от давления, 𝜂 = 0, получаем
условие Мизеса, при |𝜂| = 3/2 - условие Ранкина.
При 𝜂 = 0, уравнения (19), (27) называются интегралами Хенки:

𝜕𝑥2
𝜕𝑥1

= tan 𝜃 𝜎 − 2𝑘√
3
𝜃 = const1

𝜕𝑥2
𝜕𝑥1

= − cot 𝜃 𝜎 +
2𝑘√

3
𝜃 = const2

(28)

Вcледствие линейности функции поверхности текучести κ(𝜎) является константой; зависит
только от параметров материала 𝜂, 𝜂. Следовательно, угол между 𝛼 и 𝛽 характеристиками 𝜁
постоянен на всей области. Можно заметить, направление характеристик скоростей зависит
только от параметра 𝜂, в то время как напраление характеристик напряжений зависит от
обоих параметров 𝜂, 𝜂, входящих в условие текучести и пластический потенциал.

При параметре 𝜂 = 0 получаем условие пластической несжимаемости и условие текучести
вида:

𝜏 + 𝜂/
√

3𝜎 = 𝑘, (29)

для которого условием гиперболичности будет |𝜂| <
√

3. При ассоциированом законе течения,
𝜂 = 𝜂, условием гиперболичности становится |𝜂| < 3/2.

Подставляя в (25), (26) κ𝜎 = sin𝜙, κ𝑣 = sin𝜙 получаем условие пластичности Мора-Кулона

𝜏 + 𝜎 sin𝜙 = 𝑘𝑐 cos𝜙, (30)

где 𝑘𝑐 - когезия (сцепление) материала, 𝜙 - угол внутреннего трения, 𝜙 - угол дилатансии.
Уравнения напряжений и скоростей становятся всегда гиперболическими за исключением па-
раболического случая при 𝜙 = ±90∘ (условие Ранкина). Зависимости наклона харакеристик
друг к другу 𝜁 от угла внутреннего трения и угла дилатансии становятся явными:

𝜁𝜎
2

= ±(
𝜋

4
− 𝜙

2
),

𝜁𝑣
2

= ±(
𝜋

4
− 𝜙

2
), (31)

называемые в геомеханике углами типа Кулона и типа Роско [23].
Большинство испытаний на двухосное сжатие с плоской деформацией дают полосы сдви-

га, лежащие между 𝜁𝑐 и 𝜁𝑟. Артур (1970) [24] экспериментальным путем над кулоновскими
материалами установил наклон, равный срединному:

tan
𝜁𝐼
2

=

√︃
1 + 1

2(sin𝜙+ sin𝜙)

1− 1
2(sin𝜙+ sin𝜙)

. (32)

На основании бифуркационного анализа Оттосен (1991) [22] установил точно такое же
соответствие, также им указано, что в предельном состоянии критерию потери устойчивости
удовлетворяют как угол типа Роско, так и угол типа Кулона. Проведенный Вермиром (1990)
[25] анализ с учетом возможной упругой разгрузки вне ширины полосы сдвига установил
возможность всего спектра наклонов полос сдвига в диапазоне Роско-Кулона, и невозможность
других направлений. Аналогичные результаты получены в [26].

Для ассоциированного закона течения характеристики уравнений напряжений и скоростей
совпадают. Локализация пластических деформаций формируется вдоль характеристических
направлений или их огибающих.

Введем аналогично срединное значение угла между характеристикамии 𝜁𝐼 для произволь-
ной функции поверхности текучести 𝑓(𝑝, 𝑞) :

tan
𝜁𝐼
2

=

√︃
1 + 1

2(κ𝜎 + κ𝑣)
1− 1

2(κ𝜎 + κ𝑣)
. (33)
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3. Использование опрелеляющих уравнений для решения задач

Рассмотрим пластическое тесение на двух примерах растяжения на бесконечности плос-
кости со свободным круговым вырезом радиуса 𝑟 = 𝑎 и растяжения полосы шириной 2ℎ со
свободным круговым вырезом малого радиуса, рис. 2. В окресности круговой границы линиий
скольжения могут быть образованы логарифмическими спиралями, рис. 3a, к прямолинейной
границе может примыкать семейство прямолинейных отрезков, рис. 3b.

(a) Плоскость с круовым вырезом (b) Полоса с круговым вырезом

Рис. 2: Эскиз задачи

Уравнения логарифимических спиралей в полярной системе координат:

𝜃 − 𝜃0 = ± ln 𝑟
𝑎

𝑏
(34)

Спирали пересекают радиус векторы под углом 𝜁/2, параметр 𝑏 равняется: 𝑏 = tan 𝜁/2 =
=
√︀

(1 + κ)/(1− κ). При 𝜂 = −3/2, семейство спиралей превращается в семейство окружно-
стей, при 𝜂 = 3/2 - радиалные лучи. Спирали ортогональны, если 𝜂 = 0.

(a) Решение Надаи. Логарифмические
спирали

(b) Прямолинейные отрезки

Рис. 3: Тип характеристик у круговой и прямолинейной границ

Приравнивая уравнения (27) и (34) можно найти зависимость среднего напряжения 𝜎 от
радиуса
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𝜎 =
𝑘

𝜂

(︂
1− 1

1− κ

(︁𝑟
𝑎

)︁ 2κ
1−κ
)︂
, (35)

откуда используя (10) находятся радиальное и кольцевое напряжения:

𝜎𝑟 =
𝑘

𝜂

(︂
1−

(︁𝑟
𝑎

)︁ 2κ
1−κ
)︂
, 𝜎𝜙 =

𝑘

𝜂

(︂
1− 1 + κ

1− κ

(︁𝑟
𝑎

)︁ 2κ
1−κ
)︂

(36)

Эти выражения можно получить в осесимметиричной постановке. Уравнения равновесия
в цилиндрической системе координат в отсутствии касательных напряжений:

𝜕𝜎𝑟
𝜕𝑟

=
𝜎𝜃 − 𝜎𝑟

𝑟
(37)

Напряжения 𝜎𝑟 и 𝜎𝜃 являются главными. Заменяя 𝜎𝑟 = 𝜎−𝜏, 𝜏 = Σ(𝜎) и интегрируя по частям
получаем: ∫︁

𝑑𝜎

Σ(𝜎)
= ln(Σ(𝜎)𝑟2) + const (38)

Соотношения (17) и (38) опрелеляют уравнения характеристик в параметрической форме в
окресности круговой границы для произвольной функции поверхности текучести (3). Соотно-
шения справедливы как в плоскодеформированном, так и в плосконапряженном состояниях.

Рассмотрим геометрию характеристик при растяжения полосы с круговым отверстием.
Так как к прямолинейной границе может примыкать семейство прямолинейных отрезков,
то наклон характеристик постоянен, и, следовательно, напряжения также постоянны. Такое
напряженное состояние называют простым. Предельная нагрузка для простого напряженного
состояния будет равна:

𝑃/𝑘 = −4

𝜂

κ𝜎
1− κ𝜎

(ℎ− 𝑎). (39)

4. Численная модель

Ниже приведена численная модель, рассмотренные примеры решаются численно в упруго-
пластическкой постановке. Уравнения равновесия записыаваются через Галеркиновские урав-
ненияи [34] с изопараметрическими функциями форм элемента высокого порядка [35, 36, 37,
38]. Ньютоновсеие итерации нелинейной задачи для улучшения сходимости сопроводжаются
алгоритмом линейного поиска [39].

4.1. Интегрирование напряжений

Соотношения гипо-упруго-пластичности между напряжениями и деформациями в скоро-
стях [44]:

𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑒𝑖𝑗 + 𝑑𝑝𝑖𝑗 ,
∘
𝜎𝑖𝑗 = E0 : 𝑑𝑒𝑖𝑗 = E0 : (𝑑𝑖𝑗 − 𝑑𝑝𝑖𝑗) = Eep : 𝑑𝑖𝑗 (40)

где
∘
𝜎𝑖𝑗 - обозначает объективную производную тензора напряжений Коши, 𝑑𝑖𝑗 - тензор скоро-

сти деформаций, E0 - тензор упругости 4 ранга, Eep - упругопластический тензор 4 ранга.
Как правило, необходимо различать три случая, когда напряжения находятся на поверх-

ности текучести 𝑓(𝜎𝑖𝑗) = 0:

𝑓(𝜎𝑖𝑗) < 0 𝑑𝜆 = 0 упругая нагрузка,

𝑓(𝜎𝑖𝑗) = 0 𝑑𝜆 = 0 нейтральная нагрузка,

𝑓(𝜎𝑖𝑗) = 0 𝑑𝜆 > 0 пластическое течение.
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Пластический множитель 𝜆 и функция поверхности текучести 𝑓(𝜎𝑖𝑗) соответствуют до-
полнительным, так называемым, условиям Каруша-Куна-Такера

𝜆 ≥ 0, 𝑓 ≤ 0, 𝜆𝑓 = 0 (41)

На каждом временном шаге напряжения интегрируются методом радиального возврата по
неявной обратной схеме Эйлера. Инкрементальная процедура вычислений напряжений следу-
ющая:

(a)Предиктор. Упругий шаг

𝜀𝑒 *𝑛+1 = 𝜀𝑒𝑛 + Δ𝜀

𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛
(42)

(b)Корректор. Алгоритм радиального возврата

На основании предыдущих формул и закона пластического течения (4) следует система
алгебраических уравнений:

𝜀𝑒𝑛+1 = 𝜀𝑒 *𝑛+1 −Δ𝜆Λ𝑛+1

𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛 −Δ𝜆𝐻

𝑓(𝜎𝑛+1, 𝐴𝑛+1) = 0

(43)

Шаг пластического корректора алгоритма, таким образом, состоит в отыскании решения
𝜀𝑒𝑛+1, обновления внутренней переменной 𝛼𝑛+1 и инкремента пластического множителя Δ𝜆
(43), соответствующего условию Δ𝜆 > 0.

Уравнения (43) при постоянном тензоре упругости E0 могут быть переписаны эквива-
лентно в терминах напряжений:

𝜎𝑛+1 = 𝜎*𝑛+1 −Δ𝜆Ee : Λn+1 (44)

Δ𝜆Ee : Λn+1− вектор радиального возврата, Λ𝑖𝑗 =
𝜕𝑓(𝜎𝑖𝑗)
𝜕𝜎𝑖𝑗

- вектор течения.

Линеаризация уравнений (43) для представленной линейной модели течения дает:

𝑑𝜀𝑒* = 𝑑𝜀𝑒 + 𝑑Δ𝜆Λ + Δ𝜆
𝜕Λ

𝜕𝜎
𝑑𝜎

𝛼 = 𝛼+ Δ𝜆𝐻

Λ𝑑𝜎 = 0

(45)

Непосредственно из алгоритма радиального возврата следует выражение упругопластиче-
ского тензора Eep = 𝑑𝜎n+1

𝑑𝜀*𝑛+1
:

Eep = P− 1

Λ𝑓 : P : Λ𝑔 +𝐻
(P : Λ𝑓 )⊗ (P : Λ𝑔)

P =

(︂
𝐼𝑠 + Δ𝜆E0 :

𝜕Λ𝑓
𝜕𝜎

)︂−1

E0,

(46)

(︀
𝐼𝑠 + Δ𝜆E0 : 𝜕Λ𝜕𝜎

)︀
- матрица Гессе.
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4.2. Интерполяционная функция элемента высокого порядка

Известно, что увеличение степени интерполяции устраняет искусственную блокировку эле-
мента (volumetric locking) и является более эффективным методом решения [40, 41, 42], с
другой стороны, увеличение степени интерполяции приближается к аппроксимации решения,
претерпевающего разрыв на линиях скольжения. В классической формулировке конечных
элементов часто используются полиномы Лагранжа для интерполяции заданного порядка 𝑝
[34]. На единичном интервале 𝜉 ∈ [−1; 1] они определяются как:

𝑙𝑛𝑎 (𝜉) =
𝑁∏︁

𝑏=1;𝑎̸=𝑏

𝜉 − 𝜉𝑏
𝜉𝑎 − 𝜉𝑏

(47)

С увеличением полиномиального порядка лагранжевы функции формы с одинаково разнесен-
ными опорными точками приводят к осцилляциям, что приводит к плохой числовой обуслов-
ленности результирующей матрицы [37]. Однако в контексте спектральных методов в каче-
стве корней полиномов Лежандра выбираются опорные точки и отталкиваются от правила
интегрирования Гаусса-Лобатто. То есть, другими словами, точки интегрирования совпадают
с точками определения полиномов Лагранжа. В [43] проведен анализ степени обусловленно-
сти результирующей матрицы для элементов с одинаково разнесенными опорными точками и
спектральных элементов. Для более высоких пространственных измерений базисные функ-
ции компонуются из тензорного произведения одномерных функций 𝑙𝑛𝑎 (𝜉) степени 𝑛 = 𝑁 − 1:

𝑁𝑎 = 𝑙𝑛𝑖 (𝜉𝑎)𝑙
𝑛
𝑗 (𝜂𝑎), (48)

где 𝑖 ≤ 𝑁, 𝑗 ≤ 𝑁 - индексы узлов, 𝜉, 𝜂 - координаты референсного единичного квадрата.
Координаты точек GLL определяются как корни уравнения:

(1− 𝜉2)𝑃 ′
𝑛(𝜉) = 0,

где 𝑃𝑛 - многочлен Лежандра степени 𝑛. Для минимальной степени, 𝑝 = 1, получается простой
результат для классического билинейного изопараметрического элемента:

𝑁𝑎 =
1

4
(1 + 𝜉𝑎𝜉)(1 + 𝜂𝑎𝜂).

5. Численный результат

Параметрами материала заданы Модуль Юнга 1.𝑒5МПа, предел текучести 𝑘 = 5МПа. На
рис. 4 показаны конечно-элементные сетки кольца с внутренним и внешним радиусами 100мм
и 500мм, соответсвенно, рассчитывалась половина области с условием симметрии 𝑢𝑦|𝑦=0 = 0,
и полосы размерами 100x50 мм, радиус выреза равен 1мм, рассчитывалась четверть области
с уловиями симметрии 𝑢𝑥|𝑥=0 = 0 𝑢𝑦|𝑦=0 = 0.

Первоначально проведен анализ степени влияния порядка элемента на формирование ли-
ний скольжения, рис. 5. Вычисления показали: первый порядок не позволяет рассчитывать
линии. С увеличением порядка линии становятся более локализованными и контрастными.
Для полиномов выше 4 и 5 порядка нет заметного качественного изменения. Расчеты для
𝜂 = 𝜂 показалии независимоcть линий пластического течения от коэффициента Пуассона, то
есть пластическое течение определяется только пластическими постоянными. Далее серия вы-
числений для различных параметров 𝜂, 𝜂 проведена с полиномом степени 4 и коэффициенторм
Пуассона 𝜈 = 0.

Для ассоциативного материала, 𝜂 = 𝜂, результаты расчета растяжения полосы с пара-
метрами 𝜂 из области гиперблоличности и параболичности уравнений при |𝜂| = 3/2 (условие
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(a) Плоскость с круговым отверстием (b) Полоса с круговым вырезом малого радиуса

Рис. 4: Вычислительная сетка

(a) 𝑝 = 1 (b) 𝑝 = 2 (c) 𝑝 = 3

(d) 𝑝 = 4 (e) 𝑝 = 5

Рис. 5: Линии скольжения в зависимоcти степени интерполяции элемента

Ранкина) показнаны на рис. 6. Численные направления полос сдвига в точности совпадают
направлениями характеристик.

Формирование линий скольжения в окресности отверстия приведено рис. 7. Линии совпа-
дают со спиралями, пересекающими радиус-вектор под срединным углом 𝜃𝐼 типа Артура. Так
как угол определяется только по материальным параметрам, то направление линий сдвига
при осевой симметрии наблюдается также единственным. Также получено численное распре-
делений напряжений вокруг отверстия. На рис. 8 приведено сравнение численного результата
с формулами (36).

Формирование линий скольжения в полосе при растяжении показаны на рисунках 9, 10 и
11. Можно заметить, линии - не сторого прямые, меняют наклон при распространении и могут
расщепляться на две. Формирование происходит под углом между срединным типа Артура и
Кулоновским, смещаясь к срединному; отражение - под срединным, первоначальное примы-
кание к свободной границе - под углом типа Роско. При увеличении нагрузки в некототрой
точке происходит расщепление, образуя со свободной поверхностью вторую линию с направ-
лением близким к Кулоновскому типу. Таким образом, в общем случае можно заключить



Теоретический и численный анализ локализации пластических деформаций . . . 297

об отсутствии единственности направлений полос сдвига. Определяется допустимый спектр,
ограниченный характеристическими линиями.

(a) 𝜂 = 𝜂 = −3/2, 𝜃 = 90∘, модель Ранкина (b) 𝜂 = 𝜂 = −0.98, 𝜃 = 63.43∘

(c) 𝜂 = 𝜂 = 0, 𝜃 = 45∘, модель Мизеса (d) 𝜂 = 𝜂 = 0.98, 𝜃 = 26.57∘

(e) 𝜂 = 𝜂 = 1.36, 𝜃 = 14.04∘ (f) 𝜂 = 𝜂 = 3/2, 𝜃 = 0∘, модель Ранкина

Рис. 6: Линии локализация пластичеких деформаций при ассоциированном законе течения
для некоторых параметров 𝜂 = 0, 𝜂 = ±− 0.98, 𝜂 = ±3/2.
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(a) 𝜂 = 1, 𝜂 = 0, 𝜃𝑅 = 45∘, 𝜃𝐶 = 27.37∘, 𝜃𝐼 = 36.6∘

(b) 𝜂 = 1.5, 𝜂 = 1, 𝜃𝑅 = 26.12∘, 𝜃𝐶 = 5.77∘, 𝜃𝐼 = 18.62∘

Рис. 7: Локализация пластичеких деформаций
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(a) Радиальные напряжения
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(b) Кольцевые напряжения

Рис. 8: Распределение напряжений по 𝑟

(a) 𝜂 = 0.5, 𝜂 = 0, 𝜃𝑅 = 45∘, 𝜃𝐶 = 36.61∘, 𝜃𝐼 = 40.85∘

(b) 𝜂 = 0, 𝜂 = 0.5, 𝜃𝑅 = 45∘, 𝜃𝐶 = 36.49∘, 𝜃𝐼 = 40.79∘

Рис. 9: Локализация пластичеких деформаций
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(a) 𝜂 = 1, 𝜂 = 0, 𝜃𝑅 = 45∘, 𝜃𝐶 = 27.37∘, 𝜃𝐼 = 36.6∘

(b) 𝜂 = 0, 𝜂 = 1, 𝜃𝑅 = 26.12∘, 𝜃𝐶 = 45∘, 𝜃𝐼 = 36.09∘

Рис. 10: Локализация пластичеких деформаций
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⇒ ⇒

⇒
Рис. 11: Формирование линии сдвига

6. Заключение

Продемонстрирована возможность использования предложенной численной модели к рас-
счетам формирования полос сдвига. В асооциированном случае линии сдвига совпадают с
характеристическими линиями. То есть, геометрическое расположение линий сдвига опреде-
ляется единственным способом. Наклон между характеристиками для линейной функции по-
верхности текучести постоянен и не зависит от напряженного состояния и геометрии границ.
Этого нельзя сказать для более сложных функций, например, квадратичных, при которых
наклон характеристики к первому главному направлению помимо материальных параметров
зависит от среднего напряжения, тем не менее, полосы сдвига совпадают с характеристика-
ми и определяются единственным способом. В неассоциированом законе получаем возможное
расположение полос сдвига в виде всего спектра, заключенного между направлением типа
Роско и направлением типа Кулона. Таким образом направление линий сдвига неедиствен-
но. Полученные результаты могут быть полезными для дальнейшего исследования геометрий
линий скольжения и предельного равновесия в широком круге материалов с произвольной
функцией поверхности текучести, зависимой от первого и второго инвариантов.



302 В. А. Левин, К. Ю. Крапивин

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Mohr, O. (1900), Welche Umstande bedingen der Bruch und der Elastizitätsgrenze des
Materials, Z. Vereins Deutscher lngenieure, 1524.

2. Надаи А. Пластичность и разрушение твердых тел, том 1. М.: Иностранной литературы,
1954
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40. Babuška I., Suri M. Locking effects in the finite element approximation of elasticity problems.
Numer. Math. 62, 439–463 (1992). https://doi.org/10.1007/BF01396238
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19. J. Mandel, Conditions de stabilité et postulat de Drucker, in: J. Kravtchenko and P.M. Sirieys,
eds., Rheology and Soil Mechanics (Springer, Berlin, 1966) pp. 58–68.

20. J.W.Rudnicki and J.R.Rice. Conditions of the localization of deformation in pressure-sensitive
dilatant material. J. Mech. Phys. Solids, 23:371-394, 1975.

21. Rice, J.R., The localization of plastic deformation, in: Koiter, W. T. (ed.), Proc. Hth Int. Congr.
Thcoret. Appl. Mech., North-Holland, pp. 207–220, 1977.

22. K. Runesson, N.S. Ottosen, and D. Peric. Discontinuous bifurcations of elastic-plastic solutions
at plane stress and plane strain.Int. J. Plast., 7:99-121, 1991.

23. K. H. Roscoe. The Influence of Strains in Soil Mechanics. Géotechnique, 1970, 20:2, 129-170

24. J. R. F. Arthur, T. Dunstan, Q. A. J. L. Al-Ani, and A. Assadi. Plastic deformation and failure
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41. Babuška I., Suri M. ‘On Locking and Robustness in the Finite Element Method’, SIAM J.
Numer. Anal., 29:5, 1261-1293 (1992)

42. De Borst, R. and Groen, A.E. (1995), Some observations on element performance in
isochoric and dilatant plastic flow. Int. J. Numer. Meth. Engng., 38: 2887-2906. https://
doi.org/10.1002/nme.1620381704
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