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Аннотация

В статье рассмотрена оценка сходимости метода спектральных элементов, реализован-
ного в CAE Fidesys, на основе точных аналитических решений задачи Ламе при малых
деформациях в упругой постановке, а также в упругопластической постановке с исполь-
зованием критерия Мизеса в рамках теории идеально пластического течения. Ввиду сим-
метрии рассматривались четверти моделей. Численные результаты получены в пакете для
прочностных расчетов CAE Fidesys с помощью метода конечных элементов первого и вто-
рого порядка и метода спектральных элементов третьего - девятого порядка. На основании
полученных результатов осуществлен анализ об определении характера уменьшения по-
грешностей метода спектральных элементов CAE Fidesys при повышении порядка элемен-
тов. Исследование проводилось с помощью специализированной системы регрессионного
автоматизированного тестирования. Результаты работы могут быть полезны при принятии
решения об использовании метода спектральных элементов в промышленных расчетах.

Ключевые слова: автоматизированная система тестирования, автотесты, метод ко-
нечных элементов, метод спектральных элементов, экспоненциальная сходимость, CAE
Fidesys, упругопластическая модель, задача Ламе, криволинейные границы.
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Abstract

This paper considers convergence estimation of the spectral element method implemented
in CAE Fidesys. It was based on exact analytical solutions of the Lame problems in small
deformations in the elastic and elastic-perfectly plastic obeying Huber-von Mises yield criterion
formulations. Due to the symmetry, we consider quarters of the models. Numerical results were
obtained in the CAE Fidesys strength analysis system using the finite element method for the
first and second orders and the spectral element method for the third to ninth orders. Based
on the results obtained, an analysis was carried out to determine the nature of the decrease in
the errors of the CAE Fidesys spectral element method with an increase in the order of the
elements. The study was conducted using a specialized automated testing system. The results
of the work can be useful in making a decision on the use of the spectral element method in
industrial calculations.
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1. Введение

CAE Fidesys – программа прочностного анализа, которая позволяет решать широкий
спектр инженерных задач [1-4]. Программа включает в себя возможность применения [5, 6]:

� несколько десятков свойств материалов,

� разные типы конечных элементов,

� 25 видов граничных условий,

� 5 видов начальных условий,

� 9 порядков элементов,

� 10 видов расчетов.

Для отслеживания производительности и корректности расчетов в CAE программе необ-
ходимо достаточное количество функциональных тест-кейсов (далее тестов), основанных на
механических постановках с апробированными результатами [7]. На данный момент число те-
стов превышает 1000. С обновлением функциональных возможностей программы количество
тестов увеличивается. Запуск и поддержка такого количество тестов, а также анализ полу-
ченных результатов в ручном режиме – решение неоптимальное, поэтому с помощью языка
программирования python версии 3.8 [8, 9] была разработана система регрессионного авто-
матизированного тестирования (далее система автотестов), с помощью которой в ежедневном
режиме отслеживается регресс или прогресс качества сборок прочностного пакета CAE Fidesys
и производится оценка набора прикладных задач по механике деформированных твёрдых тел
для функционального тестирования программы.

Система автотестов включает в себя такие ключевые элементы как:

� программа распределенного тестирования,

� генераторы отчётов о состоянии сборки,

� локальный проект запуска авто-тестов,

� проект по созданию html-отчета,

� проверка цифровых подписей,

� служебные инструменты,

� анализаторы скриптов,

� программа гиперкуб,

� тег генератор.
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С помощью системы автотестов пользователь может получить результаты по конкретным
выборкам тестов, задав требуемые параметры на запуск системы. Все параметры системы
автотестов записываются в пользовательских файлах с соответствующими комментариями
и указаниями, ввиду чего для работы с системой знания и навыки программирования не
требуются. Система автотестов развивается и дорабатывается с обновлением возможностей
CAE Fidesys.

В CAE системах используются различные численные методы при решении задач [10, 11].
Так, помимо общеизвестного метода конечных элементов (МКЭ) [12, 13], есть ряд методов, об-
ладающими дополнительными преимуществами, в частности метод спектральных элементов
(МСЭ) [14-18]. Например, МСЭ позволяет без перестроения сетки повышать порядок эле-
ментов. Существуют исследования [19], показывающие, что в МСЭ вычислительная ошибка
уменьшается экспоненциально по мере роста порядка аппроксимирующих многочленов (по-
рядка элементов). Поскольку в CAE Fidesys наряду с МКЭ реализован МСЭ, одной из задач
системы автотестов является проверка реализации МСЭ в CAE Fidesys на основе существу-
ющих тестов и оценки сходимости МСЭ CAE Fidesys к точному решению при повышении
порядка элементов [20].

Упругие и упругопластические модели являются одним из центральных видов расчетов в
инженерии. В статье [21] был проведен анализ возможностей МСЭ при численном решении
задач пластичности с помощью пакета CAE Fidesys. В ходе данного исследования МСЭ пока-
зал свою эффективность в решении физически и геометрически нелинейных задач механики.
Но в работе [21] не удалось определить характер уменьшения погрешностей при повышении
порядка спектральных элементов, поскольку ввиду сложности постановок точные эталонные
результаты неизвестны. Поэтому для текущего исследования были также выбраны задачи
Ламе в упругой [22] и упругопластической постановках [23], имеющие точные аналитические
решения. Задачи с аналитическими решениями обладают рядом преимуществ, описанных в
[24-30], а также позволяют определить точность численного метода.

Для решения поставленной задачи существующая система автотестов была модифициро-
вана таким образом, чтобы стал возможным запуск тестов на всех реализованных в CAE
Fidesys порядках элементов (1-9). При этом исходная модель запускаемого теста не меняется
за исключением изменения текущего порядка. Таким образом, при наличии одного функци-
онального теста пользователь получает девять результатов расчета данного теста на каждом
из возможных порядков элементов.

Результаты, описанные в текущем исследовании, могут быть полезны для развития при-
менения численных методов в различных областях механики сплошной среды.

2. Аналитическое решение задачи о двухстороннем нагружении

давлением упругой круглой цилиндрической трубы

Рассматривается задача о круглой упругой цилиндрической трубе c внутренним и внешним
радиусами 𝑎, 𝑏 соответственно, находящейся под воздействием внутреннего 𝑝𝑎 и внешнего
𝑝𝑏 давлений. Концы трубы закреплены так, что перемещения вдоль её оси отсутствуют, а
перемещения в поперечном направлении ничем не стеснены (рис. 1).

Таким образом, имеет место плоско-деформированное состояние среды. Материал подчи-
няется закону Гука [22]

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 , (1)

где 𝜎𝑖𝑗 – компоненты тензора напряжений, 𝜀𝑖𝑗 – компоненты тензора деформаций, 𝛿𝑖𝑗 – символ
Кронекера, 𝜆 = 𝜈𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈) , 𝜇 = 𝐸
2(1+𝜈) – параметры Ламе, 𝐸 – модуль Юнга, 𝜈 – коэффициент

Пуассона.
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Рис. 1: Труба под действием внутреннего 𝑝𝑎 и внешнего 𝑝𝑏 давлений

Аналитические представления компонент тензора напряжений в полярных координатах
записывается следующими функциями в зависимости от полярного радиуса 𝑟 [22]

𝜎𝑟𝑟 =
𝑎2𝑝𝑎
𝑏2 − 𝑎2

(︂
1− 𝑏2

𝑟2

)︂
− 𝑏2𝑝𝑏
𝑏2 − 𝑎2

(︂
1− 𝑎2

𝑟2

)︂
,

𝜎𝜙𝜙 =
𝑎2𝑝𝑎
𝑏2 − 𝑎2

(︂
1 +

𝑏2

𝑟2

)︂
− 𝑏2𝑝𝑏
𝑏2 − 𝑎2

(︂
1 +

𝑎2

𝑟2

)︂
, (2)

𝜎𝑧𝑧 =
𝜆

𝜆+ 𝜇

𝑎2𝑝𝑎 − 𝑏2𝑝𝑏
𝑏2 − 𝑎2 .

Также можно получить аналитическое описание деформированного состояния, но оно не
является предметом изучения в данной работе.

3. Аналитическое решение задачи о нагружении давлением

упругопластической круглой цилиндрической трубы

В качестве развития работы для исследования изменения погрешностей численного реше-
ния от изменения порядка при использовании спектральных упругопластических элементов
CAE Fidesys рассмотрена задача Ламе, аналогичная представленной в п. 2, под действием
давления только на внутренней поверхности. В дополнение к постановке п. 2 полагается, что
пластическое течение характеризуется критерием пластичности Мизеса, упрочнение отсут-
ствует.

Аналитическое решением получено Л.М. Качановым [23]. Граница 𝑐 упругой и пластиче-
ской зоны (𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏) определяется из решения уравнения

𝑙𝑛
𝑐

𝑎
+

1

2

(︂
1− 𝑐2

𝑏2

)︂
=

𝑝𝑎
2𝜏𝑠

, (3)

где 𝜏𝑠 = 𝜎𝑠√
3
, 𝜎𝑠 – предел текучести при растяжении.

Тогда в пластической зоне 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑐 компоненты тензора напряжений будут иметь вид

𝜎𝑟𝑟 = −𝑝𝑎 + 2𝜏𝑠𝑙𝑛
𝑟

𝑎
, 𝜎𝜙𝜙 = 𝜎𝑟𝑟 + 2𝜏𝑠. (4)
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В упругой зоне 𝑐 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏 компоненты тензора напряжений согласно [23] равны

𝜎𝑟𝑟 = −𝑝
(︂
𝑏2

𝑟2
− 1

)︂
, 𝜎𝜙𝜙 = 𝑝

(︂
𝑏2

𝑟2
+ 1

)︂
, (5)

где 𝑝 = −
(︀
2𝜏𝑠𝑙𝑛

𝑐
𝑎 − 𝑝𝑎

)︀
𝑐2

𝑏2−𝑐2 .

4. Численные решения задачи Ламе в упругой и упругопласти-

ческой постановках в CAE Fidesys. Анализ результатов

С учётом представленных в п. 2, 3 постановок задач при моделировании в CAE Fidesys
для минимизации числа используемых элементов и недопущению движения тела как жест-
кого были рассмотрены в плоско-деформированной постановке задачи теории упругости и
теории упругопластичности для четверти цилиндра четверть геометрии и добавлены условия
симметрии.

Для решения задачи в упругой постановке использовались следующие безразмерные ха-
рактеристики модели: 𝐸 = 200 · 109, 𝜈 = 0.3, 𝑏

𝑎 = 2, 𝑝𝑎 = 1 · 106, 𝑝𝑏 = 0.5 · 106. С помо-
щью автотестов осуществлены расчеты модели для порядков элементов 1-9. В случае упруго-
пластической постановки использовались следующие безразмерные характеристики модели:
𝐸 = 200 · 109, 𝜈 = 0.3, 𝑏

𝑎 = 2, 𝑝𝑎 = 1 · 106, 𝜎2 = 24 · 106. Для моделирования была выбрана сет-
ка из 200 элементов для упругой постановки и 1500 элементов для упругопластической. Для
ускорения расчетов в упругопластической постановке с помощью автотестов осуществлены
расчеты для порядков элементов 1-6.

Проведенные расчеты позволили получить численные зависимости окружного напряжения
𝜎𝜙𝜙(𝑟) для обеих постановок. Соответствующие аналитические представления записаны по
формулам (2) и (3) – (5). Выявлено, что отличия численных зависимостей 𝜎𝜙𝜙(𝑟) для порядков
4 – 9 от аналитического для любого значения полярного радиуса не превышают сотой доли
процента. Поэтому на рис. 2 и 3 представлены численные зависимости окружного напряжения
для порядков 1 – 4 и аналитическая зависимость

Рис. 2: Зависимости окружного напряжения от радиальной координаты 𝑟
𝑎 при решении задачи

для упругого материала: 𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑐 𝜎_𝜙𝜙 – аналитическое решение (крупные круги), 𝑠1 𝜎_𝜙𝜙 –
𝑠4 𝜎_𝜙𝜙 – численное решение: 𝑠1 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на первом порядке (квадратный
пунктир), 𝑠2 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на втором порядке (непрерывная линия), 𝑠3 𝜎_𝜙𝜙 –
численные значения на третьем порядке (прерывистая линия), 𝑠4 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения
на четвертом порядке (мелкие круги)
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Рис. 3: Зависимости окружного напряжения от радиальной координаты 𝑟
𝑎 при решении за-

дачи для упругопластического материала: 𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑐 𝜎_𝜙𝜙 – аналитическое решение (крупные
круги), 𝑠1 𝜎_𝜙𝜙 – 𝑠4 𝜎_𝜙𝜙 – численное решение: 𝑠1 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на первом
порядке (квадратный пунктир), 𝑠2 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на втором порядке (непре-
рывная линия), 𝑠3 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на третьем порядке (прерывистая линия),
𝑠4 𝜎_𝜙𝜙 – численные значения на четвертом порядке (мелкие круги)

Из рис. 2 и 3 следует, что с повышением порядка погрешности относительно аналитиче-
ского решения уменьшаются и уже для 3-го порядка в упругой постановке и для 2-го порядка
в упругопластической постановке не превышают инженерной погрешности 5%.

Рассмотрим характер уменьшения погрешностей относительно эталонного результата для
радиальной компоненты численного тензора напряжений (𝜎𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐)𝑟𝑟 |𝑟=𝑎 на внутреннем ра-
диусе в зависимости от порядка элемента, которые можно определить формулой

𝜀𝜎𝑟𝑟 |𝑟=𝑎=
⃒⃒⃒⃒
(𝜎𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐)𝑟𝑟 |𝑟=𝑎 − (𝜎𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑐)𝑟𝑟 |𝑟=𝑎

(𝜎𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑐)𝑟𝑟 |𝑟=𝑎

⃒⃒⃒⃒
.

Эталонное значение (𝜎𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑐)𝑟𝑟 |𝑟=𝑎= 𝑝𝑎, удовлетворяющее граничному условию, можно
получить из выражения (1) для упругого и (4) для упругопластического случаев. На рис. 4 и
5 представлены соответствующие зависимости 𝑙𝑛 (𝜀𝜎𝑟𝑟 |𝑟=𝑎)

Рис. 4: Зависимость логарифма погрешности для радиального напряжения 𝜎𝑟𝑟 на внутренней
границе цилиндра от порядка элементов при решении задачи в упругой постановке

Из рис. 4 и 5 следует практически линейная зависимость уменьшения логарифма погреш-
ностей для радиального напряжения. Таким образом, подтверждается, что в МСЭ CAE Fidesys
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Рис. 5: Зависимость логарифма погрешности для радиального напряжения 𝜎𝑟𝑟 на внутренней
границе цилиндра от порядка элементов при решении задачи в упругопластической постановке

вычислительная ошибка уменьшается экспоненциально по мере роста порядка аппроксимиру-
ющих многочленов (порядка элементов) для рассматриваемых постановок задачи Ламе.

5. Заключение

В работе исследован характер сходимости численных решений, полученных с использо-
ванием CAE Fidesys, к точному решению на примере задачи Ламе в упругой и упругопла-
стической постановках. Установлено, что повышение порядка элементов, расширенное в CAE
Fidesys возможностью использования спектральных элементов, позволяет без перестроения
пользователем конечно-элементной сетки получить экспоненциальное падение погрешностей.
Использование спектральных элементов, начиная с третьего порядка, позволило для всей об-
ласти модели получить погрешности, не превышающую инженерную точность 5%. Данный
факт был подтвержден и в случае использования грубой конечно-элементной сетки при рас-
смотрении упругой постановки задачи Ламе.
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