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Аннотация

В работе рассматриваются четыре приближения решения трехмерной задачи теории
упругости о нагружении неоднородной свободно опертой по контуру прямоугольной пла-
стины, полученные методом структурных функций первого и второго порядка с исполь-
зованием приближенных решений сопутствующей задачи. Метод структурных функций
представляет собой способ приближенного вычисления решения задачи теории упругости
для неоднородного тела (называемого исходным) по решению аналогичной с точки зрения
нагрузок и граничных условий задачи теории упругости для однородного тела (называ-
емого сопутствующим); это вычисление реализуется путем суммирования производных
деформаций в сопутствующем теле с весовыми коэффициентами, называемыми структур-
ными функциями; в статье приводится краткое описание и основные соотношения метода
структурных функций. Решение сопутствующей задачи – о нагружении однородной пла-
стины – строится в рамках известных приближений, основанных на использовании гипотез
Кирхгофа и типа Тимошенко. Последовательно получены структурные функции первого
и второго порядка для исходной пластины. Приводятся явные формулы для приближен-
ного вычисления перемещений в исходном теле по методу структурных функций первого
и второго порядка, основанные на обоих рассмотренных приближениях решения сопут-
ствующей задачи. Для набора тестовых пластин различной конфигурации (двухслойной,
трехслойной асимметричной по толщине, трехслойной симметричной по толщине) прибли-
жения, построенные по методу структурных функций, сопоставляются между собой и с
известным решением задачи об изгибе многослойной пластины в трехмерной постановке;
приближения, основанные на решении сопутствующей задачи в рамках гипотезы типа Ти-
мошенко, в приведенных сопоставлениях демонстрируют удовлетворительное совпадение
с известным решением.

Ключевые слова: механика композитов, слоистые пластины, метод структурных функ-
ций.
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Abstract

This paper comes to compare four different approximations of the solution to a layered
linear elastic plate bending problem, obtained by the structural functions method. This
method is in representation of a nonhomogeneous body displacement field as a weighted
sum of spatial derivatives of the so-called concomitant body displacements, the weighting
coefficients are named structural functions of the nonhomogeneous body; the concomitant
body is a homogeneous one, subjected to the same loadings and boundary conditions, as the
nonhomogeneous body; we come through the basic steps of structural functions method in this
paper. For the concomitant plate displacements, we consider two well-known approximations:
the classical plate theory and the first-order shear deformation theory. We obtain the first- and
the second-order structural functions of a layered plate. We derive direct formulae for the first-
and second-order structural functions method approximations of the nonhomogeneous plate
displacements, using both concomitant plate displacements approximations. For a set of sample
plates, we compute the obtained structural functions method approximations, and compare
the computation results with a known Pagano solution to the nonhomogeneous plate bending
problem. The approximation, based on the first-order shear deformation theory approach to
the concomitant body displacements computation, gives an acceptable result in the considered
cases.
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Введение

Данная статья посвящена построению приближений решения статической задачи теории
упругости о нагружении неоднородной прямоугольной пластины, шарнирно опертой по конту-
ру, методом структурных функций (МСФ), и численному сопоставлению построенных МСФ-
приближений – как между собой, так и с известным решением той же задачи в трехмерной
постановке.

МСФ был построен в работах В. И. Горбачева [1], как способ приближённого вычисления
решения задачи теории упругости для неоднородного тела. В основе метода лежит интеграль-
ная формула [2], устанавливающая взаимосвязь решений задач теории упругости, поставлен-
ных для двух тел, обладающих разными упругими свойствами, но идентичной геометрией,
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подвергнутых одинаковым объемным нагрузкам и граничным условиям. Интегральные фор-
мулы были построены также и для динамической задачи [3], связанной задачи термоупругости
[4], электромагнитоупругости [5], и ряда классических задач уравнений математической фи-
зики [6]. Непосредственное применение интегральных формул в некоторых случаях может
быть затруднительным, так как требует вычисления фундаментального решения для неодно-
родного тела; поэтому был разработан МСФ, основанный на соотношении, представляющем
собой приближение интегральной формулы; для задачи теории упругости МСФ позволяет
приближенно вычислить компоненты вектора перемещений неоднородного тела (называемо-
го исходным) в виде частичной суммы ряда по производным компонент тензора деформаций
однородного тела идентичной геометрии, подвергнутого идентичной системе нагрузок (на-
зываемого сопутствующим). Варианты МСФ были построены для одномерных и двумерных
задач теории упругости ([7], [8]), для связанной задачи термоупругости [9]; МСФ был приме-
нен к анализу задачи об изгибе неоднородной плиты [10], к задачам об изгибе полосы [11]; в
работе [12] МСФ был применен к задаче определения эффективных характеристик компози-
ционного материала со сферическими включениями и численно сопоставлен с результатами
применения метода Мори-Танака к этой же задаче.

В данной работе МСФ применяется для приближенного отыскания перемещений и на-
пряжений в неоднородной слоистой пластине, свойства которой зависят от поперечной коор-
динаты, следующим образом: строятся два известных приближения решения сопутствующей
задачи, определяются структурные функции (СФ) первого и второго порядка исходного тела,
строятся МСФ-приближения первого и второго порядка решения исходной задачи, основан-
ные на приближениях решения сопутствующей задачи. Таким образом, исходной в настоящей
работе является задача о квазистатическом нагружении слоистой прямоугольной шарнир-
но опертой по контуру пластины, которая многократно исследовалась как численно, так и
аналитически. Сопутствующую – задачу о нагружении однородной прямоугольной шарнирно
опертой по контуру пластины – можно также назвать одной из наиболее изученных задач
теории упругости, в качестве способов построения решения сопутствующей задачи выбраны
известные приближения – по гипотезе Кирхгофа-Лява и по теории пластин первого порядка.

В силу широкого распространения пластин, как конструктивных элементов технических
конструкций, разработано большое количество подходов к моделированию упругого и тер-
моупругого поведения пластин, в том числе – неоднородных, изготовленных из материалов
различных типов анизотропии. Одним из первых подходов к моделированию однородных изо-
тропных пластин можно назвать теорию, основанную на кинематической гипотезе Кирхгофа
[13] в некоторых источниках называемую классической [14]; она имеет ряд противоречий, пер-
вый порядок точности по поперечной координате и нулевой – по поперечной деформации [15],
в связи с чем в XX веке активно разрабатывались более точные теории, особенно отметим
варианты теорий первого порядка по поперечной деформации, в том числе - основанные на
кинематической гипотезе типа Тимошенко [16], [17] [18]; общие подходы к построению теорий
пластин [19], [20]. Упомянутые модели, а также модели более высоких порядков точности – мо-
дель третьего порядка по поперечным деформациям [14], высших порядков [21] – были также
обобщены на случаи неоднородных материалов (например, [22]), функционально-градиентных
([23], [24]), линейно-вязкоупругих материалов [25]. Активное развитие получило и направле-
ние, связанное с уточнённым моделированием упругого поведения многослойных пластин [26],
[27], [28], [29], [30], [31]. Необходимо также упомянуть и работы, посвященные вопросам клас-
сификации теорий пластин и качественного и количественного сравнения теорий пластин [15],
[22], [32], как между собой, так и с численными или аналитическими решениями модельных
задач в трехмерной постановке. В силу наличия аналитического решения в трехмерной поста-
новке [33], а также относительной простоты построения решений приближенных в качестве
модельной во многих работах (например, [22], [32]) выбрана задача о нагружении шарнирно
опертой по контуру прямоугольной пластины. В работах [34], [35] начала XXI века приво-
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дится классификация возможных подходов к моделированию упругого поведения пластин,
впоследствии [36] обобщенная и на вязкоупругий случай, а также предложены критерии ка-
чества, согласно которым можно анализировать арсенал качественных свойств, описываемых
той или иной моделью. Среди представленных в работе [35] критериев качества подчеркнем
способность корректно моделировать зигзагообразную зависимость перемещений от попереч-
ной координаты, выполнять условие идеального контакта слоёв пластины, и независимость
количества переменных в модели от числа слоёв.

Цель данной работы – построить МСФ-приближения решения задачи о нагружении не обя-
зательно симметричной по толщине линейно-упругой ортотропной слоистой пластины; приве-
сти их явный вид, задействуя простейшие приближения решения сопутствующей задачи – по
теории Кирхгофа и теории пластин первого порядка (основанной на гипотезе типа Тимошен-
ко), отметить, удовлетворяют ли построенные МСФ-приближения критериям качества, при-
веденным выше, и сопоставить их численно с решением исходной задачи, полученным по ме-
тоду Пагано [33]. При численном сопоставлении исследовать отклонения МСФ-приближений
от решения по методу Пагано. Заметим, что выбранные приближения решения сопутствую-
щей задачи имеют заведомо невысокий порядок точности – ранее, в работе [39], построено
МСФ-приближение решения аналогичной задачи на базе решения сопутствующей задачи в
трехмерной постановке, продемонстрировавшее хорошее совпадение с контрольным, однако
интерес представляет также использование МСФ в сочетании с менее точными приближени-
ями решения сопутствующей задачи.

В работе используется тензорная нотация, по повторяющимя латинским индексам пред-
полагается суммирование (от 1 до 3 – по малым и от 1 до 2 – по большим индексам), по
греческим индексам суммирование не производится; индекс после запятой обозначает част-
ную производную по соответствующей координате, 𝑓,𝑖 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
.

1. Метод структурных функций

МСФ разработан [1] для построения приближенного решения статической задачи теории
упругости в перемещениях, поставленной для твёрдого тела произвольной неоднородности,
которую в общем виде можно записать [37], как

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝑢𝑘,𝑙(

−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0, (1)

𝑢𝑖

⃒⃒⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 ,

где 𝑢𝑖 – компоненты вектора перемещений, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 ) – компоненты тензора упругих модулей

неоднородного тела, произвольные функции пространственных координат; 𝑋𝑖(
−→𝑥 ) – объёмные

силы. Компоненты тензоров напряжений и малых деформаций в неоднородном теле всюду
далее будем обозначать 𝜎𝑖𝑗 и 𝜀𝑖𝑗 соответственно, они связаны между собой определяющими
соотношениями

𝜎𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝜀𝑘𝑙(
−→𝑥 ), 𝜀𝑖𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐽𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝜎𝑘𝑙(

−→𝑥 ), (2)

тензоры упругих модулей 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 и податливостей 𝐽𝑖𝑗𝑘𝑙 взаимно обратны; их компоненты – во-
обще говоря, произвольные функции пространственных координат, удовлетворяющие мини-
мальным термодинамическим ограничениям [37]. Неоднородное тело и задачу (1) будем далее
называть исходным телом и исходной задачей (ИЗ).

При помощи МСФ решение задачи (1) вычисляется в виде суммы, полученной в работе [2]

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +

∞∑︁
𝑞=0

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 )𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 ), (3)
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где 𝑣𝑖 и 𝑒𝑘𝑙 – компоненты вектора перемещений и тензора малых деформаций в так называемом
сопутствующем теле – твердом теле аналогичной ИЗ геометрии, подвергнутом воздействию
той же системы объёмных и поверхностных сил, с теми же граничными условиями, что и в
ИЗ. Сопутствующее тело предполагается однородным, и задача теории упругости для него
(сопутствующая задача, далее СЗ) имеет вид

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0, (4)

𝑣𝑖

⃒⃒⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝑠𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 .

Здесь 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 – компоненты тензора упругих модулей сопутствующего тела, они подразумевают-

ся независимыми от координат, компоненты тензора напряжений в сопутствующем теле здесь
и далее обозначаем 𝑠𝑘𝑙. Таким образом, соотношение (3) задаёт представление решения ИЗ в
виде ряда по производным решения СЗ (с учётом того, что 𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞 = (𝑣𝑘,𝑙𝑖1...𝑖𝑞 + 𝑣𝑙,𝑘𝑖1...𝑖𝑞)/2).
Формула (3) получена в работе [2], как следствие интегральной формулы – аналитического
выражения, устанавливающего связь решений ИЗ и СЗ.

Коэффициенты представления (3) называют структурными функциями (𝑁 -функциями;
далее СФ); для СФ выполнены условия симметрии по второму и третьему индексу: 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 =
= 𝑁𝑖𝑙𝑘𝑖1...𝑖𝑞 , а также внутри группы индексов 𝑖1 . . . 𝑖𝑞. В работе [2] получены выражения, свя-
зывающие СФ с компонентами тензора Грина ИЗ, однако поскольку практическое вычисле-
ние тензора Грина может быть затруднительным, позднее построена рекуррентная система
уравнений в частных производных для отыскания СФ (процедура её получения приведена,
например, в статье [10]) :

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛],𝑗 = 0, (5)

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],𝑗 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙 − [𝐶𝑖𝑖1𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙],

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖𝑞𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1 ],𝑗 = −[𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑖𝑞−1𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−2 ], 𝑞 > 2.

Эта система получена из условия совпадения объемных сил в ИЗ и СЗ: тогда из уравнений
равновесия обеих задач следует, что [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙],𝑗 = 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗 . Подставляя в это равенство пред-
ставление (3) и приравнивая слагаемые при одинаковых производных 𝑣, мы получаем систему
рекуррентных уравнений (5), как достаточное условие одновременного выполнения уравнений
равновесия ИЗ и СЗ. Граничные условия к системе (5) строятся аналогично, из соображений
равенства соответствующих компонент перемещений и векторов напряжений на кинемати-
ческой и статической границе; в частности, если вся поверхность тела Σ – кинематическая

граница, то есть ИЗ и СЗ – первая краевая задача, 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞

⃒⃒⃒
Σ

= 0.

В данной работе делается попытка применить соотношения метода структурных функ-
ций к задаче о нагружении свободно опертой по контуру пластины, предварительно построив
приближение решения сопутствующей задачи при помощи известных приближенных теорий
пластин.

2. Постановка исходной задачи о нагружении неоднородной пла-

стины

Рассматривается частный случай задачи (1) – нагружение системой объемных (𝑋𝑖) и по-
верхностных сил слоистой прямоугольной пластины размерами 𝐿1 * 𝐿2 * ℎ, свободно опер-
той на всех рёбрах (𝑥1 = 0, 𝐿1; 𝑥2 = 0, 𝐿2). Декартовы координаты 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 вводятся так,
что 𝑥3 совпадает с поперечным направлением пластины, а начало координат расположено
в левом нижнем углу серединной плоскости Σ0, равноудалённой от лицевых поверхностей
Σ± = {−→𝑥 : 0 6 𝑥1 6 𝐿1, 0 6 𝑥2 6 𝐿2, 𝑥3 = ±ℎ/2}. Пусть упругие свойства пластины за-
висят только от поперечной координаты, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥3), эта зависимость может быть как
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кусочно-постоянной (если пластина составлена из слоёв с постоянными модулями упругости),
так и более сложной. Кроме того, материал каждого слоя пластины предполагается орто-
тропным, причём оси ортотропии каждого слоя совпадают с осями координат, следовательно,
𝐶𝛼𝛼𝛼𝛽 ≡ 0, 𝐶𝛼𝛼𝛽𝛾 ≡ 0. Контакт слоёв материала предполагается идеальным. Запишем за-
дачу (1) в рассматриваемом случае, учитывая, что на лицевых поверхностях Σ± действуют
поверхностные силы 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2), а на ребрах 𝑥1 = 0, 𝐿1, 𝑥2 = 0, 𝐿2 пластина свободно оперта:

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥3)𝑢𝑘,𝑙(
−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(

−→𝑥 ) = 0, (6)

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝜎𝑖3(𝑥1, 𝑥2, ·) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2, ·),
𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑢2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑢3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝜎11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑢1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑢3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝜎22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0,

и найдем МСФ-приближения решения задачи (6). Для этого поставим сопутствующую задачу,
найдем приближенные решения сопутствующей задачи, и вычислим структурные функции
исходной пластины.

3. Приближения решения сопутствующей задачи, рассматривае-

мые в статье

3.1. Постановка сопутствующей задачи

В данной работе мы предполагаем, что в качестве сопустствующего заведомо взя-
то тело, упругие свойства которого совпадают с осредненными свойствами исходного те-

ла, то есть 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 1

ℎ

∫︀ ℎ/2
−ℎ/2𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥3)𝑑𝑥3, и 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 наследует ортотропию 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙: аналогично,

𝐶0
𝛼𝛼𝛼𝛽 ≡ 0, 𝐶0

𝛼𝛼𝛽𝛾 ≡ 0. С учётом изложенного в разделе 2 описания ИЗ, математическая
постановка СЗ (4) принимает вид

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0, (7)

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑠𝑖3(𝑥1, 𝑥2, ·) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2, ·),
𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑣2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑣3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑠11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑣1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑣3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑠22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0.

Постановка (7) представляет собой классическую для механики деформируемого твёрдо-
го тела задачу о нагружении однородной пластины статическими нагрузками; разработано
множество разнообразных подходов к решению (вообще говоря, приближенному) подобных
задач, малая часть которых описана во Введении. Мы рассмотрим два приближения реше-
ния СЗ (7) – основанное на гипотезе Кирхгофа и основанное на теории первого порядка.
Оба этих подхода предполагают сведение трехмерной задачи (7) к двумерной задаче, введе-
ние системы кинематических переменных, которые зависят только от продольных координат
𝑥1, 𝑥2, и сведение внешних нагрузок к эквивалентной системе внутренних силовых факторов,
распределенных в серединной плоскости пластины. Детально процедура сведения приведена,
например, в работе [38] для классической теории пластин и в работе [22] для теории первого
порядка; в монографии [14] и других источниках. Определим вторичные величины – приве-
денные нагрузки, действующие на сопутствующую пластину:

𝑞𝑖(𝑥1, 𝑥2) =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝑋𝑖(
−→𝑥 )𝑑 𝑥3 + 𝑞−𝑖 (𝑥1, 𝑥2) + 𝑞+𝑖 (𝑥1, 𝑥2), (8)
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𝑞(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞3(𝑥1, 𝑥2) +𝑚𝐼,𝐼(𝑥1, 𝑥2),

𝑚𝐼(𝑥1, 𝑥2) = ℎ/2
(︁
𝑞+𝐼 (𝑥1, 𝑥2)− 𝑞−𝐼 (𝑥1, 𝑥2)

)︁
+

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝑥3𝑋𝐼(
−→𝑥 )𝑑 𝑥3.

Кинематические переменные для сопутствующего тела подлежат определению из приве-
денных уравнений равновесия (приведены ниже), решения которых строятся при помощи ме-
тода Навье [14], использующего тригонометрическое разложение искомых кинематических
переменных и приведённых нагрузок (8) по системе функций

{sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2), sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2), cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2), cos(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2)}∞𝑚,𝑛=1,

где 𝜆𝑚 = 𝜋𝑚/𝐿1, 𝜇𝑛 = 𝜋𝑛/𝐿2. Коэффициенты разложения приведённых нагрузок (8) по
указанной системе обозначим

[𝑞1,𝑚1](𝑥1, 𝑥2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[𝑞𝑚𝑛1 , 𝑚𝑚𝑛
1 ] cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2), (9)

[𝑞2,𝑚2](𝑥1, 𝑥2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[𝑞𝑚𝑛2 , 𝑚𝑚𝑛
2 ] sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2),

[𝑞3, 𝑞](𝑥1, 𝑥2) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

[𝑞𝑚𝑛3 , 𝑞𝑚𝑛] sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2),

и построим два приближения решения СЗ (7).

3.2. Основанное на решении СЗ в рамках гипотезы Кирхгофа

Теория пластин, основанная на гипотезе Кирхгофа, в ряде источников именуемая класси-
ческой [14], строится в предположении о том, что волокно пластины, нормальное к серединной
плоскости и прямое до деформации, остается прямым, не изменяет свою длину и остается нор-
мальным к деформированной серединной поверхности после приложения воздействия. Данное
предположение позволяет установить связь между перемещениями и деформациями во всей
сопутствующей пластине 𝑣𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), и кинематическими переменными теории – перемеще-
ниями в серединной плоскости 𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2):

2

𝑣𝐾𝑖 (−→𝑥 ) = 𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2)− 𝛿𝑖𝐾𝑥3𝑤3,𝐾(𝑥1, 𝑥2), 𝑒𝐾𝑖3 ≡ 0, 𝑒𝐾𝐼𝐽 = (𝑤𝐼,𝐽 + 𝑤𝐽,𝐼)/2− 𝑥3𝑤3,𝐼𝐽 , (10)

решение сопутствующей задачи (7) сводится к отысканию функций 𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2). Разложим их
по тригонометрическому базису аналогично (9):

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑊𝑚𝑛
1 cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2) = 𝑤1(𝑥1, 𝑥2), (11)

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑊𝑚𝑛
2 sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2) = 𝑤2(𝑥1, 𝑥2),

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑊𝑚𝑛
3 sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2) = 𝑤3(𝑥1, 𝑥2).

2Верхний индекс 𝐾 здесь и далее подчеркивает, что величина вычислена в рамках гипотезы Кирхгофа
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Заметим, что перемещения в серединной плоскости, найденные в форме (11), с учётом соотно-
шений (10) автоматически обеспечивают выполнение граничных условий задачи (7), а набор
постоянных {𝑊 𝑖

𝑚𝑛}∞𝑚,𝑛=1, 𝑖 = 1..3 подлежит отысканию только из уравнений равновесия для
пластины Кирхгофа. В общем виде они построены, например, в работе [38], а в частном случае
однородной пластины принимают вид3

𝐻(𝐽0)−1
𝐼𝐽𝐾𝐿𝑤𝐾,𝐿𝐽 + 𝑞𝐼 = 0, 𝐻3(𝐽0)−1

𝐼𝐽𝐾𝐿𝑤3,𝐼𝐽𝐾𝐿/12 = 𝑞,

что позволяет записать систему линейных алгебраических уравнений для {𝑊 𝑖
𝑚𝑛}∞𝑚,𝑛=1, 𝑖 = 1..3[︀

𝜆2𝑚𝐻(𝐽0)−1
1111 + 𝜇2𝑛𝐻(𝐽0)−1

1212

]︀
𝑊𝑚𝑛

1 +𝐻
[︀
(𝐽0)−1

1122 + (𝐽0)−1
1212

]︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝑊

𝑚𝑛
2 = 𝑞𝑚𝑛1 , (12)[︀

𝜆2𝑚𝐻(𝐽0)−1
1212 + 𝜇2𝑛𝐻(𝐽0)−1

2222

]︀
𝑊𝑚𝑛

2 +𝐻
[︀
(𝐽0)−1

1122 + (𝐽0)−1
1212

]︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝑊

𝑚𝑛
1 = 𝑞𝑚𝑛2 ,

𝐻3
[︀
(𝐽0)−1

1111𝜆
4
𝑚 + (𝐽0)−1

2222𝜇
4
𝑛 + 2((𝐽0)−1

1122 + 2(𝐽0)−1
1212)𝜆

2
𝑚𝜇

2
𝑛

]︀
𝑊𝑚𝑛

3 /12 = 𝑞𝑚𝑛,

данная система позволяет записать явные выражения для {𝑊 𝑖
𝑚𝑛}∞𝑚,𝑛=1, 𝑖 = 1..3, но в данной

работе они опущены – ниже значения 𝑊 𝑖
𝑚𝑛 используются только при численном моделирова-

нии решения исходной задачи.

3.3. Основанные на решении СЗ в рамках теории первого порядка

При рассмотрении задачи (7) в рамках гипотезы Кирхгофа непосредственно из физиче-
ских предположений 𝑒𝐾𝑖3 ≡ 0. Поскольку разложение (3) строится по производным компонент
тензора деформаций СЗ, начиная с нулевой производной, то есть – с самих компонент тен-
зора деформаций, рассмотрим также приближение решения СЗ первого порядка точности по
поперечным деформациям (first-order shear deformation theory – [14], [16], [22] и т.д.). Кинема-
тическое предположение, позволяющие построить модель первого порядка – гипотеза типа Ти-
мошенко: предполагается, что прямое волокно, нормальное к серединной плоскости пластины
до деформации, остается прямым и не изменяет свою длину, но может образовывать с дефор-
мированной серединной поверхностью угол, отличный от прямого на величину 𝛾𝐼 в плоскости
𝑂𝑥𝐼𝑥3. Тогда поперечные деформации в сопутствующем теле4 𝑒𝐹𝐼3(

−→𝑥 ) = 𝛾𝐼(𝑥1, 𝑥2)/2, 𝑒
𝐹
33 ≡ 0, и

можно установить связь между перемещениями в сопутствующей пластине и кинематически-
ми переменными теории – перемещениями в серединной плоскости 𝑦𝑖(𝑥1, 𝑥2) и изменениями
углов 𝛾𝐼(𝑥1, 𝑥2):

𝑣𝐹𝑖 (−→𝑥 ) = 𝑦𝑖(𝑥1, 𝑥2)− 𝛿𝑖𝐾𝑥3(𝑦3,𝐾(𝑥1, 𝑥2)− 𝛾𝐾(𝑥1, 𝑥2)), (13)

𝑒𝐹33 ≡ 0, 𝑒𝐹𝐼3 = 𝛾𝐼 , 𝑒
𝐹
𝐼𝐽 = (𝑦𝐼,𝐽 + 𝑦𝐽,𝐼)/2− 𝑥3(2𝑦3,𝐼𝐽 − 𝛾𝐼,𝐽 − 𝛾𝐽,𝐼)/2.

Аналогично предыдущему, введём разложение кинематических переменных теории по триго-
нометрическому базису:

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[𝑌 𝑚𝑛
1 , 𝐺𝑚𝑛1 ] cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2) = [𝑦1, 𝛾1](𝑥1, 𝑥2), (14)

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[𝑌 𝑚𝑛
2 , 𝐺𝑚𝑛2 ] sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2) = [𝑦2, 𝛾2](𝑥1, 𝑥2),

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑌 𝑚𝑛
3 sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2) = 𝑦3(𝑥1, 𝑥2).

3Как правило, при рассмотрении классической теории пластин вводятся тензоры жесткостей, и уравнения
равновесия включают именно их; мы не вводим данное обозначение, подставляя прямо вычисленные значения
жесткостей, так как непосредственно не анализируем классическую теорию пластин, а исопльзуем её лишь
как промежуточный шаг. 𝐽0

𝐼𝐽𝐾𝐿 – компоненты тензора, обратного к 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿.

4Верхний индекс 𝐹 здесь и далее подчеркивает, что величина вычислена в рамках теории первого порядка
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Вид перемещений (14) обеспечивает выполнение граничных условий постановки (7), значе-
ния констант {𝑌 𝑖

𝑚𝑛}∞𝑚,𝑛=1, 𝑖 = 1..3, {𝐺𝐼𝑚𝑛}∞𝑚,𝑛=1, 𝐼 = 1..2 подлежат определению из уравнений
равновесия [22]

𝐻(𝐽0)−1
𝐼𝐽𝐾𝐿𝑦𝐾,𝐿𝐽 + 𝑞𝐼 = 0, 5𝐻𝐶0

𝐼3𝐾3𝛾𝐾,𝐼/6 + 𝑞3 = 0,

𝐻3(𝐽0)−1
𝐼𝐽𝐾𝐿𝑦3,𝐾𝐿𝐽/12− 5𝐻𝐶0

𝐼3𝐾3𝛾𝐾/6 +𝑚𝐼 = 0,

здесь использован множитель коррекции ([18], [24], [31] и др.) 5/6, полученный для теории
пластин первого порядка. Система линейных алгебраических уравнений для отыскания коэф-
фициентов решения (14) имеет вид[︀

𝜆2𝑚𝐻(𝐽0)−1
1111 + 𝜇2𝑛𝐻(𝐽0)−1

1212

]︀
𝑌 𝑚𝑛
1 +𝐻

[︀
(𝐽0)−1

1122 + (𝐽0)−1
1212

]︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝑌

𝑚𝑛
2 = 𝑞𝑚𝑛1 , (15)[︀

𝜆2𝑚𝐻(𝐽0)−1
1212 + 𝜇2𝑛𝐻(𝐽0)−1

2222

]︀
𝑌 𝑚𝑛
2 +𝐻

[︀
(𝐽0)−1

1122 + (𝐽0)−1
1212

]︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝑌

𝑚𝑛
1 = 𝑞𝑚𝑛2 ,

𝜆𝑚𝐻𝐶
0
1313𝐺

𝑚𝑛
1 + 𝜇𝑛𝐻𝐶

0
2323𝐺

𝑚𝑛
2 = 6𝑞𝑚𝑛3 /5,

𝐻3
[︁(︀
− (𝐽0)−1

1111𝜆
3
𝑚 − ((𝐽0)−1

1122 + 2(𝐽0)−1
1212)𝜆𝑚𝜇

2
𝑛

)︀
𝑌 𝑚𝑛
3 +

(︀
(𝐽0)−1

1111𝜆
2
𝑚 + (𝐽0)−1

1212𝜇
2
𝑛

)︀
𝐺𝑚𝑛1 +(︀

(𝐽0)−1
1122 + (𝐽0)−1

1212

)︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝐺

𝑚𝑛
2

]︁
/12 + 5𝐻𝐶0

1313𝐺
𝑚𝑛
1 /6 = 𝑚𝑚𝑛

1 ,

𝐻3
[︁(︀
− (𝐽0)−1

2222𝜇
3
𝑛 − (𝐽0)−1

1122 + 2(𝐽0)−1
1212)𝜆

2
𝑚𝜇𝑛

)︀
𝑌 𝑚𝑛
3 +

(︀
(𝐽0)−1

1212𝜆
2
𝑚 + (𝐽0)−1

2222𝜇
2
𝑛

)︀
𝐺𝑚𝑛2 +(︀

(𝐽0)−1
1122 + (𝐽0)−1

1212

)︀
𝜆𝑚𝜇𝑛𝐺

𝑚𝑛
1

]︁
/12 + 5𝐻𝐶0

2323𝐺
𝑚𝑛
2 /6 = 𝑚𝑚𝑛

2 ,

решение этой системы используется в вычислениях в разделе 6.

4. Структурные функции исходной пластины

Найдём СФ исходной пластины. Мы построим МСФ-приближения решения ИЗ первого
и второго порядка, оставляя в формуле (3) только слагаемые, содержащие нулевые и первые
производные деформаций СЗ соответственно; ниже вычислены СФ первого и второго порядка.
Отметим, что в силу выбора приближений решения СЗ СФ 𝑁𝑖33, 𝑁𝑖33𝑗 и 𝑁𝑖𝑗33 не фигурируют
в приближениях (1): из кинематических гипотез 3.2, 3.3 и, как следствие, выражений (10) и
(13) 𝑒33 ≡ 0, 𝑒𝑖3,3 ≡ 0, поэтому указанные СФ далее вычисляться не будут.

4.1. Первого порядка

Ограничим порядок слагаемых в представлении (3) и выражениях для напряжений и де-
формаций в исходном теле первым –

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +𝑁𝑖𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(
−→𝑥 ), (16)

запишем первое уравнение рекуррентной системы (5) для случая слоистого материала, свой-
ства которого 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 зависят только от поперечной координаты 𝑥3:

[𝐶𝑖3𝑘3𝑁𝑘𝑚𝑛,3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑛],3 = 0, (17)

и последовательно получим граничные условия к нему, учитывая вид приближений решения
сопутствующей задачи (11) и (14). На лицевых поверхностях Σ± из совпадения граничных

условий для исходного и сопутствующего тела следует 𝜎𝑖3

⃒⃒⃒
Σ±

(𝑥1, 𝑥2, ·) = 𝑠𝑖3

⃒⃒⃒
Σ±

(𝑥1, 𝑥2, ·), что
влечёт требование[︀

𝐶𝑖3𝑘𝑙(𝑣𝑘,𝑙 +𝑁𝑘𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛𝑙 +𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙𝑣𝑚,𝑛)
]︀⃒⃒⃒

Σ±
(𝑥1, 𝑥2, ·) =

[︀
𝐶0
𝑖3𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙

]︀⃒⃒⃒
Σ±

(𝑥1, 𝑥2, ·). (18)
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Заметим, что 𝑣𝑘,𝑙 в обоих рассмотренных приближениях – линейно независимые, отличные от
тождественно нулевых (за исключением 𝑣3,3) функции продольных координат (в силу вида
решения (11), (12) или (14), (15)), запишем условие совпадения коэффициентов при 𝑣𝑘,𝑙 в
правой и левой части (18): [︀

𝐶𝑖3𝑘3𝑁𝑘𝑚𝑛,3

]︀⃒⃒⃒
Σ±

=
[︀
𝐶0
𝑖3𝑚𝑛 − 𝐶𝑖3𝑚𝑛

]︀⃒⃒⃒
Σ±

Условия на СФ также следуют и из совпадения кинематических граничных условий на
рёбрах пластины: на рёбрах 𝑥1 = 0, 𝐿1 совпадение

𝑢2(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 𝑣2(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

приводит к условию

𝑁2𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 0;

𝑢3(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 𝑣3(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

– к условию

𝑁3𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 0,

𝜎11(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 𝑠11(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

,

с учётом ортотропии материала – к условию

𝐶11𝑘𝑙

(︁
𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙(𝑥3)𝑣𝑚,𝑛(·, 𝑥2, 𝑥3) +𝑁𝑘𝑚𝑛(𝑥3)𝑣𝑚,𝑛𝑙(·, 𝑥2, 𝑥3)

)︁⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 0;

на рёбрах 𝑥2 = 0, 𝐿2 аналогично

𝑁1𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(𝑥1, ·, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥2=0, 𝐿2

= 0,

𝑁3𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(𝑥1, ·, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥2=0, 𝐿2

= 0.

𝐶22𝑘𝑙

(︁
𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙𝑣𝑚,𝑛(𝑥1, ·, 𝑥3) +𝑁𝑘𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛𝑙(𝑥1, ·, 𝑥3)

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=0, 𝐿2

= 0.

Запишем подробно условие

𝑁2𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(·, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

= 0

для 𝑣𝑖 = 𝑣𝐹𝑖 (13):

𝑁2𝑘𝑙𝑣
𝐹
𝑘,𝑙 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︁
𝐺𝑚𝑛

1 𝑁213 cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2) +𝐺𝑚𝑛
2 𝑁223 sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2)

]︁
+ (19)(︁

− 𝜆𝑚[𝑌 𝑚𝑛
1 − 𝑥3(𝜆𝑚𝑌

𝑚𝑛
3 −𝐺𝑚𝑛

1 )]𝑁211 − 𝜇𝑛[𝑌 𝑚𝑛
2 − 𝑥3(𝜇𝑛𝑌

𝑚𝑛
3 −𝐺𝑚𝑛

2 )]𝑁222

)︁
sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2)+(︁

𝜇𝑛(𝑌 𝑚𝑛
1 + 𝑥3𝐺

𝑚𝑛
1 ) + 𝜆𝑚(𝑌 𝑚𝑛

2 + 𝑥3𝐺
𝑚𝑛
2 )− 2𝑥3𝜆𝑚𝜇𝑛𝑌

𝑚𝑛
3

)︁
𝑁212 cos(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2)

]︁
= 0.

Опуская заведомо нулевые в силу вида решения сопутствующей задачи слагаемые (для ре-
бер 𝑥1 = 0, 𝐿1 это – слагаемые, содержащие множитель sin(𝜆𝑚𝑥1), для 𝑥2 = 0, 𝐿2 – sin(𝜇𝑛𝑥2)),
получаем пару условий 𝑁213(𝑥3) ≡ 0, 𝑁212(𝑥3) ≡ 0. Структурные функции зависят от свойств
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исходного и сопутствующего тела, но не от значений решения СЗ; при выборе в представле-
нии (19) 𝑣𝐾𝑖 получим аналогично 𝑁212(𝑥3) ≡ 0, 𝑁213 в приближение решения ИЗ, основанное
на приближении решения СЗ в рамках теории Кирхгофа, не входит в силу вида перемеще-
ний (10). Аналогично из условия 𝑁3𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0 имеем 𝑁312(𝑥3) ≡ 0, 𝑁313(𝑥3) ≡ 0.
Совпадение кинематических граничных условий на торцах 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝐿2 приводит к парам
условий 𝑁123(𝑥3) ≡ 0, 𝑁112(𝑥3) ≡ 0, 𝑁312(𝑥3) ≡ 0, 𝑁323(𝑥3) ≡ 0. Из совпадения напряжений в
случае ортотропного материала

𝜎11

⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

(·, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑠11

⃒⃒⃒
𝑥1=0, 𝐿1

(·, 𝑥2, 𝑥3),

𝜎22

⃒⃒⃒
𝑥2=0, 𝐿2

(𝑥1, ·, 𝑥3) = 𝑠22

⃒⃒⃒
𝑥2=0, 𝐿2

(𝑥1, ·, 𝑥3)

следует, что 𝑁111(𝑥3) ≡ 0, 𝑁122(𝑥3) ≡ 0, 𝑁211(𝑥3) ≡ 0, 𝑁222(𝑥3) ≡ 0.
С учетом уравнений (17) и полученных условий запишем отличные от нуля СФ исходного

тела (суммирование по греческим индексам не производится; 𝛼 = 1, 2),

𝑁3𝛼𝛼 =

𝑥3∫︁
−ℎ/2

(𝐶0
33𝛼𝛼 − 𝐶33𝛼𝛼)/𝐶3333𝑑𝑦 + 𝑐3𝛼𝛼, (20)

𝑁𝛼𝛼3 =

𝑥3∫︁
−ℎ/2

(𝐶0
𝛼3𝛼3 − 𝐶𝛼3𝛼3)/𝐶𝛼3𝛼3𝑑𝑦 + 𝑐𝛼𝛼3,

в силу выбора сопутствующего тела (раздел 4) произвольные постоянные 𝑐𝛼𝛼3, 𝑐3𝛼𝛼 выберем
такими, что < 𝑁𝑖𝑘𝑙 >= 0.

4.2. Второго порядка

В случае применения МСФ второго порядка приближение перемещений (3) принимает вид

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +𝑁𝑖𝑘𝑙(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙(
−→𝑥 ) +𝑁𝑖𝑘𝑙𝑚(𝑥3)𝑣𝑘,𝑙𝑚(−→𝑥 ), (21)

причём СФ первого порядка 𝑁𝑖𝑘𝑙 совпадают с найденными в предыдущем разделе 4.1, а СФ
второго порядка 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑚 подлежат определению из второго уравнения рекуррентной системы
(5), в случае слоистого материала последнее принимает вид

[𝐶𝑖3𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],3 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙 − [𝐶𝑖𝑖1𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙,3 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙],

и соответствующих граничных условий, которые можно получить по схеме, аналогичной
предыдущему разделу – поочередно рассматривая совпадение перемещений и напряжений
на границах исходной и сопутствующей пластины. Так, из кинематических условий на рёбрах
𝑥1 = 0, 𝐿1 𝑁𝛼𝑘𝑙𝑚𝑣𝑘,𝑙𝑚(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝛼 = 2, 3, покомпонентная запись этих сумм, аналогичная
(19), приводит к выводу 𝑁𝛼111 ≡ 0, 𝑁𝛼122 ≡ 0, 𝑁𝛼123 ≡ 0, 𝑁𝛼133 ≡ 0, 𝑁𝛼221 ≡ 0, 𝑁𝛼231 ≡ 0,
𝑁𝛼331 ≡ 0, 𝑁𝛼132 ≡ 0, 𝛼 = 2, 3. На рёбрах 𝑥2 = 0, 𝐿2 𝑁𝛼𝑘𝑙𝑚𝑣𝑘,𝑙𝑚(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝛼 = 1, 3, следова-
тельно, 𝑁𝛼112 ≡ 0, 𝑁𝛼121 ≡0, 𝑁𝛼123 ≡ 0, 𝑁𝛼231 ≡ 0, 𝑁𝛼132 ≡0, 𝑁𝛼222 ≡ 0, 𝑁𝛼233 ≡ 0, 𝑁𝛼332 ≡ 0,
𝛼 = 1, 3.

Кроме того, условия совпадения напряжений 𝜎11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑠11(·, 𝑥2, 𝑥3) и 𝜎22(𝑥1, ·, 𝑥3) =
= 𝑠22(𝑥1, ·, 𝑥3) с учётом ортотропии материала приводят к равенствам 𝑁1113 ≡ 0, 𝑁2223 ≡ 0,
𝑁1333 ≡ 0, 𝑁2333 ≡ 0. Из соображений совпадения коэффициентов при 𝑣𝑘,𝑙𝑚 в условии совпа-
дения напряжений 𝜎𝑖3(𝑥1, 𝑥2,±ℎ/2) = 𝑠𝑖3(𝑥1, 𝑥2,±ℎ/2) получаем, что

𝑁𝛼𝛽𝛽𝛼,3(±ℎ/2) = −𝑁3𝛽𝛽(±ℎ/2), 𝑁𝛾𝛾𝛽𝛽,3(±ℎ/2) = −𝑁𝛾𝛾𝛽(±ℎ/2), 𝛾 = 1, 2; (22)

𝐶3333(±ℎ/2)𝑁33𝛼𝛼,3(±ℎ/2) = −𝐶33𝛼𝛼(±ℎ/2)𝑁𝛼𝛼3(±ℎ/2).
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Следовательно, уравнение для СФ второго порядка можно проинтегрировать:

𝑁𝛼𝛽𝛽𝛼 = −
∫︁ 𝑥3

−ℎ/2

∫︁ 𝑦

−ℎ/2
(𝐶0

33𝛽𝛽 − 𝐶33𝛽𝛽)/𝐶33𝛽𝛽𝑑𝑧 + 𝑐3𝛽𝛽𝑑𝑦 + 𝑐𝛼𝛽𝛽𝛼, (23)

𝑁𝛾𝛾𝛽𝛽 = −
∫︁ 𝑥3

−ℎ/2

∫︁ 𝑦

−ℎ/2
(𝐶0

𝛾3𝛾3 − 𝐶𝛾3𝛾3)/𝐶𝛾3𝛾3𝑑𝑧 + 𝑐𝛾𝛾3𝑑𝑦 + 𝑐𝛾𝛾𝛽𝛽 ,

𝑁33𝛼𝛼 = −
∫︁ 𝑥3

−ℎ/2
𝐶33𝛼𝛼(𝑦)𝐶−1

3333(𝑦)
[︁ ∫︁ 𝑦

−ℎ/2
(𝐶0

𝛼3𝛼3 − 𝐶𝛼3𝛼3)/𝐶𝛼3𝛼3𝑑𝑧 − 𝑐𝛼𝛼3
]︁
𝑑𝑦 + 𝑐33𝛼𝛼,

аддитивные постоянные аналогично случаю СФ первого порядка определяются из соображе-
ний < 𝑁𝑖𝑗𝑘𝑙 >= 0.

5. Явный вид приближений решения исходной задачи

Используя результаты разделов 3 и 4 – найденные приближения решения СЗ и СФ пер-
вого и второго порядка – запишем явный вид четырех МСФ-приближений решения ИЗ. Мы
рассмотрим МСФ-приближения первого и второго порядка, основанные на приближениях ре-
шения сопутствующей задачи в рамках гипотезы Кирхгофа и гипотезы типа Тимошенко.

5.1. Приближение первого порядка, основанное на решении сопутствующей
задачи в рамках гипотезы Кирхгофа

Непосредственной подстановкой данных об отличных от нуля структурных функциях пер-
вого порядка (20) и соотношения для перемещений сопутствующей пластины (10) в соотно-
шение МСФ первого порядка (16) получаем вид приближения перемещений в исходном теле:

𝑢𝐼 = 𝑣𝐾𝐼 = 𝑤𝐼 − 𝑥3𝑤3,𝐼 ,

𝑢3 = 𝑣𝐾3 +𝑁311𝑣
𝐾
1,1 +𝑁322𝑣

𝐾
2,2 = 𝑤3 +𝑁311(𝑥3)(𝑤1,1 − 𝑥3𝑤3,11) +𝑁322(𝑥3)(𝑤2,2 − 𝑥3𝑤3,22),

или, с учётом формы решения СЗ (11),

𝑢1(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑊𝑚𝑛
1 − 𝑥3𝜆𝑚𝑊𝑚𝑛

3 ) cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2), (24)

𝑢2(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︀
𝑊𝑚𝑛

2 − 𝑥3𝜇𝑛𝑊𝑚𝑛
3

)︀
sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢3(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︁
𝑊𝑚𝑛

3 − 𝜆𝑚𝑁311(𝑥3)(𝑊
𝑚𝑛
1 − 𝑥3𝜆𝑚𝑊𝑚𝑛

3 )

−𝜇𝑛𝑁322(𝑥3)(𝑊
𝑚𝑛
2 − 𝑥3𝜇𝑛𝑊𝑚𝑛

3 )
)︁

sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2),

отметим, что приближение решения ИЗ, построенное в этом пункте, отличается от прибли-
женного решения СЗ по теории Кирхгофа (11) лишь незначительно: приближения продольных
перемещений вовсе совпадают, а поправка, вносимая в поперечное перемещение, невелика, так
как порядок поправочных слагаемых |𝑁3𝛼𝛼𝑤𝛼,𝛼| . 𝐻 * |𝑤𝛼|/𝐿𝛼, |𝑁3𝛼𝛼𝑤3,𝛼𝛼| . 𝐻 * |𝑤3|/𝐿2

𝛼, обе
оценки сверху в силу ограничения |𝐻| < |𝐿𝛼| и уравнений (12) малы по сравнению с |𝑤3|.
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5.2. Приближение второго порядка, основанное на решении сопутствующей
задачи в рамках гипотезы Кирхгофа

Подставляя найденные СФ первого и второго порядка (20), (23) и вид перемещений (10) в
форму МСФ-приближения второго порядка (21), получаем

𝑢1 = 𝑤1 − 𝑥3𝑤3,1 +𝑁1111(𝑥3)(𝑤1,11 − 𝑥3𝑤3,111) +𝑁1221(𝑥3)(𝑤2,21 − 𝑥3𝑤3,122),

𝑢2 = 𝑤2 − 𝑥3𝑤3,2 +𝑁2222(𝑥3)(𝑤2,22 − 𝑥3𝑤3,222) +𝑁2112(𝑥3)(𝑤1,12 − 𝑥3𝑤3,112),

𝑢3 = 𝑤3 +𝑁311(𝑥3)(𝑤1,1 − 𝑥3𝑤3,11) +𝑁322(𝑥3)(𝑤2,2 − 𝑥3𝑤3,22)−𝑁3113(𝑥3)𝑤3,11 −𝑁3223(𝑥3)𝑤3,22,

а также, с учётом вида решения (11), в явном виде:

𝑢1(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︁
𝑊𝑚𝑛

1

(︁
1− 𝜆2𝑚𝑁1111(𝑥3)

)︁
−𝑊𝑚𝑛

2 𝜆𝑚𝜇𝑛𝑁1221(𝑥3)− (25)

𝑥3𝑊
𝑚𝑛
3 𝜆𝑚

(︁
1− 𝜆2𝑚𝑁1111(𝑥3)− 𝜇2𝑛𝑁1221(𝑥3)

)︁]︁
cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢2(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︁
−𝑊𝑚𝑛

1 𝜆𝑚𝜇𝑛𝑁2112(𝑥3) +𝑊𝑚𝑛
2

(︁
1− 𝜇2𝑛𝑁2222(𝑥3)

)︁
−

𝑥3𝑊
𝑚𝑛
3 𝜇𝑛

(︁
1− 𝜇2𝑛𝑁2222(𝑥3)− 𝜆2𝑚𝑁2112(𝑥3)

)︁]︁
sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢3(
−→𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︀
𝑊𝑚𝑛

3 − 𝜆𝑚𝑁311(𝑥3)(𝑊
𝑚𝑛
1 − 𝑥3𝜆𝑚𝑊𝑚𝑛

3 )

−𝜇𝑛𝑁322(𝑥3)(𝑊
𝑚𝑛
2 − 𝑥3𝜇𝑛𝑊𝑚𝑛

3 )

+𝜆2𝑚𝑊
𝑚𝑛
3 𝑁3113(𝑥3) + 𝜇2𝑛𝑊

𝑚𝑛
3 𝑁3223(𝑥3)

]︀
sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2).

5.3. Приближение первого порядка, основанное на решении сопутствующей
задачи в рамках теории первого порядка

Запишем последовательно МСФ-приближения первого и второго порядка, основанные на
приближении решения СЗ по теории первого порядка (3.3). Результат подстановки СФ первого
порядка (20) и перемещений (13) в выражение для МСФ-приближения перемещений (16) –

𝑢𝐼 = 𝑣𝐹𝐼 +𝑁𝐼𝐽3(𝑥3)(𝑣
𝐹
𝐽,3 + 𝑣𝐹3,𝐽) = 𝑦𝐼 − 𝑥3(𝑦3,𝐼 − 𝛾𝐼) +𝑁𝐼𝐽3(𝑥3)𝛾𝐽 ,

𝑢3 = 𝑣𝐹3 +𝑁311(𝑥3)𝑣
𝐹
1,1 +𝑁322(𝑥3)𝑣

𝐹
2,2 =

𝑦3 +𝑁311(𝑥3)[𝑦1,1 − 𝑥3(𝑦3,11 − 𝛾1,1)] +𝑁322(𝑥3)[𝑦2,2 − 𝑥3(𝑦3,22 − 𝛾2,2)],

или, в терминах тригонометрических рядов с учётом (14),

𝑢1 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︁
𝑌 𝑚𝑛
1 − 𝑥3(𝜆𝑚𝑌 𝑚𝑛

3 −𝐺𝑚𝑛1 ) +𝑁113(𝑥3)𝐺
𝑚𝑛
1

)︁
cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2), (26)

𝑢2 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︁
𝑌 𝑚𝑛
2 − 𝑥3(𝜇𝑛𝑌 𝑚𝑛

3 −𝐺𝑚𝑛2 ) +𝑁223(𝑥3)𝐺
𝑚𝑛
2

)︁
sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢3 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(︁
𝑌 𝑚𝑛
3 − 𝜆𝑚𝑁311(𝑥3)[𝑌

𝑚𝑛
1 − 𝑥3(𝜆𝑚𝑌 𝑚𝑛

3 −𝐺𝑚𝑛1 )]−

𝜇𝑛𝑁322(𝑥3)[𝑌
𝑚𝑛
2 − 𝑥3(𝜇𝑛𝑌 𝑚𝑛

3 −𝐺𝑚𝑛2 )]
)︁

sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2).
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Заметим, что данное приближение продольных перемещений в исходном теле, в отличие от
предыдущих, содержит отличные от нуля дополнительные к решению СЗ слагаемые 𝑁𝛼𝛼3𝛾𝛼,
которые по порядку сопоставимы с остальными слагаемыми выражений для 𝑢𝐼 . Эти слагае-
мые также важны качественно – они позволяют моделировать зигзагообразную зависимость
продольных перемещений от поперечной координаты.

5.4. Приближение второго порядка, основанное на решении сопутствующей
задачи в рамках теории первого порядка

Аналогично предыдущим построениям, подставим найденные СФ (20) и (23), и соотно-
шение для перемещений в теории первого порядка (13) в выражение для МСФ-приближения
второго порядка (21):

𝑢1 = 𝑦1 − 𝑥3(𝑦3,1 − 𝛾1) +𝑁113(𝑥3)𝛾1 +𝑁1111(𝑥3)[𝑦1,11 − 𝑥3(𝑦3,111 − 𝛾1,11)]+
𝑁1221(𝑥3)[𝑦2,12 − 𝑥3(𝑦3,122 − 𝛾2,12)],

𝑢2 = 𝑦2 − 𝑥3(𝑦3,2 − 𝛾2) +𝑁223(𝑥3)𝛾2 +𝑁2222(𝑥3)[𝑦2,22 − 𝑥3(𝑦3,222 − 𝛾2,22)]+
𝑁2112(𝑥3)[𝑦1,12 − 𝑥3(𝑦3,112 − 𝛾1,12)],

𝑢3 = 𝑦3 +𝑁311(𝑥3)[𝑦1,1 − 𝑥3(𝑦3,11 − 𝛾1,1)] +𝑁322(𝑥3)[𝑦2,2 − 𝑥3(𝑦3,22 − 𝛾2,2)]+
[𝑁3311(𝑥3) +𝑁3113(𝑥3)]𝛾1,1 −𝑁3113(𝑥3)𝑦3,11 + [𝑁3322(𝑥3) +𝑁3223(𝑥3)]𝛾2,2 −𝑁3223(𝑥3)𝑦3,22,

приведем также результат подстановки вида решения СЗ (14) в данные равенства:

𝑢1 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︁
𝑌 𝑚𝑛
1

(︁
1− 𝜆2𝑚𝑁1111

)︁
− 𝑌 𝑚𝑛

2 𝜆𝑚𝜇𝑛𝑁1221 − 𝜆𝑚𝜇𝑛𝐺𝑚𝑛2 𝑁1221− (27)

𝑥3𝑌
𝑚𝑛
3 𝜆𝑚

(︁
1− 𝜆2𝑚𝑁1111 − 𝜇2𝑛𝑁1221

)︁
+𝐺𝑚𝑛1

(︁
𝑥3 +𝑁113 − 𝜆2𝑚𝑥3𝑁1111

)︁]︁
cos(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢2 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

[︁
− 𝑌 𝑚𝑛

1 𝜆𝑚𝜇𝑛𝑁2112 + 𝑌 𝑚𝑛
2

(︁
1− 𝜇2𝑛𝑁2222

)︁
− 𝜆𝑚𝜇𝑛𝐺𝑚𝑛1 𝑁2112−

𝑥3𝑌
𝑚𝑛
3 𝜇𝑛

(︁
1− 𝜇2𝑛𝑁2222 − 𝜆2𝑚𝑁2112

)︁
+𝐺𝑚𝑛2

(︁
𝑥3 +𝑁223 − 𝜇2𝑛𝑥3𝑁2222

)︁]︁
sin(𝜆𝑚𝑥1) cos(𝜇𝑛𝑥2),

𝑢3 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

[︀
𝑌 𝑚𝑛
3 − 𝜆𝑚𝑁311(𝑌

𝑚𝑛
1 − 𝑥3𝜆𝑚𝑌 𝑚𝑛

3 )− 𝜇𝑛𝑁322(𝑌
𝑚𝑛
2 − 𝑥3𝜇𝑛𝑌 𝑚𝑛

3 )

+𝜆2𝑚𝑌
𝑚𝑛
3 𝑁3113 + 𝜇2𝑛𝑌

𝑚𝑛
3 𝑁3223 − 𝜆𝑚𝐺𝑚𝑛1 (𝑥3𝑁311 +𝑁3311 +𝑁3113)−

𝜇𝑛𝐺
𝑚𝑛
2 (𝑥3𝑁322 +𝑁3322 +𝑁3223)

]︀
sin(𝜆𝑚𝑥1) sin(𝜇𝑛𝑥2).

Отметим, что все приближения (24)-(27) непрерывны по поперечной координате (в силу непре-
рывности по ней СФ), а приближения (26) и (27), основанные на решении СЗ по теории пер-
вого порядка, позволяют моделировать зигзагообразную форму зависимости перемещений от
поперечной координаты.

6. Сопоставление МСФ-приближений с решением исходной зада-

чи по методу Пагано

В этом разделе приведены результаты численного сопоставления четырех вариантов при-
ближений решения задачи о нагружении неоднородной пластины, построенных выше ((24)-
(27)), с аналитическим решением данной задачи в трехмерной постановке, полученным N.
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J. Pagano [33]; последнее и вторичные величины, вычисленные на базе данного решения, да-
лее обозначены верхним индексом 𝑃 . В качестве модельных взяты пластины, составленные из
двух или трех слоев тестового материала, упругие свойства которого задаются соотношениями
𝐸𝐿 = 30𝐸𝑇 , 𝜈𝐿𝑇 = 𝜈𝑇𝑇 = 0.25, 𝐺𝐿𝑇 = 0.5𝐸𝑇 , 𝐺𝑇𝑇 = 0.2𝐸𝑇 . Модельные пластины подверг-
нуты тестовой нагрузке 𝑞+3 = 𝑞0 sin𝜆𝑚𝑥1 sin𝜇𝑛𝑥2, 𝑞0 – константа, 𝑞

±
𝐼 ≡ 0, 𝑞−3 ≡ 0. В скрипте

на языке Python 3 реализованы четыре описанных выше варианта приближений парамет-
ров напряженно-деформированного состояния (НДС) модельной пластины – первое и второе
приближение на базе решений СЗ в рамках классической теории пластин и теории пластин
первого порядка, а также решение по методу Пагано; параметры НДС пластины вычислены
в нормализованном виде,

𝑢̄𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 100𝐻3 * 𝐸𝑇 * 𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)/(𝐿4
1 * 𝑞0),

𝜎̄𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐻 * 𝜎𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)/(𝐿2
1 * 𝑞0),

ниже без ограничения общности мы полагаем, что 𝐿1 6 𝐿2. Константы, входящие в приближе-
ния решения СЗ (11) и (14), определялись путём решения систем (12) и (15) соответственно.
Для ряда примеров компоновки пластин построены графики, на которых изображены эпюры
𝑢̄1(𝑥3) в точке 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝐿2/2, 𝜎̄11(𝑥3) в точке 𝑥1 = 𝐿1/2, 𝑥2 = 𝐿2/2, при фиксированном
значении 𝐻/𝐿1. На всех построенных графиках прерывистой линией обозначена граница фаз
композиционного материала.

6.1. Трёхслойная сэндвич-панель композиции [−ℎ/2,−ℎ/6, ℎ/6], 𝐿1 = 𝐿2

Для квадратной трехслойной сэндвич-панели с соотношением размеров 𝐻/𝐿1 = 1/5 при-
ведём (Рис. 1) эпюры перемещения 𝑢̄1 и напряжения 𝜎̄11, вычисленные по приближенным
формулам, а также по методу Пагано. Заметим, что в этом, как и в нижеследующих случа-
ях, слагаемые, содержащие СФ второго порядка, оказывают малое влияние на вычисленные
величины, поэтому МСФ-приближения первого и второго порядка визуально неотличимы.

Рис. 1: Зависимость от толщины перемещения 𝑢̄1 при 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝐿1/2, и напряжения 𝜎̄11 при
𝑥1 = 𝐿1/2, 𝑥2 = 𝐿1/2 в квадратной трехслойной сэндвич-пластине, составленной из слоев равной тол-
щины, с соотношением толщины к линейному размеру 1/5; кривые с верхним индексом 𝑃 – результат
решения задачи (6) по методу Пагано; с верхним индексом 1,2𝐾 – результат МСФ-приближения 1 и 2
порядка, задействующего решение СЗ в рамках гипотезы Кирхгофа, с верхним индексом 1,2𝐹 – резуль-
тат МСФ-приближения 1 и 2 порядка, задействующего решение СЗ в рамках теории пластин первого
порядка, прерывистые линии – границы раздела слоёв пластины
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6.2. Трёхслойная пластина композиции [−ℎ/2,−ℎ/6, 0], 𝐿1 = 𝐿2

Построим (Рис. 2) аналогичные предыдущему разделу эпюры для асимметричной по тол-
щине трехслойной пластины.

Рис. 2: Зависимость от толщины перемещения 𝑢̄1 при 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝐿1/2, и напряжения 𝜎̄11
при 𝑥1 = 𝐿1/2, 𝑥2 = 𝐿1/2 в квадратной трехслойной пластине, составленной из слоев толщины
ℎ/3, ℎ/6, ℎ/2, с соотношением толщины к линейному размеру 1/5; кривые с верхним индексом 𝑃 – ре-
зультат решения задачи (6) по методу Пагано; с верхним индексом 1,2𝐾 – результат МСФ-приближения
1 и 2 порядка, задействующего решение СЗ в рамках гипотезы Кирхгофа, с верхним индексом 1,2𝐹 –
результат МСФ-приближения 1 и 2 порядка, задействующего решение СЗ в рамках теории пластин
первого порядка, прерывистые линии – границы раздела слоёв пластины

6.3. Двухслойная пластина композиции [−ℎ/2,−ℎ/6], 𝐿1 = 𝐿2

Построим (Рис. 3) аналогичные предыдущему разделу эпюры для двухслойной пластины.
Построенные примеры илллюстрируют общую применимость МСФ в данной задаче, однако

Рис. 3: Зависимость от толщины перемещения 𝑢̄1 при 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝐿1/2, и напряжения 𝜎̄11 при
𝑥1 = 𝐿1/2, 𝑥2 = 𝐿1/2 в квадратной двухслойной пластине, составленной из слоев толщины ℎ/3, 2ℎ/3, с
соотношением толщины к линейному размеру 1/5; кривые с верхним индексом 𝑃 – результат решения
задачи (6) по методу Пагано; с верхним индексом 1,2𝐾 – результат МСФ-приближения 1 и 2 порядка,
задействующего решение СЗ в рамках гипотезы Кирхгофа, с верхним индексом 1,2𝐹 – результат МСФ-
приближения 1 и 2 порядка, задействующего решение СЗ в рамках теории пластин первого порядка,
прерывистые линии – границы раздела слоёв пластины

показывают, что для точного моделирования поведения сравнительно толстых пластин (с
𝐻/𝐿 ≈ 5) требуется более точное приближение решения сопутствующей задачи.
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Заключение

Данная работа посвящена применению метода структурных функций к решению квазиста-
тической задачи теории упругости в перемещениях для неоднородного тела. Метод структур-
ных функций основан на соотношении, представляющем перемещения в неоднородном теле
в виде взвешенной суммы производных деформаций в однородном теле идентичной геомет-
рии, подвергнутом идентичным нагрузкам, называемом сопутствующим; коэффициенты этой
суммы называют структурными функциями; таким образом, помимо задачи для неоднород-
ного тела, называемой исходной, рассматривается аналогичная задача для однородного тела,
называемая сопутствующей.

В настоящей работе использовано приближение первого (включающее слагаемые, содержа-
щие деформации сопутствующего тела) и второго порядка (включающее слагаемые, содержа-
щие первые производные деформаций сопутствующего тела по координате). Метод структур-
ных функций применен к задаче о квазистатическом нагружении прямоугольной шарнирно
опертой по контуру пластины, упругие свойства которой зависят только от поперечной коор-
динаты; пластина составлена из слоёв линейно-упругих, ортотропных материалов. Использо-
ван вариант метода структурных функций, предполагающий последовательное определение
решения сопутствующей задачи и структурных функций.

Рассмотрены два варианта приближенного решения сопутствующей задачи разной точно-
сти – классическое приближение по теории Кирхгофа-Лява и приближение по теории пластин
первого порядка, основанной на гипотезе типа Тимошенко. Вычислены структурные функции
первого и второго порядка неоднородной пластины. Получены явные формулы для всех че-
тырех приближений перемещений в исходном теле – приближений первого и второго порядка,
задействующих решение сопутствующей задачи в рамках гипотезы Кирхгофа, и приближений
первого и второго порядка, задействующих решение сопутствующей задачи в рамках теории
пластин первого порядка. Данные приближения численно сопоставлены с решением трехмер-
ной задачи теории упругости, полученным известным методом Пагано. Приближения, осно-
ванные на решении сопутствующей задачи в рамках теории первого порядка, демонстрируют
удовлетворительную точность, наиболее эффективно в рассмотренных примерах приближение
по методу структурных функций первого порядка, задействующее решение сопутствующей за-
дачи по теории пластин первого же порядка (поправка, вносимая структурными функциями
второго порядка, в этом случае оказывается невелика по сравнению с характерным масштабом
величин), однако в случае сравнительно толстых пластин представляется необходимым при-
влечение приближения решения сопутствующей задачи, более точно описывающего попереч-
ные деформации. Кроме количественного совпадения, приближение по методу структурных
функций, задействующее решение сопутствующей задачи по теории пластин первого порядка,
позволяет моделировать зигзагообразную зависимость перемещений от поперечной координа-
ты, что является важной качественной особенностью кинематики слоистой пластины.
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