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Аннотация

Данная работа посвящена получению оценок отклонения параллелепипедальной сетки,
которая является рациональной сеткой, приближающей алгебраическую сетку квадратич-
ного поля.

Поставлены новые задачи для дальнейших исследований.
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Abstract

This paper is devoted to obtaining estimates of the deviation of a parallelepipedal grid,
which is a rational grid approximating the algebraic grid of a quadratic field.

New tasks have been set for further research.

Keywords: quadratic fields, approximation of algebraic grids, quality function, generalized
parallelepipedal grid, Bykovsky set, Bykovsky sum, local lattice minima, minimal comparison
solutions.

Bibliography: 17 titles.
For citation:
N. N. Dobrovol’skii, I. Yu. Rebrova, A. N. Kormacheva, N. M. Dobrovol’skii, 2022, “Deviation
estimates for rational grids approximating algebraic”, Chebyshevskii sbornik, vol. 23, no. 4, pp. 170–
177.

1. Введение

Метод оптимальных коэффициентов появился в 1959 году и первые публикации Н. М. Ко-
робова [13] и Н. С. Бахвалова [1] были сделаны в 4 выпуске Вестника Московского универси-
тета.

В 1976 году в работе [17] К. К. Фролова появились алгебраические сетки. В 1979 году
в кулуарах после защиты кандидатской диссертации К. К. Фролова одним из авторов была
сформулирована задача о приближении алгебраических сеток рациональными.

Решению этой задачи посвящен ряд работ А. Н. Кормачёвой и А. В. Михляевой [10], [15],
[16] и другие работы этих авторов.

В 1984 году Н. М. Добровольский получил общие оценки отклонения параллелепипедаль-
ных сеток через гиперболический параметр решёток [4].

Цель данной работы — получить оценки отклонения для рациональных сеток, приближа-
ющих алгебраические для случая квадратичного поля из работы [10].

Все обозначения и определения соответствуют работам [10], [12], в которых приведены
необходимые сведения из теории цепных дробей, о скобках Эйлера и о наилучших приближе-
ниях второго рода.

2Acknowledgments: The reported study was funded by RFBR, project number 19-41-710004_r_a. and with the
financial support of a grant from the Government of the Tula region under the Agreement DS/294 dated 16.11.2021.
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2. Необходимые сведения

Прежде всего сформулируем теорему об оценке отклонения из работы [4].

Теорема 1. Пусть для решётки Λ справедливо неравенство 𝑞(Λ) > 1 для её гипербо-
лического параметра, тогда для отклонения обобщённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ)
решётки Λ справедливо неравенство

𝐷𝑠(𝑁) 6 2

(︂
4𝑠−1 +

2 det Λ

𝑞(Λ)
(11 + 5 ln det Λ)𝑠

)︂
, (1)

𝑁 = det Λ + 𝜃(Λ)

(︂
4𝑠−1 +

2 det Λ

𝑞(Λ)
(11 + 5 ln det Λ)𝑠

)︂
, (2)

где 𝑁 — количество точек сетки 𝑀(Λ) и |𝜃(Λ)| 6 1.

В работе [15] рассматривалось квадратичное поле 𝐹 = Q(
√
𝑝), где 𝑝 — простое число

и 𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3 (mod 4). Для него кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид:
Z𝐹 = {𝑛+ 𝑘

√
𝑝|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.

Через Λ(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка поля 𝐹 :

Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }

и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа.
Таким образом, Θ(1) = 𝑛+𝑘

√
𝑝, Θ(2) = 𝑛−𝑘√𝑝 𝑛, 𝑘 ∈ Z и Θ(1), Θ(2) — корни уравнения

𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 𝑝𝑘2 = 0. Базис решётки Λ(𝐹 ) имеет вид: 𝜆⃗1 = (1, 1), 𝜆⃗2 = (
√
𝑝,−√𝑝), а

детерминант решётки det Λ(𝐹 ) = 2
√
𝑝.

Рассмотрим разложение
√
𝑝 в цепную периодическую дробь:

√
𝑝 = 𝑞0 + [(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0)] = 𝑞0 +

1

𝑞1 +
1

. . . +
1

2𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

. . .

.

с периодом (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0). Через
𝑃𝑚
𝑄𝑚

обозначается 𝑚-ая подходящая дробь к
√
𝑝. Таким об-

разом,

√
𝑝 =

𝑃𝑚
𝑄𝑚

+
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄2
𝑚

, 𝑄𝑚
√
𝑝 = 𝑃𝑚 +

(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚

, 0 < 𝜃𝑚 < 1 (𝑚 = 0, 1, . . .). (3)

Через Λ𝑚(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка заданная равенствами:

Λ𝑚(𝐹 ) = {(𝑄𝑚(𝑛+ 𝑘
√
𝑝), 𝑄𝑚(𝑛− 𝑘√𝑝))|𝑛, 𝑘 ∈ Z} ,

а через Λ𝑚(𝑝) — целочисленная решётка заданная равенствами:

Λ𝑚(𝑝) = {(𝑄𝑚𝑛+ 𝑘𝑃𝑚, 𝑄𝑚𝑛− 𝑘𝑃𝑚)|𝑛, 𝑘 ∈ Z} .

Базис решётки Λ𝑚(𝐹 ) имеет вид 𝜆⃗𝑚,1 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), 𝜆⃗𝑚,2 = (𝑄𝑚
√
𝑝,−𝑄𝑚√𝑝), а детерми-

нант решётки det Λ𝑚(𝐹 ) = 2𝑄2
𝑚
√
𝑝. Нетрудно видеть, что для гиперболического параметра

справедливо равенство 𝑞(Λ𝑚(𝐹 )) = 𝑄2
𝑚.
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Отсюда следует, что для алгебраической сетки 𝑀(Λ𝑚(𝐹 )), которая является обобщённой
параллелепипедальной сеткой, для её отклонения справедлива оценка

𝐷2(𝑁) 6 2
(︀
4 + 4

√
𝑝(11 + 5(ln 2 + 2 ln𝑄𝑚 + ln

√
𝑝)2
)︀
,

а для количества точек —

𝑁 = 2𝑄2
𝑚

√
𝑝+ 𝜃(Λ𝑚(𝐹 ))

(︀
4 + 4

√
𝑝(11 + 5(ln 2 + 2 ln𝑄𝑚 + ln

√
𝑝)2
)︀
.

Для целочисленной решётки Λ𝑚(𝑝) базис имеет вид 𝜆⃗𝑚,1,𝑍 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), 𝜆⃗𝑚,2,𝑍 = (𝑃𝑚,
−𝑃𝑚), а детерминант решётки det Λ𝑚(𝑝) = 2𝑄𝑚𝑃𝑚.

Как известно (см. [8], стр.165) множество всех 𝑠-мерных решёток образуют полное метри-
ческое пространство относительно метрики 𝜌(Λ,Γ), которая задана равенствами

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
Λ=𝐴·Γ

‖𝐴− 𝐸𝑠‖, 𝜈 = inf
𝐵·Λ=Γ

‖𝐵 − 𝐸𝑠‖,

𝐸𝑠 =

⎛⎜⎝ 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

⎞⎟⎠ = (𝛿𝑖𝑗)16𝑖,𝑗6𝑠 , 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1 при 𝑖 = 𝑗,
0 при 𝑖 ̸= 𝑗,

‖𝐴‖ = 𝑠 · max
16𝑖,𝑗6𝑠

|𝑎𝑖𝑗 |.

В работе [10] найдено расстояние 𝜌(Λ𝑚(𝐹 ),Λ𝑚(𝑝)) для любого натурального 𝑚 и простого
𝑝 вида 𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3 (mod 4).

Теорема 2. При 𝑃𝑚 > 2, 𝑄𝑚 > 2 справедливо равенство

𝜌(Λ𝑚(𝐹 ),Λ𝑚(𝑝)) = ln

(︂
1 + max

(︂
𝜃𝑚

(−1)𝑚𝜃𝑚 + 𝑃𝑚𝑄𝑚
,

𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚

)︂)︂
.

В работе [15] найден алгоритм вычисления функции качества за 𝑂(
√︀
𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифме-

тических операций, а в работе [16] построен алгоритм вычисления значений функции качества
за𝑂(ln𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметических операций. Центральным моментом в этой работе было до-
казательство, что обобщённая параллелепипедальная сетка, приближающая алгебраическую
квадратичную сетку, является параллелепипедальной сеткой. Оптимальный коэффициент 𝑎𝑚
по модулю 𝑁𝑚 = 2𝑃𝑚𝑄𝑚 в этой работе задавался по формуле

𝑎𝑚 =

{︂
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1 при 𝑚 — нечетном,
2𝑃𝑚(𝑄𝑚 −𝑄𝑚−1)− 1 при 𝑚 — четном.

В работе [9] были доказаны две теоремы о соответствующих цепных дробях.

Теорема 3. При нечетном 𝑚 справедливо равенство

𝑎𝑚
𝑁𝑚

=

=
1

𝑞𝑚 +
1

𝑞𝑚−1 +
1

. . . +
1

𝑞1 +
1

2𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

. . . +
1

𝑞𝑚

.
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Теорема 4. При четном 𝑚 справедливо равенство

𝑎𝑚
𝑁𝑚

=
1

1 +
1

𝑞𝑚 − 1 +
1

𝑞𝑚−1 +
1

. . . +
1

𝑞1 +
1

2𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

. . . +
1

𝑞𝑚

.

3. Множество Быковского для двумерной решётки линейного

сравнения

Для решётки решений Λ(𝑎,𝑁) решений линейного сравнения 𝑚1 + 𝑎𝑚2 ≡ 0 (mod 𝑁) в
работе [12] доказана следующая теорема.

Теорема 5. Для множества Быковского 𝐵(𝑎,𝑁) справедливо равенство

𝐵*(𝑎,𝑁)={((−1)𝑚[𝑞𝑚+2, . . . , 𝑞𝑛](𝑛−𝑚−1), 𝑄
*
𝑚)|𝑚=0, . . . , 𝑛−1}, 𝐵(𝑎,𝑁)=𝐵*(𝑎,𝑁)∪−𝐵*(𝑎,𝑁).

Кроме этого, 𝑟(𝑎,𝑁) = 2𝑛.

Следствие 1. Для гиперболического параметра 𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) двумерной решётки Λ(𝑎,𝑁)
решений линейного сравнения справедливо равенство

𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) = min
06𝑚6𝑛−1

[𝑞𝑚+2, . . . , 𝑞𝑛](𝑛−𝑚−1) ·𝑄*
𝑚.

Кроме этого, всегда 𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) 6 𝑎 для 1 6 𝑎 < 𝑁 , (𝑎,𝑁) = 1.

Здесь 𝑄*
𝑚 — знаменатель 𝑚-ой подходящей дроби к числу 𝑎

𝑁 , а [𝑞𝑚+2, . . . , 𝑞𝑛](𝑛−𝑚−1) —
скобки Эйлера порядка 𝑛−𝑚− 1.

Если через 𝑎(𝑝) обозначить величину максимального неполного частного разложения
√
𝑝

в цепную дробь, то, повторяя рассуждения из работы [12], получим оценку снизу для гипер-
болического параметра решётки Λ𝑚(𝑝), а именно,

𝑞(Λ𝑚(𝑝)) >
2𝑃𝑚𝑄𝑚
𝑎(𝑝) + 2

.

Отсюда следует, что для отклонения параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) справедлива
оценка

𝐷2(𝑁) 6 2
(︀
4 + 4(𝑎(𝑝) + 2)(11 + 5(ln 2 + ln𝑄𝑚 + ln𝑃𝑚)2)

)︀
,

а для количества точек —

𝑁 = 2𝑄𝑚𝑃𝑚.

Так как параллелепипедальная сетка 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) является рациональной сеткой, приближаю-
щей алгебраическую сетку 𝑀(Λ𝑚(𝐹 )), то поставленная цель достигнута.
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4. Заключение

Аналогичные утверждения справедливы и для решёток произвольного квадратичного по-
ля, но необходимо рассматривать случаи, как и в работе [11].

В данной тематике возникает несколько вопросов.

Во-первых, можно ли для отклонения параллелепипедальных сеток усилить оценки работы
[4] и получить оценки типа оценок Быковского из работ [2] и [3].

Во-вторых, в двумерном случае получены алгоритмы вычисления гиперболического пара-
метра за 𝑂(ln𝑁) от количества точек сетки. Возникает вопрос, а можно ли усилить результаты
работ [6] и [7]?

Аналогичный вопрос возникает о возможности переносов результатов работы [5] на боль-
шие размерности.
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