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Abstract

The new error estimation of the error of the approximate solution of the Fredholm integral
equation of the second kind by iteration using algebraic grids are obtained.
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1. Введение

Одним из важных классов интегральных уравнений с теоретической и практической точек
зрения является уравнение Фредгольма второго рода, то есть уравнение вида

𝜙
(︀
�⃗�
)︀

= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
𝜙 (�⃗� ) 𝑑�⃗�+ 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
, (1)

где 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

Характерная особенность уравнения (1) — его линейность: неизвестная функция 𝜙 входит
в него линейно и на неё воздействует линейный интегральный оператор с ядром 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
.

Мы будем исследовать уравнение (1) для случая периодических функций, когда свободный
член 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
и ядро 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
этого уравнения принадлежат, соответственно, классам 𝐸𝛼𝑠 (𝐶1) и

𝐸𝛼2𝑠(𝐶2)
3. Ясно, что и решение 𝜙

(︀
�⃗�
)︀
будет являться периодической функцией.

Первые работы по применению теоретико-числовых методов для приближенного решения
уравнение (1) принадлежат Н. М. Коробову (см. [1], [2]). Современные результаты в этой
области получены в работе [3], на которую мы будем опираться в дальнейшем.

Целью данной работы — получить новые оценки погрешности приближенного решения
уравнение Фредгольма второго рода методом итерации с применением алгебраических сеток.
Как известно, погрешности приближенного интегрирования для алгебраических сеток имеют
на классе 𝐸𝛼𝑠 наилучший порядок, поэтому переход от параллелепипедальных сеток к алгеб-
раическим дает лучшие порядки убывания погрешности.

2. Необходимые сведения

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.

Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

3Определение классов см. [2] стр. 48 — 49.
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Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(�⃗�), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗�+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при �⃗� ∈ 𝐺𝑠, (2)

𝜌(�⃗�) = 0 при �⃗� /∈ (−1; 1)𝑠, (3)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого �⃗� ∈ R𝑠. (4)

Если выполнены условия (2) и (3), то говорим просто о весовой функции 𝜌(�⃗�).

Определение 3. Квадратурной формулой с обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�) называется формула вида

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� = (det Λ)−1
∑︁

�⃗�∈𝑀 ′(Λ)

𝜌�⃗�𝑓(�⃗�)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],

где 𝜌�⃗� =
∑︁

�⃗�∈𝑀1(Λ),{�⃗�}=�⃗�

𝜌(�⃗�), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.

Для погрешности квадратурной формулы с обобщенной параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼𝑠 справедлива оценка

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
𝑠 (𝐶)
|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где 𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

�⃗�∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼.

Пусть �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен

𝑃�⃗�(𝑥) =

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (5)

неприводим над полем рациональных чисел и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (5) дей-
ствительные.

Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряженных целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1

Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (6)

а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠) — вектор полного набора алгебраически сопряженных чисел — корней
многочлена 𝑃�⃗�(𝑥).
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Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Совокупность𝑀 ⊂ 𝐺𝑠 точек𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1 . . . 𝑁) называется сеткой𝑀
из𝑁 узлов, а сами точки — узлами квадратурной формулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) называются
весами квадратурной формулы.

Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода, то есть уравнение вида

𝜙
(︀
�⃗�
)︀

= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
𝜙 (�⃗� ) 𝑑�⃗�+ 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
, (7)

где 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠. Мы будем исследовать уравнение (7) для случая периодических функций,
когда свободный член 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
и ядро 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
этого уравнения принадлежат, соответственно,

классам 𝐸𝛼𝑠 (𝐶1) и 𝐸
𝛼
2𝑠(𝐶2). Ясно, что и решение 𝜙

(︀
�⃗�
)︀
будет являться периодической функцией.

Теорема 1. Пусть 𝑞 < 1 и

|𝜆| 6 𝑞

‖𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
(1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠

. (8)

Тогда уравнение Фредгольма (7) имеет единственное решение и для него справедливо пред-
ставление в виде ряда Неймана

𝜙
(︀
�⃗�
)︀

= 𝑓
(︀
�⃗�
)︀

+

+
∞∑︁
�⃗�=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘

и справедливо соотношение

𝜙
(︀
�⃗�
)︀

= 𝑓
(︀
�⃗�
)︀

+

+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘+

+
𝑞𝑛+1 ·Θ · ‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼

𝑠

1− 𝑞 , где |Θ| 6 (1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠.

Доказательство. См. [3].
Теперь для вычисления кратных интегралов можно применить квадратурные формулы с

алгебраическими сетками. Здесь возможно два разных подхода, которые впервые были опи-
саны М. И. Ляминым [5].

3. Выбор чисто-вещественного алгебраического поля — первый

подход

Первый подход основан на том, что для каждой размерности 𝑠𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, выби-
рается свой неприводимый полином

𝑃�⃗�(𝑥) =
𝑠𝑘−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠𝑘, (9)
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у которого все корни действительные. В качестве такого многочлена можно взять многочлен

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑥(𝑥− 2)(𝑥− 4) . . . (𝑥− 2𝑠𝑘 + 2)− 1.

Действительно, согласно задаче 47 из [4] стр. 68 имеем

Теорема 2. Пусть 𝑎1,. . . ,𝑎𝑛 — различные целые числа. Тогда многочлен

𝑃1,⃗𝑎(𝑥) = (𝑥− 𝑎1) . . . (𝑥− 𝑎𝑛)− 1

неприводим над Q.

Доказательство. См. [4] стр. 251.

Лемма 1. Пусть 𝑛 = 2𝑚 — четное, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые числа и
выполнены неравенства

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇 + 𝑎2𝜇+1

2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚− 1),

тогда все корни многочлена 𝑃1,⃗𝑎(𝑥) — вещественные.

Доказательство. Действительно, на промежутках (−∞; 𝑎1) и (𝑎𝑛;∞) многочлен
𝑃1,⃗𝑎(𝑥) четной степени имеет по одному корню.

На каждом промежутке (𝑎2𝜇; 𝑎2𝜇+1) (𝜇 = 1, . . . ,𝑚 − 1) в силу условия имеется два веще-
ственных корня, поэтому наш многочлен имеет ровно 𝑛 вещественных корней. 2

Лемма 2. Пусть 𝑛 = 2𝑚 + 1 — нечетное, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые числа
и выполнены неравенства

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇−1 + 𝑎2𝜇
2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚),

тогда все корни многочлена 𝑃1,⃗𝑎(𝑥) — вещественные.

Доказательство. Действительно, на промежутке (𝑎𝑛;∞) многочлен 𝑃1,⃗𝑎(𝑥) нечетной
степени имеет один корень.

На каждом промежутке (𝑎2𝜇−1; 𝑎2𝜇) (𝜇 = 1, . . . ,𝑚) в силу условия имеется два веществен-
ных корня, поэтому наш многочлен имеет ровно 𝑛 вещественных корней. 2

Теорема 3. Пусть натуральное 𝑛 > 1, 𝜀 = 2
{︀
𝑛
2

}︀
, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые

числа, для которых выполнено условие

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇−𝜀 + 𝑎2𝜇+1−𝜀
2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚+ 𝜀− 1).

Тогда многочлен

𝑃1,⃗𝑎(𝑥) = (𝑥− 𝑎1) . . . (𝑥− 𝑎𝑛)− 1

неприводим над Q и все его корни вещественные.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из теоремы 2 и лемм 1 и 2. 2
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Теорема 4. Если для приближенного вычисления интеграла∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘

использовать квадратурные формулы, соответствующие решетке Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)) и многочле-
ну 𝑃�⃗�(𝑥) = 𝑃𝑘(𝑥), то погрешность приближенного решения уравнения Фредгольма второго
рода будет

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︂
𝑞𝑛+1

1− 𝑞 +
ln𝑠𝑛−1 𝑡

𝑡𝑠𝛼

)︂
.

Доказательство. Действительно, погрешность приближенного вычисления интеграла
кратности 𝑠𝑘 по квадратурной формуле с алгебраической сеткой есть величина порядка

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︃

ln𝑠𝑘−1 𝑡

𝑡𝑠𝛼

)︃
.

Отсюда и из теоремы 1 следует доказываемое утверждение. 2

4. Выбор чисто-вещественного алгебраического поля — второй

подход

Второй подход связан с использованием башни полей Дирихле:

Q
(︁√

2
)︁
,Q
(︁√

2,
√

3
)︁
, . . . ,Q

(︁√
2,
√

3, . . . ,
√
𝑝𝑚

)︁
,

где 𝑝𝑚 — 𝑚-ое простое число и 2𝑚−1 < 𝑠𝑛 6 2𝑚.

Пусть натуральное 𝑙𝑘 выбрано из условия 2𝑙−1 < 𝑠𝑘 6 2𝑙. Рассмотрим чисто-вещественное
кольцо целых алгебраических чисел

Z𝑙 = Z
[︁√

2, . . . ,
√
𝑝𝑙

]︁
и соответствующее чисто-вещественное алгебраическое поле степени 2𝑙

Q𝑙 = Q
(︁√

2, . . . ,
√
𝑝𝑙

)︁
.

Через Λ𝑙(𝑡) обозначим алгебраическую решётку

Λ𝑙(𝑡) = {⃗𝑥=(𝑡Θ1, . . . , 𝑡Θ2𝑙)|Θ = Θ1 ∈ Z𝑙} ,

где Θ1,. . . ,Θ2𝑙 — алгебраически сопряженные числа.

Теорема 5. Если для приближенного вычисления интеграла∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘

использовать квадратурные формулы, соответствующие решетке Λ𝑙(𝑡), то погреш-
ность приближенного решения уравнения Фредгольма второго рода будет

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︂
𝑞𝑛+1

1− 𝑞 +
ln2𝑚−1 𝑡

𝑡2𝑚𝛼

)︂
.
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Доказательство. Действительно, погрешность приближенного вычисления интеграла
кратности 𝑠𝑘 по квадратурной формуле с алгебраической сеткой, соответствующей решётке
Λ𝑙(𝑡) есть величина порядка

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︃

ln2𝑙−1 𝑡

𝑡2𝑙𝛼

)︃
.

Отсюда и из теоремы 1 следует доказываемое утверждение. 2

Замечание 1. Остановимся на вопросе, как применять сетку для размерности 2𝑙 к
вычислению интеграла по кубу размерности 𝑠𝑘, где 𝑠𝑘 < 2𝑙.

Пусть нам дана функция 𝑓(�⃗�) из класса 𝐸𝛼𝑠𝑘 и требуется вычислить интеграл∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗�.

Рассмотрим функцию 𝑔(�⃗�, �⃗�), где �⃗� ∈ 𝐺𝑠𝑘, �⃗� ∈ 𝐺2𝑙−𝑠𝑘, заданную равенством

𝑔(�⃗�, �⃗�) = 𝑓(�⃗�) для любого �⃗� ∈ 𝐺2𝑙−𝑠𝑘.

Ясно, что ∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� =

∫︁∫︁
𝐺

2𝑙

𝑔(�⃗�, �⃗�)𝑑�⃗�𝑑�⃗�, 𝑔(�⃗�, �⃗�) ∈ 𝐸𝛼2𝑙 .

Отсюда следует, как применять сетку большей размерности для вычисления кратного ин-
теграла меньшей размерности.

5. Заключение

При втором способе выбора чисто-вещественного алгебраического поля нам приходится ис-
пользовать алгебраическую сетку большой размерности для интегрирования функции мень-
шего числа переменных. Возникает естественный вопрос, а нельзя ли в этом случае улучшить
оценку погрешности интегрирования и упростить саму квадратурную формулу с весами и
алгебраической сеткой?
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