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Аннотация

Изучаются две экстремальные задачи В.А. Юдина для алгебраических многочленов
в более общей постановке. В первой задаче среди многочленов с неотрицательными ко-
эффициентами разложения по ортогональным многочленам на отрезке [−1, 1], у которых
несколько последовательных моментов и производных в точке −1 равны нулю, ищется
многочлен с максимальным отрезком неотрицательности. Случаи решения задачи описы-
ваются в терминах свойства Крейна. Во второй задаче среди многочленов с нулевыми
граничными условиями и нулевыми первыми двумя моментами на отрезке [−1, 1] ищет-
ся многочлен с минимальным симметричным относительно нуля отрезком, на котором он
неотрицателен, а вне неположителен. Для второй задачи получено полное решение.
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Abstract

Two extremal problems of V.A. Yudin for polynomials in a more general setting are studied.
In the first problem, among polynomials with nonnegative expansion coefficients in orthogonal
polynomials on a segment [−1, 1], for which several successive moments and derivatives at the
point −1 are equal to zero, a polynomial with a maximum non-negativity segment is searched.
The cases of the solving of the problem are described in terms of the Krein property. In the
second problem, among polynomials with zero boundary conditions and zero first two moments
on the segment [−1, 1], a polynomial with a minimum segment symmetric about zero on which it
is nonnegative and nonpositive outside is searched. For the second problem, a complete solution
was obtained.

Keywords: weighted function, orthogonal polynomials, moments, boundary conditions,
extremal problems.
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1. Введение

В 2022 году талантливому и самобытному математику В. А. Юдину исполнилось бы 75 лет.
Важным направлением в его творчестве было исследование экстремального расположения
точек на многообразиях в задачах дискретной математики и численного анализа. В этих ис-
следованиях у него сложился весьма плодотворный метод постановки экстремальных задач
для алгебраических многочленов, тригонометрических полиномов и целых функций экспонен-
циального типа. Ему не обязательно было решать эти задачи, для приложений важно было
предложить экстремальную или близкую к ней функцию. Хотя решение этих задач имеет и
самостоятельный интерес. В настоящей работе исследуются две задачи Юдина (см. [1, 2]) в
более общей постановке.

Пусть 𝜎(𝑥) : [−1, 1] → R — ограниченная неубывающая функция с бесконечным чис-
лом точек роста, 𝑛, 𝑘 ∈ Z+, Π𝑛 — множество алгебраических многочленов степени не выше
𝑛 с действительными коэффициентами, Π — множество всех алгебраических многочленов,

𝜇𝑘(𝑝) =
∫︀ 1
−1 𝑥

𝑘𝑝(𝑥) 𝑑𝜎(𝑥) — 𝑘-й момент многочлена 𝑝 ∈ Π на [−1, 1], 𝛼, 𝛽 > −1, {𝑈 (𝛼,𝛽)
𝑛 }∞𝑛=0 —

система многочленов, ортогональных на [−1, 1] относительно меры (1−𝑥)𝛼(1+𝑥)𝛽 𝑑𝜎(𝑥) и нор-

мированных условием 𝑈
(𝛼,𝛽)
𝑛 (1) = 1, {𝑡(𝛼,𝛽)1,𝑛 (𝜎), . . . , 𝑡

(𝛼,𝛽)
𝑛,𝑛 (𝜎)} — нули многочлена 𝑈

(𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥), за-

нумерованные в порядке убывания. При 𝛼 = 𝛽 = 0 верхние индексы опускаем. Если 𝜎(𝑥) = 𝑥,

то получаем систему многочленов Якоби {𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑛 } (см. [3, 4]). Нули многочлена 𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (𝑥) обо-

значаем {𝑡(𝛼,𝛽)1,𝑛 , . . . , 𝑡
(𝛼,𝛽)
𝑛,𝑛 }.

Разложим многочлен 𝑝 ∈ Π в сумму Фурье по системе {𝑈 (𝛼,𝛽)
𝑛 }:

𝑝(𝑥) =
∑︁
𝜈

𝑑(𝛼,𝛽)𝜈 𝑎𝜈𝑈
(𝛼,𝛽)
𝜈 (𝑥), 𝑎𝜈 =

∫︁ 1

−1
𝑝(𝑥)𝑈 (𝛼,𝛽)

𝜈 (𝑥)(1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 𝑑𝜎(𝑥), (1)

где

(𝑑(𝛼,𝛽)𝜈 )−1 =

∫︁ 1

−1
(𝑈 (𝛼,𝛽)

𝜈 (𝑥))2(1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 𝑑𝜎(𝑥).

Пусть Π𝑝({𝑈 (𝛼,𝛽)
𝑛 }) — множество многочленов, для которых в разложении (1) все коэффициен-

ты 𝑎𝜈 > 0. Для системы {𝑈 (𝛼,𝛽)
𝑛 } выполнено свойство Крейна, если 𝑈 (𝛼,𝛽)

𝑘 𝑈
(𝛼,𝛽)
𝑙 ∈ Π𝑝({𝑈 (𝛼,𝛽)

𝑛 })
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для любых 𝑘, 𝑙 ∈ N. Известно, что для многочленов Якоби {𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑛 } свойство Крейна выпол-

няется, если 𝛼 > 𝛽 > −1/2 (см. [4, 1.5]).

Задача Юдина 1 [1]. Среди всех многочленов 𝑝 ∈ Π𝑛 ∩ Π𝑝({𝑈𝑛}), удовлетворяющих
условию 𝜇0(𝑝) = 0, найти величину

𝐵𝑛(𝜎) = sup{𝜆 ∈ [−1, 1] : 𝑝(𝑥) > 0, −1 6 𝑥 6 𝜆}.

В задаче 1 В.А. Юдин [1] получил оценку 𝐵2𝑞(𝜎) 6 𝑡2,𝑞+1(𝜎) и в качестве экстремального
предложил правильный многочлен (2). Для многих систем ортогональных многочленов задача
1 решена в [5].

Теорема A. Пусть 𝑛 = 2𝑞. Если для системы {𝑈𝑛} выполнено свойство Крейна, то

𝐵𝑛(𝜎) = 𝑡2,𝑞+1(𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*2𝑞(𝑥) =
𝑈2
𝑞+1(𝑥)

(𝑥− 𝑡1,𝑞+1(𝜎))(𝑥− 𝑡2,𝑞+1(𝜎))
. (2)

Пусть 𝑛 = 2𝑞 + 1. Если для системы {𝑈 (0,1)
𝑛 } выполнено свойство Крейна, то

𝐵𝑛(𝜎) = 𝑡
(0,1)
2,𝑞+1(𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*2𝑞+1(𝑥) =
(1 + 𝑥)(𝑈

(0,1)
𝑞+1 (𝑥))2

(𝑥− 𝑡(0,1)1,𝑞+1(𝜎))(𝑥− 𝑡(0,1)2,𝑞+1(𝜎))
.

Из теоремы A решение задачи 1 для многочленов Якоби {𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑛 } получается при 𝛼 > 𝛽+1.

Мы рассматриваем следующее обобщение задачи 1.

Обобщенная задача Юдина 1. Пусть 𝑚, 𝑙 ∈ Z+. Среди всех многочленов

𝑝 ∈ Π𝑛 ∩Π𝑝({𝑈𝑛}),

удовлетворяющих условиям

𝜇𝑖(𝑝) = 0, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1, 𝑝(𝑖)(−1) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1,

найти величину

𝐵𝑛(𝜎,𝑚, 𝑙) = sup{𝜆 ∈ [−1, 1] : 𝑝(𝑥) > 0, −1 6 𝑥 6 𝜆}.

Если 𝑚 = 0 или 𝑙 = 0, то соответствующих условий на многочлены в обобщенной задаче 1
нет. Так как нетривиальные многочлены из Π𝑝({𝑈𝑛}) в 1 принимают положительные значения,
то в этой точке граничные условия не ставятся.

Случаи решения обобщенной задачи 1 содержатся в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 𝑚 6 𝑞, 𝑙 ∈ Z+. Если 𝑛 = 2𝑞 −𝑚+ 1, для системы {𝑈 (0,𝑙)
𝑛 } выполнено

свойство Крейна, то

𝐵𝑛(𝜎,𝑚, 𝑙) = 𝑡
(0,𝑙)
𝑚+1,𝑞+1(𝜎).
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Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1 + 𝑥)𝑙(𝑈

(0,𝑙)
𝑞+1 (𝑥))2

(𝑥− 𝑡(0,𝑙)1,𝑞+1(𝜎)) · · · (𝑥− 𝑡(0,𝑙)𝑚+1,𝑞+1(𝜎))
. (3)

Если 𝑛 = 2𝑞 −𝑚+ 2, для системы {𝑈 (0,𝑙+1)
𝑛 } выполнено свойство Крейна, то

𝐵𝑛(𝜎,𝑚, 𝑙) = 𝑡
(0,𝑙+1)
𝑚+1,𝑞+1(𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1 + 𝑥)𝑙+1(𝑈

(0,𝑙+1)
𝑞+1 (𝑥))2

(𝑥− 𝑡(0,𝑙+1)
1,𝑞+1 (𝜎)) · · · (𝑥− 𝑡(0,𝑙+1)

𝑚+1,𝑞+1(𝜎))
. (4)

Если 𝑈𝑛(𝑥) = 𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥) — многочлены Якоби, то 𝑈

(0,𝑙)
𝑛 (𝑥) = 𝑃

(𝛼,𝛽+𝑙)
𝑛 (𝑥) (см. [4, 1.5] и условие

Крейна для системы {𝑈 (0,𝑙)
𝑛 } выполнено при 𝛼 > 𝛽+ 𝑙. Таким образом, для многочленов Якоби

теорема 1 справедлива при 𝛼 > 𝛽+𝑙, если 𝑛 = 2𝑞−𝑚+1, и при 𝛼 > 𝛽+𝑙+1, если 𝑛 = 2𝑞−𝑚+2.
Условия на системы ортогональных многочленов в теореме 1 еще далеки от окончательных.

Например, при 𝑛 = 2𝑞 −𝑚+ 1 и 𝑚 = 𝑞,

𝑝*𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑙𝑈
(0,𝑙)
𝑞+1 (𝑥) ∈ Π𝑝({𝑈𝑛})

без каких-либо условий на систему, так как (1+𝑥)𝑈
(0,𝑙)
𝑞+1 (𝑥) ∈ Π𝑝({𝑈 (0,𝑙−1)

𝑛 }) (см. [4, лемма 4.1]) и
далее можно применить индукцию по 𝑙. Аналогичное утверждение верно и при 𝑛 = 2𝑞−𝑚+2,
𝑚 = 𝑞.

Доказательство неотрицательности коэффициентов разложения многочленов (3), (4) ос-
новано на работе [6], в которой для любой системы ортогональных многочленов установлено
включение

𝑈
(𝛼,𝛽)
𝑞+1 (𝑥)

(𝑥− 𝑡(𝛼,𝛽)1,𝑞+1(𝜎)) · · · (𝑥− 𝑡(𝛼,𝛽)𝑚+1,𝑞+1(𝜎))
=

𝑞−𝑚∑︁
𝜈=0

𝑑𝜈𝑎𝜈𝑈
(𝛼,𝛽)
𝜈 (𝑥) ∈ Π𝑝({𝑈𝑛}). (5)

Доказательство неотрицательности коэффициентов разложении многочленов по ортогональ-
ным многочленам или неотрицательности преобразования Фурье при интегральном представ-
лении целых функций экспоненциального типа требует весьма тонкой техники. Наиболее раз-
вита эта техника для целых функций экспоненциального типа (см., например, работы [7, 8, 9]).

Задача Юдина 2 [2]. Среди всех многочленов 𝑝 ∈ Π𝑛, удовлетворяющих условиям∫︁ 1

−1
𝑥𝑗𝑝(𝑥)(1− 𝑥2) 𝑑−3

2 𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0, 1, 𝑑 > 2,

найти величину

𝐴𝑛(𝑑) = inf{𝜆 ∈ [−1, 1] : 𝑝(𝑥) 6 0, 𝜆 6 |𝑥| 6 1; 𝑝(𝑥) > 0, 0 6 |𝑥| 6 𝜆}.

В задаче 2 при 𝑛 = 4𝑞−2 в качестве экстремального многочлена В.А. Юдин [2] предложил
правильный многочлен

𝑝*4𝑞−2(𝑥) =

(︀
𝑃

( 𝑑−3
2
, 𝑑−3

2
)

2𝑞 (𝑥)
)︀2(︀

𝑡
( 𝑑−3

2
, 𝑑−3

2
)

𝑞,2𝑞

)︀2 − 𝑥2 .
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Так как в задаче 2 допустимые многочлены могут иметь только одну перемену знака на
[0, 1], то в обобщении задачи 2 мы не можем усиливать условия ортогональности, но можем
добавлять граничные условия.

Обобщенная задача Юдина 2. Пусть 𝑘, 𝑙 ∈ Z+, 𝜔(𝑥) — четная весовая функция,
𝑑𝜎(𝑥) = 𝜔(𝑥) 𝑑𝑥. Среди всех многочленов 𝑝 ∈ Π𝑛, удовлетворяющих условиям

𝜇0(𝑝) = 𝜇1(𝑝) =0, 𝑝(𝑖)(−1) = 𝑝(𝑖)(1) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1,

𝑝(𝑗)(0) = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1, (6)

найти величину

𝐴𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = inf{𝜆 ∈ [−1, 1] : 𝑝(𝑥) 6 0, 𝜆 6 |𝑥| 6 1; 𝑝(𝑥) > 0, 0 6 |𝑥| 6 𝜆}.

Пусть 𝑘, 𝑙 ∈ Z+, 𝑑𝜎(𝑥) = 𝜔(𝑥) 𝑑𝑥, {𝑅(𝑘,𝑙)
𝑛 }∞𝑛=0 — система многочленов, ортогональных

на [−1, 1] относительно меры (1 − 𝑥2)𝑘𝑥2𝑙 𝑑𝜎(𝑥) и нормированных условием 𝑅
(𝑘,𝑙)
𝑛 (1) = 1,

{𝜌(𝑘,𝑙)1,𝑛 (𝜎), . . . , 𝜌
(𝑘,𝑙)
𝑛,𝑛 (𝜎)} — нули многочлена 𝑅

(𝑘,𝑙)
𝑛 (𝑥), занумерованные в порядке убывания. При

𝑙 = 0, 𝑅
(𝑘,0)
𝑛 (𝑥) = 𝑈

(𝑘,𝑘)
𝑛 (𝑥) и 𝜌𝑘,0𝑖,𝑛 (𝜎) = 𝑡

(𝑘,𝑘)
𝑖,𝑛 (𝜎).

Теорема 2. Пусть 𝑞 ∈ N, 𝑘, 𝑙 ∈ Z+. Если 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2] − 2 или
𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2]− 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜌
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1− 𝑥2)𝑘𝑥2[(𝑙+1)/2]

(︀
𝑅

(𝑘,[(𝑙+1)/2])
2𝑞 (𝑥)

)︀2(︀
𝜌
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎)

)︀2 − 𝑥2 .

Если 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2] или 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2] + 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜌
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1− 𝑥2)𝑘+1𝑥2[(𝑙+1)/2]

(︀
𝑅

(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
2𝑞 (𝑥)

)︀2(︀
𝜌
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎)

)︀2 − 𝑥2 .

Следствие. Если 𝑛 = 4𝑞 − 2 или 𝑛 = 4𝑞 − 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 0, 0) = 𝑡𝑞,2𝑞(𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
𝑈2
2𝑞(𝑥)

𝑡2𝑞,2𝑞(𝜎)− 𝑥2 .

Если 𝑛 = 4𝑞 или 𝑛 = 4𝑞 + 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 0, 0) = 𝑡
(1,1)
𝑞,2𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1− 𝑥2)

(︀
𝑈

(1,1)
2𝑞 (𝑥)

)︀2(︀
𝑡
(1,1)
𝑞,2𝑞 (𝜎)

)︀2 − 𝑥2 .
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2. Доказательство теорем 1,2

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑛 = 2𝑞 −𝑚 + 1 и для системы {𝑈 (0,𝑙)
𝑛 } выполнено

свойство Крейна. В [10] решена обобщенная экстремальная задача 1 без условия принадлежно-
сти многочленов множеству Π𝑝({𝑈𝑛}). Многочлен (3) является экстремальным в ней, поэтому

в обобщенной задаче 1 справедлива оценка 𝐵𝑛(𝜎,𝑚, 𝑙) 6 𝑡(0,𝑙)𝑚+1,𝑞+1(𝜎). Остается проверить, что
многочлен (3) принадлежит множеству Π𝑝({𝑈𝑛}). Согласно (5) многочлен

𝑈
(0,𝑙)
𝑞+1 (𝑥)

(𝑥− 𝑡(0,𝑙)1,𝑞+1(𝜎)) · · · (𝑥− 𝑡(0,𝑙)𝑚+1,𝑞+1(𝜎))
∈ Π𝑝({𝑈 (0,𝑙)

𝑛 }).

Применяя свойство Крейна, получим, что и многочлен

(𝑈
(0,𝑙)
𝑞+1 (𝑥))2

(𝑥− 𝑡(0,𝑙)1,𝑞+1(𝜎)) · · · (𝑥− 𝑡(0,𝑙)𝑚+1,𝑞+1(𝜎))
∈ Π𝑝({𝑈 (0,𝑙)

𝑛 }).

Остается заметить, что (1 + 𝑥)𝑙𝑈
(0,𝑙)
𝑛 (𝑥) ∈ Π𝑝({𝑈𝑛}).

Случай 𝑛 = 2𝑞 −𝑚 + 2 разбирается аналогично с заменой 𝑙 на 𝑙 + 1. Теорема 1 доказана.
�

Пусть 𝜔(𝑡) — интегрируемая неотрицательная весовая функция на [0, 1], 𝑑𝜎(𝑡) = 𝜔(𝑡) 𝑑𝑡,

{𝑉 (𝛼,𝛽)
𝑛 }∞𝑛=0 — система многочленов, ортогональных на [0, 1] относительно меры (1−𝑡)𝛼𝑡𝛽 𝑑𝜎(𝑡)

и нормированных условием 𝑉
(𝛼,𝛽)
𝑛 (1) = 1, {𝜏 (𝛼,𝛽)1,𝑛 (𝜎), . . . , 𝜏

(𝛼,𝛽)
𝑛,𝑛 (𝜎)}— нули многочлена 𝑉

(𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑡),

занумерованные в порядке убывания.
Рассмотрим следующую экстремальную задачу.

Задача 3. Пусть 𝑘, 𝑙 ∈ Z+. Среди всех многочленов 𝑝 ∈ Π𝑛, удовлетворяющих условиям∫︁ 1

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝜎(𝑡) = 0, 𝑝(𝑖)(1) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑝(𝑗)(0) = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1,

найти величину

𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = inf{𝜇 ∈ [0, 1] : 𝑝(𝑡) 6 0, 𝜇 6 𝑡 6 1; 𝑝(𝑡) > 0, 0 6 𝑡 6 𝜇}.

Для ее решения квадратурную формулу Маркова–Эрмита на отрезке [−1, 1] (см. [10]) за-
пишем для отрезка [0, 1].

Лемма. Пусть 𝑁 = 𝑘+ 𝑙. Для любого многочлена 𝑝 ∈ Π2𝑞+𝑁−1 справедлива квадратурная
формула Маркова-Эрмита∫︁ 1

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝜎(𝑡) =

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖,1𝑝
(𝑖)(1) +

𝑙−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖,2𝑝
(𝑖)(0) +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑝(𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑖,𝑞 (𝜎)), (7)

где (−1)𝑘−1𝛾𝑘−1,1 > 0, 𝛾𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑞.

Теорема 3. Пусть 𝑁 = 𝑘 + 𝑙. Если 𝑛 = 2𝑞 +𝑁 − 1, то

𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜏 (𝑘,𝑙)𝑞,𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑡) =
(1− 𝑡)𝑘𝑡𝑙(𝑉 (𝑘,𝑙)

𝑞 (𝑡))2

𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎)− 𝑡

. (8)
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Если 𝑛 = 2𝑞 +𝑁 , то

𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜏 (𝑘+1,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑡) =
(1− 𝑡)𝑘+1𝑡𝑙(𝑉

(𝑘+1,𝑙)
𝑞 (𝑡))2

𝜏
(𝑘+1,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎)− 𝑡

. (9)

Доказательство. Пусть 𝑛 = 2𝑞 + 𝑁 − 1, 𝑝 ∈ Π𝑛 — допустимый в задаче многочлен.

Предположим, что 𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) < 𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎). Применяя квадратурную формулу Маркова Эрмита

(7), получим

0 =

∫︁ 1

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝜎(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑝(𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑖,𝑞 (𝜎)) 6 0. (10)

Отсюда 𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑖,𝑞 (𝜎), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞, — двойные нули многочлена 𝑝(𝑡) и он имеет 2𝑞 + 𝑁 нулей.

Полученное противоречие доказывает неравенство 𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) > 𝜏
(𝑘,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎). Остается заметить,

что многочлен (8) допустимый, например, ортогональность единице вытекает из (10) и он это
неравенство превращает в равенство.

Пусть 𝑛 = 2𝑞 + 𝑘 + 𝑙, 𝑝 ∈ Π𝑛 — допустимый в задаче многочлен. Предположим, что

𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) < 𝜏
(𝑘+1,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎). Так как

𝑝(𝑡) =
𝑝(𝑘)(1)

𝑘!
(𝑡− 1)𝑘(1 + 𝑜(1)) при 𝑡→ 1,

то из условия 𝑝(𝑡) 6 0 в левой полуокрестности 1 вытекает (−1)𝑘𝑝(𝑘)(1) 6 0, поэтому применяя
квадратурную формулу Маркова Эрмита для 𝑁 = (𝑘+1)+ 𝑙 и учитывая, что sign 𝛾𝑘,1 = (−1)𝑘,
получим

0 =

∫︁ 1

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝜎(𝑡) = 𝛾𝑘,1𝑝

(𝑘)(1) +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑝(𝜏
(𝑘+1,𝑙)
𝑖,𝑞 (𝜎)) 6 0.

Отсюда 𝜏
(𝑘+1,𝑙)
𝑖,𝑞 (𝜎), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞, — двойные нули многочлена 𝑝(𝑡), 𝑝(𝑘)(1) = 0, и он имеет

2𝑞 + 𝑁 + 1 нулей. Полученное противоречие доказывает неравенство 𝐶𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) > 𝜏
(𝑘+,𝑙)
𝑞,𝑞 (𝜎).

Остается заметить, что многочлен (9) допустимый и он это неравенство превращает в равен-
ство. Теорема 3 доказана.

Доказательство теоремы 2. Если для многочлена 𝑝(𝑥) ∈ Π𝑛 выполнены условия (6) и
𝑝(𝑥) 6 0 при 𝜆 6 |𝑥| 6 1, 𝑝(𝑥) > 0 при 0 6 |𝑥| 6 𝜆, то и для многочлена 𝑝(−𝑥) выполнены
условия (6) и 𝑝(−𝑥) 6 0 при 𝜆 6 |𝑥| 6 1, 𝑝(−𝑥) > 0 при 0 6 |𝑥| 6 𝜆. Аналогичные свой-
ства выполнены и для многочлена 𝑝𝑒(𝑥) = (𝑝(𝑥) + 𝑝(−𝑥))/2. Следовательно, в обобщенной
задаче 2 можно ограничиться четными многочленами 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥2), 𝑞 ∈ Π[𝑛

2
]. Условия (6) для

многочлена 𝑞(𝑡) примут вид:∫︁ 1

−1
𝑝(𝑥2)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑞(𝑡)𝜔(𝑡1/2)𝑡−1/2 𝑑𝑡 = 0,

𝑞(𝑖)(1) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑞(𝑗)(0) = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , [(𝑙 + 1)/2]− 1,

𝑞(𝑡) 6 0 при
√
𝜆 6 𝑡 6 1, 𝑞(𝑡) > 0 при 0 6 𝑡 6

√
𝜆.

Таким образом,

𝐴2
𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝐶[𝑛

2
](𝜎1, 𝑘, [(𝑙 + 1)/2]),
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где

𝑑𝜎1(𝑡) = 𝜔(𝑡1/2)𝑡−1/2 𝑑𝑡.

Так как при 𝑠 ̸= 𝑟∫︁ 1

0
𝑉 (𝑘,𝑙)
𝑠 (𝑡)𝑉 (𝑘,𝑙)

𝑟 (𝑡)𝜔(𝑡1/2)𝑡−1/2 𝑑𝑡 =

∫︁ 1

−1
𝑉 (𝑘,𝑙)
𝑠 (𝑥2)𝑉 (𝑘,𝑙)

𝑟 (𝑥2)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

то

𝑅
(𝑘,𝑙)
2𝑠 (𝑥) = 𝑉 (𝑘,𝑙)

𝑠 (𝑥2) и (𝜌
(𝑘,𝑙)
𝑖,2𝑠 (𝜎))2 = 𝜏

(𝑘,𝑙)
𝑖,𝑠 (𝜎1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑠.

Остается применить теорему 3.

Если [𝑛/2] = 2𝑞+𝑘+[(𝑙+1)/2]−1, то 𝑛 = 4𝑞+2𝑘+2[(𝑙+1)/2]−2 или 𝑛 = 4𝑞+2𝑘+2[(𝑙+1)/2]−1.
По теореме 3

𝐶[𝑛
2
](𝜎1, 𝑘, [(𝑙 + 1)/2]) = 𝜏 (𝑘,[(𝑙+1)/2])

𝑞,𝑞 (𝜎1) = (𝜌
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎))2.

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*[𝑛
2
](𝑡) =

(1− 𝑡)𝑘𝑡[(𝑙+1)/2]
(︀
𝑉

(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞 (𝑡)

)︀2
𝜏
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,𝑞 (𝜎1)− 𝑡

.

Следовательно, если 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2]− 2 или 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2]− 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜌
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1− 𝑥2)𝑘𝑥2[(𝑙+1)/2]

(︀
𝑅

(𝑘,[(𝑙+1)/2])
2𝑞 (𝑥)

)︀2(︀
𝜌
(𝑘,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎)

)︀2 − 𝑥2 .

Если [𝑛/2] = 2𝑞+𝑘+[(𝑙+1)/2], то 𝑛 = 4𝑞+2𝑘+2[(𝑙+1)/2] или 𝑛 = 4𝑞+2𝑘+2[(𝑙+1)/2]+1.
По теореме 3

𝐶[𝑛
2
](𝜎1, 𝑘, [(𝑙 + 1)/2]) = 𝜏 (𝑘+1,[(𝑙+1)/2])

𝑞,𝑞 (𝜎1) = (𝜌
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎))2.

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*[𝑛
2
](𝑡) =

(1− 𝑡)𝑘+1𝑡[(𝑙+1)/2]
(︀
𝑉

(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞 (𝑡)

)︀2
𝜏
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,𝑞 (𝜎1)− 𝑡

.

Следовательно, если 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2] или 𝑛 = 4𝑞 + 2𝑘 + 2[(𝑙 + 1)/2] + 1, то

𝐴𝑛(𝜎, 𝑘, 𝑙) = 𝜌
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎).

Экстремальный многочлен имеет вид

𝑝*𝑛(𝑥) =
(1− 𝑥2)𝑘+1𝑥2[(𝑙+1)/2]

(︀
𝑅

(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
2𝑞 (𝑥)

)︀2(︀
𝜌
(𝑘+1,[(𝑙+1)/2])
𝑞,2𝑞 (𝜎)

)︀2 − 𝑥2 .

Теорема 2 доказана.
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3. Заключение

В [5] первая обобщенная задача Юдина решена также для многочленов Гегенбауэра
(𝛼 = 𝛽), если 𝑙 = 0, 𝑚 = 1. Решение основано на том, что при 𝑚 = 1 в разложении (5)
коэффициенты 𝑎𝜈 не только положительны, но и монотонно убывают. Было бы интересно
доказать это свойство коэффициентов в разложении (5) для произвольного 𝑚.
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