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Аннотация

В пространствах с весом |𝑥|−1𝑣𝑘(𝑥), где 𝑣𝑘(𝑥) — вес Данкля, действует (𝑘, 1)-обобщенное
преобразование Фурье. Гармонический анализ в этих пространствах важен, в частности, в
задачах квантовой механики. Недавно для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье был
определен потенциал Рисса и для него доказано (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-неравенство с радиальными сте-
пенными весами, являющееся аналогом известного неравенства Стейна — Вейса для клас-
сического потенциала Рисса. В работе этот результат обобщается на случай радиальных
кусочно-степенных весов. Ранее аналогичное неравенство было доказано для потенциала
Данкля — Рисса.
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Abstract

In spaces with weight |𝑥|−1𝑣𝑘(𝑥), where 𝑣𝑘(𝑥) is the Dunkl weight, there is the (𝑘, 1)-
generalized Fourier transform. Harmonic analysis in these spaces is important, in particular,
in problems of quantum mechanics. Recently, for the (𝑘, 1)-generalized Fourier transform, the
Riesz potential was defined and the (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-inequality with radial power weights was proved
for it, which is an analogue of the well-known Stein–Weiss inequality for the classical Riesz
potential and the Dunkl–Riesz potential. In the paper, this result is generalized to the case of
radial piecewise power weights. Previously, a similar inequality was proved for the Dunkl–Riesz
potential.
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1. Введение

Пусть R𝑑 — действительное 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным произведением
⟨𝑥, 𝑦⟩ и нормой |𝑥| =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, S𝑑−1 — единичная евклидова сфера в R𝑑, Δ — оператор Лапласа,

𝑑𝜇(𝑥) = (2𝜋)−𝑑/2 𝑑𝑥 — нормированная мера Лебега, 𝐿𝑝(R𝑑), 1 ≤ 𝑝 <∞, — пространство Лебега

с нормой ‖𝑓‖𝑝 =
(︀∫︀

R𝑑 |𝑓 |𝑝 𝑑𝜇
)︀1/𝑝

, 𝒮(R𝑑) — пространство Шварца,

ℱ(𝑦) = (2𝜋)−𝑑/2
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖⟨𝑥,𝑦⟩ 𝑑𝑥

— преобразование Фурье.

Введем обозначение 𝐴 . 𝐵, если 𝐴 ≤ 𝐶𝐵 с константой 𝐶 > 0, зависящей только от
несущественных параметров, и 𝐴 ≍ 𝐵, если 𝐴 . 𝐵 и 𝐵 . 𝐴. Как обычно, для 𝑝 > 1, 𝑝′ = 𝑝

𝑝−1
— сопряженный гельдеров показатель, 𝜒𝐸(𝑥) — характеристическая функция множества 𝐸.

Потенциал Рисса или дробный интеграл 𝐼𝛼 определяется как интегральный оператор

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = (𝛾𝛼)−1

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)|𝑥− 𝑦|𝛼−𝑑 𝑑𝜇(𝑦) = (𝛾𝛼)−1

∫︁
R𝑑

𝜏−𝑦𝑓(𝑥)|𝑦|𝛼−𝑑 𝑑𝜇(𝑦), (1)

где 0 < 𝛼 < 𝑑, 𝛾𝛼 = 2𝛼−𝑑/2Γ(𝛼/2)/Γ((𝑑− 𝛼)/2), и 𝜏𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑦) — оператор сдвига.

Формулы для преобразований Фурье

ℱ(𝐼𝛼𝑓) = |· |−𝛼ℱ(𝑓), ℱ((−Δ)𝛼/2𝑓) = |· |𝛼ℱ(𝑓),

указывают, что потенциал Рисса (1) является обратным оператором для дробной степени
оператора Лапласа.

(𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченность потенциала Рисса с радиальными степенными весами записыва-
ется в виде неравенства Стейна–Вейса⃦⃦

|𝑥|−𝛾𝐼𝛼𝑓(𝑥)
⃦⃦
𝑞
≤ c(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑)

⃦⃦
|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝
, 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞.

Необходимые и достаточные условия конечности константы c(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑) известны.

Теорема A. Пусть 𝑑 ∈ N, 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 0 < 𝛼 < 𝑑. Константа c(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑) конечна
тогда и только тогда, когда 𝛾 < 𝑑

𝑞 , 𝛽 <
𝑑
𝑝′ , 𝛼 > 𝑑(1𝑝 − 1

𝑞 ) и 𝛼− 𝛾 − 𝛽 = 𝑑(1𝑝 − 1
𝑞 ).
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Достаточность условий в теореме A была доказана Г.Х. Харди и Дж.И. Литтлвудом [1]
для 𝑑 = 1, С.Л. Соболевым [2] для 𝑑 > 1 и 𝛾 = 𝛽 = 0, Е.М. Стейном и Г. Вейсом [3] в общем
случае. Необходимость условий в теореме A установлена в [4].

Одним из важных обобщений преобразования Фурье является преобразование Данкля ℱ𝑘
(см. [5, 6]). Аналог потенциала Рисса для преобразования Данкля определили С. Тангавелу и
Ю. Шу [7].

Пусть 𝑅 ⊂ R𝑑 ∖{0} — система корней, 𝑅+ — положительная подсистема 𝑅, 𝐺(𝑅) ⊂ 𝑂(𝑑) —
группа отражений, образованная отражениями {𝜎𝑎 : 𝑎 ∈ 𝑅}, где 𝜎𝑎 — отражение относительно
гиперплоскости (𝑎, 𝑥) = 0, 𝑘 : 𝑅 → R+ — функция кратности, инвариантная относительно
группы 𝐺.

Пусть

𝑣𝑘(𝑥) =
∏︁
𝑎∈𝑅+

|(𝑎, 𝑥)|2𝑘(𝑎), 𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥

— вес и мера Данкля, где 𝑐−1
𝑘 =

∫︀
R𝑑 𝑒

−|𝑥|2/2𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 — интеграл Макдональда–Мета–Сельберга,
⟨𝑘⟩ =

∑︀
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎), 𝜆𝑘 = 𝑑/2 − 1 + ⟨𝑘⟩, 𝑑𝑘 = 2𝜆𝑘 + 2 — обобщенная размерность про-

странства R𝑑 с весом 𝑣𝑘(𝑥), 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 ≤ 𝑝 < ∞, — пространство Лебега с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 =
(︁∫︀

R𝑑 |𝑓 |𝑝 𝑑𝜇𝑘
)︁1/𝑝

<∞,

𝑇𝑗𝑓(𝑥) = 𝐷𝑗𝑓(𝑥) +
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)(𝑎, 𝑒𝑗)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝜎𝑎𝑥)

(𝑎, 𝑥)
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

—дифференциально-разностные операторы Данкля и Δ𝑘 =
∑︀𝑑

𝑗=1 𝑇
2
𝑗 — лапласиан Данкля.

Обобщенная экспонента или ядро Данкля 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) является единственным решением си-
стемы

𝑇𝑗𝑓(𝑥) = 𝑖𝑦𝑗𝑓(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, 𝑓(0) = 1.

Ее свойства подобны свойствам классической экспоненты 𝑒𝑖(𝑥,𝑦).

Для 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) преобразование Данкля определяется равенством

ℱ𝑘(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥).

Если 𝑘 ≡ 0, то ℱ0 совпадает с преобразованием Фурье ℱ . Преобразование Данкля является
изометрией в 𝒮(R𝑑) и 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘).

М. Реслер (см. [6]) определила оператор обобщенного сдвига 𝜏𝑦, 𝑦 ∈ R𝑑, для преобразования
Данкля равенством

ℱ𝑘(𝜏𝑦𝑓)(𝑧) = 𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)ℱ𝑘(𝑓)(𝑧), 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘),

или

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)ℱ𝑘(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧).

Если 𝑘 ≡ 0, то 𝜏𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑦) совпадает с обычным сдвигом.

С. Тангавелу иЮ.Шу [7] определили потенциал Данкля–Рисса на 𝒮(R𝑑) как интегральный
оператор

𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥) = (𝛾𝑘𝛼)−1

∫︁
R𝑑

𝜏−𝑦𝑓(𝑥)|𝑦|𝛼−𝑑𝑘 𝑑𝜇𝑘(𝑦), (2)

где 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘 и 𝛾𝑘𝛼 = 2𝛼−𝑑𝑘/2Γ(𝛼/2)/Γ((𝑑𝑘 − 𝛼)/2). Как и для потенциала Рисса для него
справедливо равенство ℱ𝑘(𝐼𝑘𝛼𝑓) = | · |−𝛼ℱ𝑘(𝑓).
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Неравенство Стейна–Вейса для потенциала Данкля–Рисса и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) примет вид⃦⃦
|𝑥|−𝛾𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

≤ c(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

.

Аналог теоремы A для потенциала (2) установлен в [8, 9]. Там же можно найти предше-
ствующие результаты.

Теорема B. Пусть 𝑑 ∈ N, 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘. Константа c(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)

конечна при 𝑝 = 𝑞 или при 𝑝 < 𝑞 и 𝛼 > 𝑑𝑘
(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
тогда и только тогда, когда 𝛾 < 𝑑𝑘

𝑞 , 𝛽 <
𝑑𝑘
𝑝′

и 𝛼− 𝛾 − 𝛽 = 𝑑𝑘(
1
𝑝 − 1

𝑞 ).

Вопрос о необходимости условия 𝛼 > 𝑑𝑘

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
при 𝑝 < 𝑞 и функции кратности 𝑘 ̸≡ 0

остается открытым.

Как видим, в теореме B размерность 𝑑 заменяется на обобщенную размерность 𝑑𝑘.
Пусть 𝐵1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| 6 1}, 𝐵𝑐

1 = R𝑑 ∖𝐵1, 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2),

𝑢−𝛾(𝑥) = |𝑥|−𝛾1𝜒𝐵1(𝑥) + |𝑥|−𝛾2𝜒𝐵𝑐
1
(𝑥), 𝑢𝛽(𝑥) = |𝑥|𝛽1𝜒𝐵1(𝑥) + |𝑥|𝛽2𝜒𝐵𝑐

1
(𝑥)

— кусочно-степенные весовые функции. Рассмотрим для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) неравенство⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

≤ c(𝛼,𝛽,𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

(3)

с константой c(𝛼,𝛽,𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) и 1 < 𝑝 ≤ 𝑞 <∞.
В [4] доказано следующее утверждение.

Теорема C. Пусть 𝑑 ∈ N, 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘. Константа c(𝛼,𝛽,𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)

конечна при 𝑝 = 𝑞 или при 𝑝 < 𝑞 и 𝛼 > 𝑑𝑘
(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
тогда и только тогда, когда

𝛾1 <
𝑑𝑘
𝑞
, 𝛽1 <

𝑑𝑘
𝑝′
, 𝛼− 𝛾2 <

𝑑𝑘
𝑞′
, 𝛼− 𝛽2 <

𝑑𝑘
𝑝
,

𝛾1 + 𝛽1 6 𝛼− 𝑑𝑘
(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
6 𝛾2 + 𝛽2.

Дальнейшее обобщение преобразования Фурье и Данкля получено в [10]. Бен Саид, Коба-
яши и Орстед [10] определили 𝑎-деформированный гармонический осциллятор Данкля

Δ𝑘,𝑎 = |𝑥|2−𝑎Δ𝑘 − |𝑥|𝑎, 𝑎 > 0,

и двупараметрическое семейство унитарных операторов ℱ𝑘,𝑎 в гильбертовом пространстве
𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 =

(︂∫︁
R𝑑

|𝑓 |𝑝 𝑑𝜇𝑘,𝑎
)︂1/𝑝

, 𝑝 = 2,

названное (𝑘, 𝑎)-обобщенным преобразованием Фурье. В спектральной форме

ℱ𝑘,𝑎 = exp
(︁ 𝑖𝜋

2𝑎
(2𝜆𝑘 + 𝑎)

)︁
exp
(︁ 𝑖𝜋

2𝑎
Δ𝑘,𝑎

)︁
, (4)

где

𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥), 𝑐−1
𝑘,𝑎 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|𝑎/𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥.

Число 𝑑𝑘,𝑎 = 2𝜆𝑘 + 𝑎 = 𝑑+ 2⟨𝑘⟩+ 𝑎− 2 называют обобщенной размерностью пространства
R𝑑 с весом 𝑣𝑘,𝑎(𝑥).
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Если 𝑎 = 2, то (4) — преобразование Данкля. Если 𝑎 = 2 и 𝑘 ≡ 0, то (4) — преобразование
Фурье. Если 𝑎 ̸= 2, то (4) — деформированное преобразование Данкля и деформированное
преобразование Фурье.

Важный случай обобщенного преобразования Фурье получается при 𝑎 = 1. Оно может
быть записано как интегральный оператор

ℱ𝑘,1𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)

с непрерывным симметричным ядром 𝐵𝑘(𝑥, 𝑦).

Оператор сдвига 𝜏𝑦 для преобразования ℱ𝑘,1 и 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) определен Бен Саидом и
Делеавалом [11] (см. также [12]) равенством:

ℱ𝑘,1(𝜏𝑦𝑓)(𝑧) = 𝐵𝑘(𝑦, 𝑧)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑧).

Но он также как и оператор сдвига для преобразования Данкля не является положительным
оператором и его 𝐿𝑝-ограниченность известна только при 𝑝 = 2.

В [13, 14] в качестве оператора сдвига предложен оператор среднего значения 𝜏𝑦 по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦
′
𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′), 𝑡 ∈ R+, (5)

где 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′) = 𝑎𝑘,1𝑣𝑘,1(𝑦

′) 𝑑𝑦′ — вероятностная мера на сфере. В [13] доказано, что оператор
(5) положительный и ограниченный в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 6 𝑝 6 ∞. Здесь под
𝐿∞(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) понимается пространство 𝐶𝑏(R𝑑) непрерывных ограниченных функций с нормой
‖𝑓‖∞ = sup |𝑓(𝑥)|.

Потенциал Рисса для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) определен в
[15] как интегральный оператор

𝐼𝑘,1𝛼 𝑓(𝑥) = (𝛾𝑘,1𝛼 )−1

∫︁
R𝑑

𝜏𝑦𝑓(𝑥)|𝑦|𝛼−𝑑𝑘,1 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦), (6)

где 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘,1 и 𝛾
𝑘,1
𝛼 = Γ(𝛼)/Γ(𝑑𝑘,1 − 𝛼).

Как для потенциалов Рисса и Данкля–Рисса для него справедливо соотношение

ℱ𝑘,1(𝐼𝑘,1𝛼 𝑓) = | · |−𝛼ℱ𝑘,1(𝑓).

Потенциал (6) может быть записан с помощью оператора сдвига (5)

𝐼𝑘,1𝛼 𝑓(𝑥) = (𝛾𝑘,1𝛼 )−1

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑡𝛼−𝑑𝑘,1 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡), (7)

где

𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑟) = 𝑏𝜆𝑘,1𝑟
2𝜆𝑘 𝑑𝑟, 𝑏−1

𝜆𝑘,1
=

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟𝑟2𝜆𝑘 𝑑𝑟 = Γ(2𝜆𝑘 + 1).

Из (7) следует положительность потенциала (6).

Неравенство Стейна–Вейса для потенциала (6) и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) имеет вид⃦⃦
|𝑥|−𝛾𝐼𝑘,1𝛼 𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≤ c1(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (8)

В [15] доказано утверждение, аналогичное теореме В, только обобщенная размерность 𝑑𝑘
в нем заменяется на обобщенную размерность 𝑑𝑘,1.
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Теорема D. Пусть 𝑑 ∈ N, 𝑑𝑘,1 > 1, 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘,1. Константа

c1(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) конечна при 𝑝 = 𝑞 или при 𝑝 < 𝑞, 𝛼 > 𝑑𝑘,1

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
тогда и только тогда,

когда 𝛾 <
𝑑𝑘,1
𝑞 , 𝛽 <

𝑑𝑘,1
𝑝′ , и 𝛼− 𝛾 − 𝛽 = 𝑑𝑘,1

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
.

Наша цель — доказать аналог теоремы D для кусочно-степенных весов. Запишем аналог
неравенства (8) для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑)⃦⃦

𝑢−𝛾(𝑥)𝐼𝑘,1𝛼 𝑓(𝑥)
⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≤ c1(𝛼,𝛽,𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (9)

Теорема 1. Пусть 𝑑 ∈ N, 𝑑𝑘,1 > 1, 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘,1. Константа

c1(𝛼,𝛽,𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) конечна при 𝑝 = 𝑞 или при 𝑝 < 𝑞, 𝛼 > 𝑑𝑘,1

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
тогда и только тогда,

когда

𝛾1 <
𝑑𝑘,1
𝑞
, 𝛽1 <

𝑑𝑘,1
𝑝′
, 𝛼− 𝛾2 <

𝑑𝑘,1
𝑞′
, 𝛼− 𝛽2 <

𝑑𝑘,1
𝑝
,

𝛾1 + 𝛽1 6 𝛼− 𝑑𝑘,1
(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
6 𝛾2 + 𝛽2.

(10)

Замечание. Теоремы D и 1 справедливы и при 𝑑𝑘,1 = 1, то есть в этих теоремах можно
предполагать 𝑑𝑘,1 > 1.

2. Представление потенциала Рисса

для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье

Потенциал Рисса (6) для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) можно записать в виде

𝐼𝑘,1𝛼 𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦), (11)

где

Φ𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)

∫︁ ∞

0
𝑠𝑑𝑘,1−𝛼−1𝜏𝑥(𝑒−𝑠|·|)(𝑦) 𝑑𝑠 (12)

(см. [15]).

Лемма 1 [15]. Для ядра Φ𝛼(𝑥, 𝑦) выполняются следующие свойства:

1. Φ𝛼(𝑥, 𝑦) = Φ𝛼(𝑦, 𝑥);

2. Φ𝛼(𝑟𝑥′, 𝑡𝑦′) = 𝑟𝛼−𝑑𝑘,1Φ𝛼(𝑥′, (𝑡/𝑟)𝑦′);

3.
∫︀
S𝑑−1 Φ𝛼(𝑟𝑥′, 𝑡𝑦′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑥

′) = (Φ𝛼)0(𝑟, 𝑡), где

(Φ𝛼)0(𝑟, 𝑡) := (𝛾𝑘,1𝛼 )−1𝑐2𝜆𝑘

∫︁ 𝜋

0
(𝑟 + 𝑡− 2

√
𝑟𝑡 cos𝜙)𝛼−𝑑𝑘,1 sin2𝑑𝑘,1−2 𝜙𝑑𝜙;

4. Φ𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝛾𝑘𝛼)−1𝜏𝑦(| · |𝛼−𝑑𝑘,1)(𝑥) или, эквивалентно,

𝛾𝑘,1𝛼 Φ𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑘

(︁∫︁ 1

−1

(︁
|𝑥|+|𝑦|−

√︀
2|𝑥||𝑦|(1+⟨𝑥′, ·⟩)𝑢

)︁𝛼−𝑑𝑘,1
𝑑𝜓𝜆𝑘−1/2(𝑢)

)︁
(𝑦′),
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где

𝑐𝜆 =
Γ(𝜆+ 1)√
𝜋Γ(𝜆+ 1/2)

, 𝑑𝜓𝜆𝑘−1/2(𝑢) = 𝑐𝜆𝑘−1/2(1− 𝑢2)𝜆𝑘−1 𝑑𝑢,

𝑉𝑘 — положительный оператор сплетения в гармоническом анализе Данкля, имеющий пред-
ставление

𝑉𝑘𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜉)

с вероятностной мерой 𝑑𝜇𝑘𝑥, носитель которой лежит в выпуклой оболочке орбиты

𝑂𝑥 = {𝑔𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐺}

(см. [6]).

3. Лебегова ограниченность операторов Харди и Беллмана с ра-

диальными кусочно-степенными весами

Изучим (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченность с радиальными кусочно-степенными весами вспомогатель-
ных операторов Харди и Беллмана:

𝐻𝑓(𝑥) =

∫︁
|𝑦|6|𝑥|

𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦), 𝐵𝑓(𝑥) =

∫︁
|𝑦|>|𝑥|

𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).

Нас интересуют неравенства для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑)⃦⃦
𝑢−a(𝑥)𝐻𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≤ c𝐻(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
𝑢b(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

,⃦⃦
𝑢−a(𝑥)𝐵𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≤ c𝐵(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
𝑢b(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

с конечными константами c𝐻(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘), c𝐵(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) и 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞. Константа c𝐻(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) конечна тогда и только
тогда, когда

𝑏1 <
𝑑𝑘,1
𝑝′
, 𝑎2 >

𝑑𝑘,1
𝑞
, 𝑎1 + 𝑏1 6 𝑑𝑘,1

(︁ 1

𝑝′
+

1

𝑞

)︁
6 𝑎2 + 𝑏2. (13)

Доказательство. Пусть 𝑟 = |𝑥|. Радиальную функцию 𝑢−a(𝑥) можно записать так

𝑢−a(𝑥) = |𝑥|−𝑎1𝜒𝐵1(𝑥) + |𝑥|−𝑎2𝜒𝐵𝑐
1
(𝑥) = 𝑟−𝑎1𝜒[0,1](𝑟) + 𝑟−𝑎2𝜒[1,∞)(𝑟) = (𝑢−a)0(𝑟).

В [4] установлено, что при доказательстве неравенств для оператора Харди с радиальны-
ми весами достаточно ограничиться радиальными функциями. На радиальных функциях мы
приходим к эквивалентному неравенству(︁∫︁ ∞

0

(︁
𝑟

2𝜆𝑘
𝑞 (𝑢−a)0(𝑟)

∫︁ 𝑟

0
𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡

)︁𝑞
𝑑𝑟
)︁1/𝑞

. c𝐻(𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
(︁∫︁ ∞

0

(︁
𝑟
− 2𝜆𝑘

𝑝′ (𝑢b)0(𝑟)𝑓0(𝑟)
)︁𝑝
𝑑𝑟
)︁1/𝑝

.

Необходимое и достаточное условие конечности константы в последнем неравенстве известно
(см., например, [16], [17, Section 1], [18, Introduction]):

sup
0<𝑟<∞

𝐴(𝑟)= sup
0<𝑟<∞

(︁∫︁ ∞

𝑟

(︁
𝑟

2𝜆𝑘
𝑞 (𝑢−a)0(𝑟)

)︁𝑞
𝑑𝑟
)︁ 1

𝑞
(︁∫︁ 𝑟

0

(︁
𝑟
− 2𝜆𝑘

𝑝′ (𝑢b)0(𝑟)
)︁−𝑝′

𝑑𝑟
)︁ 1

𝑝′
<∞.
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Если 0 < 𝑟 6 1, то

𝐴(𝑟) ≍
(︁∫︁ 1

𝑟
𝑡−𝑎1𝑞+2𝜆𝑘 𝑑𝑡+

∫︁ ∞

1
𝑡−𝑎2𝑞+2𝜆𝑘 𝑑𝑡

)︁1/𝑞(︁∫︁ 𝑟

0
𝑡−𝑏1𝑝

′+2𝜆𝑘 𝑑𝑡
)︁1/𝑝′

.

Необходимо потребовать∫︁ ∞

1
𝑡−𝑎2𝑞+2𝜆𝑘 𝑑𝑡 <∞,

∫︁ 1

0
𝑡−𝑏1𝑝

′+2𝜆𝑘 𝑑𝑡 <∞,

или 𝑎2 >
𝑑𝑘,1
𝑞 , 𝑏1 <

𝑑𝑘,1
𝑝′ . При выполнении этих условий

𝐴(𝑟) ≍ 𝑟−𝑏1+𝑑𝑘,1/𝑝′
(︁

1 + 𝑟−𝑎1+𝑑𝑘,1/𝑞
)︁

= 𝑟−𝑏1+𝑑𝑘,1/𝑝
′
+ 𝑟−𝑎1−𝑏1+𝑑𝑘,1(1/𝑝

′+1/𝑞),

поэтому из конечности sup0<𝑟61𝐴(𝑟) вытекает условие 𝑎1 + 𝑏1 6 𝑑𝑘,1
(︁

1
𝑝′ + 1

𝑞

)︁
.

Если 𝑟 > 1, то

𝐴(𝑟) ≍
(︁∫︁ ∞

𝑟
𝑡−𝑎2𝑞+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡

)︁1/𝑞(︁∫︁ 1

0
𝑡−𝑏1𝑝

′+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑟

1
𝑡−𝑏2𝑝

′+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡
)︁1/𝑝′

≍ 𝑟−𝑎2+𝑑𝑘,1/𝑞
(︁

1 + 𝑟−𝑏2+𝑑𝑘,1/𝑝
′
)︁

= 𝑟−𝛾2+𝑑𝑘,1/𝑞 + 𝑟−𝑎2−𝑏2+𝑑𝑘,1(1/𝑝
′+1/𝑞).

Из конечности sup𝑟>1𝐴(𝑟) вытекает условие 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑑𝑘,1
(︁

1
𝑝′ + 1

𝑞

)︁
.

Простой анализ полученных условий приводит к (13). �

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞. Константа c𝐵(a,b, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘) конечна тогда и только
тогда, когда

𝑏2 >
𝑑𝑘,1
𝑝′
, 𝑎1 <

𝑑𝑘,1
𝑞
, 𝑎1 + 𝑏1 6 𝑑𝑘,1

(︁ 1

𝑝′
+

1

𝑞

)︁
6 𝑎2 + 𝑏2. (14)

Доказательство. Проводится аналогично. Необходимое и достаточное условие конечно-
сти константы в неравенстве для оператора Беллмана (см., например, [16], [17, Section 1], [18,
Introduction]) будет выглядеть так

sup
0<𝑟<∞

(︁∫︁ 𝑟

0

(︁
𝑟

2𝜆𝑘
𝑞 (𝑢−a)0(𝑟)

)︁𝑞
𝑑𝑟
)︁1/𝑞(︁∫︁ ∞

𝑟

(︁
𝑟
− 2𝜆𝑘

𝑝′ (𝑢b)0(𝑟)
)︁−𝑝′

𝑑𝑟
)︁1/𝑝′

<∞.

Если 0 < 𝑟 6 1, то

𝐴(𝑟) ≍
(︁∫︁ 𝑟

0
𝑡−𝑎1𝑞+2𝜆𝑘 𝑑𝑡

)︁1/𝑞(︁∫︁ 1

𝑟
𝑡−𝑏1𝑝

′+2𝜆𝑘 𝑑𝑡+

∫︁ ∞

1
𝑡−𝑏2𝑝

′+2𝜆𝑘 𝑑𝑡
)︁1/𝑝′

.

Необходимо потребовать∫︁ ∞

1
𝑡−𝑏2𝑝

′+2𝜆𝑘 𝑑𝑡 <∞,
∫︁ 1

0
𝑡−𝑎1𝑞+2𝜆𝑘 𝑑𝑡 <∞,

или 𝑎1 <
𝑑𝑘,1
𝑞 , 𝑏2 >

𝑑𝑘,1
𝑝′ . При выполнении этих условий

𝐴(𝑟) ≍ 𝑟−𝑎1+𝑑𝑘,1/𝑞
(︁

1 + 𝑟−𝑏1+𝑑𝑘,1/𝑝
′
)︁

= 𝑟−𝑎1+𝑑𝑘,1/𝑝
′
+ 𝑟−𝑎1−𝑏1+𝑑𝑘,1(1/𝑝

′+1/𝑞),

поэтому из конечности sup0<𝑟61𝐴(𝑟) вытекает условие 𝑎1 + 𝑏1 6 𝑑𝑘
(︁

1
𝑝′ + 1

𝑞

)︁
.
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Если 𝑟 > 1, то

𝐴(𝑟) ≍
(︁∫︁ 1

0
𝑡−𝑎1𝑞+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑟

1
𝑡−𝑎1𝑞+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡

)︁1/𝑞(︁∫︁ ∞

𝑟
𝑡−𝑏2𝑝

′+2𝜆𝑘,1 𝑑𝑡
)︁1/𝑝′

≍ 𝑟−𝑏2+𝑑𝑘,1/𝑝′
(︁

1 + 𝑟−𝑎2+𝑑𝑘,1/𝑞
)︁

= 𝑟−𝑏2+𝑑𝑘,1/𝑞 + 𝑟−𝑎2−𝑏2+𝑑𝑘,1(1/𝑝
′+1/𝑞).

Из конечности sup𝑟>1𝐴(𝑟) вытекает условие 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑑𝑘,1
(︁

1
𝑝′ + 1

𝑞

)︁
.

Простой анализ полученных условий приводит к (14). �

4. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 𝑓(𝑥) > 0, 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘,1 и
выполнены условия (10) теоремы 1.

Разобъем оператор (11) с ядром (12) на сумму трех линейных операторов

𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥) = 𝐽1𝑓(𝑥) + 𝐽2𝑓(𝑥) + 𝐽3𝑓(𝑥),

где

𝐽1𝑓(𝑥) =

∫︁
|𝑦|6|𝑥|/2

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦), 𝐽2𝑓(𝑥) =

∫︁
|𝑦|>2|𝑥|

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦),

𝐽3𝑓(𝑥) =

∫︁
|𝑥|/26|𝑦|62|𝑥|

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).

Оценка 𝐽1𝑓 . Так как

(
√︀
|𝑥| −

√︀
|𝑦|)2 6 |𝑥|2 + |𝑦|2 −

√︀
2|𝑥||𝑦|(1+⟨𝑥′, ·⟩)𝑢 6 (

√︀
|𝑥|+

√︀
|𝑦|)2,

то при |𝑦| 6 |𝑥|/2 из свойства 4 леммы1 Φ𝛼(𝑥, 𝑦) ≍ |𝑥|𝛼−𝑑𝑘,1 . Следовательно,

𝐽1𝑓(𝑥) ≍ |𝑥|𝛼−𝑑𝑘,1
∫︁
|𝑦|6|𝑥|/2

𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) = |𝑥|𝛼−𝑑𝑘,1𝐻𝑓(𝑥/2).

Кусочно-степенной вес обладает слабой однородностью

𝑐1(𝜆)𝑢−𝛾(𝑥) 6 𝑢−𝛾(𝜆𝑥) 6 𝑐2(𝜆)𝑢−𝛾(𝑥), 𝜆 > 0,

поэтому по теореме 2⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)𝐽1𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≍
⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)|𝑥|𝛼−𝑑𝑘,1𝐻𝑓(𝑥/2)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≍
⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)|𝑥|𝛼−𝑑𝑘,1𝐻𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

тогда и только тогда, когда

𝛽1 <
𝑑𝑘,1
𝑝′
, 𝛼− 𝛾2 <

𝑑𝑘,1
𝑞′
, 𝛾1 + 𝛽1 6 𝛼− 𝑑𝑘,1

(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
6 𝛾2 + 𝛽2.

Оценка 𝐽2𝑓 . Аналогично, при |𝑦| > 2|𝑥|, Φ𝛼(𝑥, 𝑦) ≍ |𝑦|𝛼−𝑑𝑘,1 . Следовательно,

𝐽2𝑓(𝑥) ≍
∫︁
|𝑦|>2|𝑥|

𝑓(𝑦)|𝑦|𝛼−𝑑𝑘,1 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) =

∫︁
|𝑦|>2|𝑥|

𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) = 𝐵𝑔(2𝑥),
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где 𝑔(𝑦) = 𝑓(𝑦)|𝑦|𝛼−𝑑𝑘,1 . Необходимо найти условия, когда имеет место неравенство⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)𝐵𝑔(2𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)|𝑥|𝑑𝑘,1−𝛼𝑔(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

По теореме 3 ⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)𝐵𝑔(2𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

≍
⃦⃦
𝑢−𝛾(𝑥)𝐵𝑔(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)|𝑥|𝑑𝑘,1−𝛼𝑔(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

тогда и только тогда, когда

𝛼− 𝛽2 <
𝑑𝑘,1
𝑝
, 𝛾1 <

𝑑𝑘,1
𝑞
, 𝛾1 + 𝛽1 6 𝛼− 𝑑𝑘,1

(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
6 𝛾2 + 𝛽2.

Оценка 𝐽3𝑓 . Остается показать, что при выполнении условий (10) и при 𝑝 < 𝑞 условия

𝛼 > 𝑑𝑘,1
(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
справедливо неравенство⃦⃦

𝑢−𝛾(𝑥)𝐽3𝑓(𝑥)
⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (15)

Вначале докажем неравенство⃦⃦
𝜒𝐵1(𝑥)𝑢−𝛾(𝑥)𝐽3𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (16)

Неравенство (16) эквивалентно неравенству⃦⃦
𝜒𝐵1(𝑥)𝑢−𝛾(𝑥)𝐽3(𝑢−𝛽𝑓)(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Учитывая, что при |𝑥| 6 1, 𝑢−𝛾(𝑥) ≍ |𝑥|−𝛾1 , 𝑢−𝛽(𝑥) ≍ |𝑥|−𝛽1 , запишем последнее неравенство
в виде

𝐴 :=
⃦⃦
𝜒𝐵1(𝑥)|𝑥|−𝛾1−𝛽1𝐽3𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Так как

𝑑𝑘,1

(︁1

𝑞
+

1

𝑝′

)︁
> 𝛼− 𝑑𝑘,1

(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
или 𝑑𝑘,1 > 𝛼,

то существует пара (𝛾0, 𝛽0) такая, что

𝛾0 <
𝑑𝑘,1
𝑞
, 𝛽0 <

𝑑𝑘,1
𝑝′
, 𝛾0 + 𝛽0 = 𝛼− 𝑑𝑘,1

(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
> 𝛾1 + 𝛽1.

Поэтому, применяя теорему D для пары (𝛾0, 𝛽0), получим

𝐴 6
(︁∫︁

|𝑥|61

(︁
|𝑥|−𝛾0−𝛽0

∫︁
|𝑥|/26|𝑦|62|𝑥|

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)
)︁𝑞
𝑑𝜇𝑘,1(𝑥)

)︁1/𝑞
.
(︁∫︁

R𝑑

(︁
|𝑥|−𝛾0

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)|𝑦|−𝛽0Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)
)︁𝑞
𝑑𝜇𝑘,1(𝑥)

)︁1/𝑞
.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Мы воспользовались тем, что неравенство (8) может быть записано в эквивалентной форме⃦⃦
|𝑥|−𝛾𝐼𝑘,1𝛼 (| · |−𝛽𝑓)(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

6 c1(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝, 𝑞, 𝑑, 𝑘)
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Неравенство (16) доказано.
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Докажем неравенство⃦⃦
𝜒𝐵𝑐

1
(𝑥)𝑢−𝛾(𝑥)𝐽3𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑢𝛽(𝑥)𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (17)

Оно эквивалентно неравенству⃦⃦
𝜒𝐵𝑐

1
(𝑥)𝑢−𝛾(𝑥)𝐽3(𝑢−𝛽𝑓)(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Из условия |𝑥| > 1 вытекает 𝑢−𝛾(𝑥) ≍ |𝑥|−𝛾2 , 𝑢−𝛽(𝑥) ≍ |𝑥|−𝛽2 , поэтому последнее неравенство
можно записать так

𝐴 :=
⃦⃦
𝜒𝐵𝑐

1
(𝑥)|𝑥|−𝛾2−𝛽2𝐽3𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘,1

.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Так как

𝛼− 𝑑𝑘,1
𝑞′

+ 𝛼− 𝑑𝑘,1
𝑝

< 𝛼− 𝑑𝑘,1
(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
или 𝛼 < 𝑑𝑘,1,

то существует пара (𝛾0, 𝛽0) такая, что

𝛼− 𝛾0 <
𝑑𝑘,1
𝑞′
, 𝛼− 𝛽0 <

𝑑𝑘,1
𝑝
, 𝛾0 + 𝛽0 = 𝛼− 𝑑𝑘,1

(︁1

𝑝
− 1

𝑞

)︁
6 𝛾2 + 𝛽2.

Для нее также 𝛾0 <
𝑑𝑘,1
𝑞 , 𝛽0 <

𝑑𝑘,1
𝑝′ и по теореме D для пары (𝛾0, 𝛽0)

𝐴 6
(︁∫︁

|𝑥|>1

(︁
|𝑥|−𝛾0−𝛽0

∫︁
|𝑥|/26|𝑦|62|𝑥|

𝑓(𝑦)Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)
)︁𝑞
𝑑𝜇𝑘,1(𝑥)

)︁1/𝑞
.
(︁∫︁

R𝑑

(︁
|𝑥|−𝛾0

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)|𝑦|−𝛽0Φ𝛼(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)
)︁𝑞
𝑑𝜇𝑘,1(𝑥)

)︁1/𝑞
.
⃦⃦
𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Неравенство (17) также доказано. Из (16), (17) вытекает неравенство (15). Теорема 1 полно-
стью доказана. �

5. Заключение

Для потенциалов Рисса в случаях (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье и преобра-
зования Данкля доказаны (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-неравенства типа Стейна–Вейса с радиальными кусочно-
степенными весами. Следующий шаг будет состоять в доказательстве неравенств Стейна–
Вейса для произвольных радиальных и не радиальных весов, удовлетворяющих условиям
Макенхаута. В случае (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье остается также открытым

вопрос о необходимости в неравенстве Стейна–Вейса условия 𝛼 > 𝑑𝑘,1
(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
при 𝑝 < 𝑞. Этот

вопрос открыт и для потенциала Данкля–Рисса.
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