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Аннотация

Это третья статья из серии, посвящённой сеткам Смоляка. Работа относится к ана-
литической теории чисел и в ней рассматриваются вопросы приложения теории чисел к
задачам приближенного анализа.

В работе показано, что:

1. линейный оператор 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних по сетке Смоляка при размер-
ности 𝑠 > 3 не является нормальным;

2. найдены значения некоторых тригонометрических сумм 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) сетки Смо-
ляка при размерности 𝑠 > 3.
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Abstract

This is the third article in a series dedicated to Smolyak grids. The work relates to analytical
number theory and it deals with the application of number theory to problems of approximate
analysis.

The paper shows that:

1. the linear operator 𝐴𝑞 of weighted grid averages over the Smolyak grid at dimension 𝑠 > 3
is not normal;

2. found the values of some trigonometric sums 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) of the resin grid at the
dimension 𝑠 > 3.
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1. Введение

Рассмотрим 𝑠-мерные сетки Смоляка 𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) с параметром 𝑞 > 𝑠, которые определяются
как объединение всех обобщенных равномерных сеток 𝑀(𝜈1, . . . , 𝜈𝑠) с max(𝑠, 𝑞 − 𝑠 + 1) 6
6 𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠 6 𝑞, таким образом

𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) =

{︂(︂
𝑘1
2𝜈1

, . . . ,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

)︂⃒⃒⃒⃒
0 6 𝑘1 6 2𝜈1 − 1, . . . , 0 6 𝑘𝑠 6 2𝜈𝑠 − 1,

𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 > 1, max(𝑠, 𝑞 − 𝑠+ 1) 6 𝜈1+ . . .+ 𝜈𝑠 6 𝑞

}︂
. (1)

2Acknowledgments: The reported study was funded by RFBR, project number 19-41-710005_r_a. The study
was carried out at the expense of a grant from the Government of the Tula region (contract No. DS/306 dated
11/16/2021)
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Обозначим через 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) тригонометрическую сумму сетки Смоляка, определенную
равенством:

𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
−→
𝜈 ∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑒
2𝜋𝑖

(︁
𝑚1𝑘1
2𝜈1

+...+𝑚𝑠𝑘𝑠
2𝜈𝑠

)︁
,

где 𝐶𝑠(𝑞) = {
−→
𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠) ∈ N𝑠 | 𝜈1 + . . . + 𝜈𝑠 = 𝑞, 𝜈𝑗 > 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠)}, 𝑘(𝑞, 𝑠) = min(𝑞−

−𝑠, 𝑠− 1).
Суммируя по 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠, получим

𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1

∑︁
−→
𝜈 ∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠 (𝑚𝑠), (2)

где

𝛿𝑎(𝑚) =

{︂
1, при 𝑚 ≡ 0 (mod 𝑎),
0, при 𝑚 ̸≡ 0 (mod 𝑎)

— символ Коробова. Если 𝑚 =
∏︀
𝑝 𝑝

𝜈𝑝(𝑚) — каноническое разложение на простые множители,
то 𝛿2𝜈 (𝑚) = 1 только при 𝜈 6 𝜈2(𝑚). Отсюда видно, что все значения тригонометрических
сумм сеток Смоляка целые числа.

В работе [7] доказана следующая лемма.

Лемма 1. Справедливо равенство 𝑆𝑞(
−→
0 ) = 1.

В этой же работе был поставлен вопрос: каковы истинные значения тригонометрических
сумм 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) сетки Смоляка при размерности 𝑠 > 3?

А также, связанный с ним вопрос: является ли нормальным линейный оператор 𝐴𝑞 взве-
шенных сеточных средних по сетке Смоляка при размерности 𝑠 > 3?

Цель данной статья — найти эти значения и дать отрицательный ответ на второй вопрос.

2. Тригонометрические суммы сетки Смоляка

Из равенства (2) непосредственно следует, что тригонометрическая сумма сетки Смоляка

𝑆𝑞(
−→
𝑚) равна 0, если хоть одно значение 𝑚𝑗 — нечетное число, поэтому далее будем предпола-

гать, что все координаты целого вектора
−→
𝑚 — четные числа. Пусть далее 𝑚𝜈 = 2𝑛𝜈 𝑙𝜈 , 𝑛𝜈 > 1,

(𝑙𝜈 , 2) = 1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) и 𝑁(𝑡;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) — количество решений в натуральных числах систе-
мы {︂

𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠 = 𝑡
1 6 𝜈𝑗 6 𝑛𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠).

Нетрудно видеть, что𝑁(𝑡, 𝑡−𝑠+1, . . . , 𝑡−𝑠+1) = 𝐶𝑠−1
𝑡−1 и𝑁(𝑡;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 0 при 𝑛1+. . .+𝑛𝑠 < 𝑡.

Отсюда сразу следует, что∑︁
−→
𝜈 ∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (2
𝑛1) . . . 𝛿2𝜈𝑠 (2

𝑛𝑠) = 𝑁(𝑞 − 𝑘;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠),

𝑆𝑞(2
𝑛1 𝑙1, . . . , 2

𝑛𝑠 𝑙𝑠) = 𝑆𝑞(2
𝑛1 , . . . , 2𝑛𝑠) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1𝑁(𝑞 − 𝑘;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠).

Простейший случай получаем при 𝑞 = 𝑠.
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Лемма 2. Справедливо равенство

𝑆𝑠(2
𝑛1 , . . . , 2𝑛𝑠) = 1. (3)

Доказательство. Действительно, 𝑘(𝑠, 𝑠) = min(0, 𝑠− 1) = 0 и

𝑆𝑠(2
𝑛1 , . . . , 2𝑛𝑠) = 𝑁(𝑠;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 1.

2

Так как от перестановки аргументов в сумме 𝑆𝑞(2
𝑛1 , . . . , 2𝑛𝑠) её значение не меняется, то

будем предполагать, что 𝑛1 > 𝑛2 > . . . > 𝑛𝑠 и обозначать такое значение через 𝑆
*
𝑞 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠).

Аналогично, будем писать 𝑁*(𝑡;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), предполагая, что 𝑛1 > 𝑛2 > . . . > 𝑛𝑠.

Лемма 3. Если 𝑛1 > 𝑞 − 𝑠+ 2 и 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑠 < 𝑞 − 𝑘(𝑞, 𝑠), то

𝑁*(𝑡;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑠 (𝑞 − 𝑘(𝑞, 𝑠) 6 𝑡 6 𝑞),

𝑆*
𝑞 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) =

⎧⎨⎩
0 при 𝑞 > 2𝑠− 1,

𝑛2 · . . . · 𝑛𝑠
𝑞−𝑠+1∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1 при 𝑠+ 1 6 𝑞 6 2𝑠− 2.

Доказательство. Действительно, справедливы неравенства

𝑠− 2 6 𝜈2 + . . .+ 𝜈𝑠 6 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑠 < 𝑞 − 𝑘(𝑞, 𝑠).

Поэтому для любого набора натуральных 1 6 𝜈𝑗 6 𝑛𝑗 (𝑗 = 2, . . . , 𝑠) имеем для 𝜈1 =
= 𝑡− (𝜈2 + . . .+ 𝜈𝑠) неравенства

0 6 𝑡− (𝑞 − 𝑘(𝑞, 𝑠)) < 𝜈1 6 𝑡− 𝑠+ 2.

Отсюда следует, что

𝑁*(𝑡;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑠 (𝑞 − 𝑘(𝑞, 𝑠) 6 𝑡 6 𝑞).

Следовательно, вынося общий множитель, получим

𝑆*
𝑞 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑠

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1.

Так как при 𝑞 > 2𝑠− 1 имеем 𝑘(𝑞, 𝑠) = min(𝑞 − 𝑠+ 1, 𝑠− 1) = 𝑠− 1, то

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1 =
𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1 = (1− 1)𝑠−1 = 0, 𝑆*
𝑞 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) = 0.

2

3. Оператор взвешенных сеточных средних

Рассмотрим на пространстве периодических функций 𝐸𝛼𝑠 линейный оператор 𝐴𝑞 взвешен-
ных сеточных средних по сетке Смоляка заданный равенством

𝑔(
−→
𝑥 ) = 𝐴𝑞𝑓(

−→
𝑥 ) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
−→
𝜈 ∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .
2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈1

+ 𝑥1,. . .,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

+ 𝑥𝑠

)︂
. (4)

Обозначим через 𝐴𝑞𝐶(
−→
𝑚) действие линейного оператора 𝐴𝑞 на коэффициенты Фурье функции

𝑓(
−→
𝑥 ). В работе [7] следующая лемма:
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Лемма 4. Для любой периодической функции 𝑓(
−→
𝑥 ) из пространства 𝐸𝛼𝑠 и её коэффици-

ентов Фурье 𝐶(
−→
𝑚) разложения в ряд Фурье

𝑓(
−→
𝑥 ) =

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝐶(
−→
𝑚)𝑒2𝜋𝑖(

−→
𝑚,

−→
𝑥 ) (5)

справедливо равенство

𝐴𝑞𝐶(
−→
𝑚) = 𝑆𝑞(

−→
𝑚)𝐶(

−→
𝑚) (6)

где 𝑆𝑞(
−→
𝑚) — тригонометрическая сумма сетки Смоляка.

Кроме того, справедлива тривиальная оценка для нормы образа⃦⃦⃦
𝐴𝑞𝑓(

−→
𝑥 )
⃦⃦⃦
𝐸𝛼

𝑠

6 sup
−→
𝑚∈Z𝑠

|𝑆𝑞(
−→
𝑚)|

⃦⃦⃦
𝑓(
−→
𝑥 )
⃦⃦⃦
𝐸𝛼

𝑠

. (7)

Определение 1. Линейный оператор 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних по сетке Смо-
ляка называется нормальным, если он не увеличивает норму любой функции из класса 𝐸𝛼𝑠 .

Очевидно, что необходимым и достаточным условием нормальности линейного операто-
ра 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних является ограниченность сверху единицей модуля всех

тригонометрических сумм сетки Смоляка:
⃒⃒⃒
𝑆𝑞(

−→
𝑚)
⃒⃒⃒
6 1 (

−→
𝑚 ∈ Z𝑠). Как показано в работе

[2], тригонометрические суммы двумерной сетки Смоляка принимают только три значения:
1, 0, -1. Поэтому оператор взвешенных сеточных средних для двумерных сеток Смоляка —
нормальный.

Из доказанной леммы следует, что собственными функциями линейного оператора 𝐴𝑞 взве-

шенных сеточных средних для сеток Смоляка является набор базисных функций 𝑒2𝜋𝑖(
−→
𝑚,

−→
𝑥 )

(
−→
𝑚 ∈ Z𝑠) за исключением тех гармоник, которые переходят в ноль, то есть принадлежат ядру
оператора. Собственными значениями являются соответствующие тригонометрические сумм

сеток Смоляка 𝑆𝑞(
−→
𝑚) отличные от нуля.

Таким образом, нормальные линейные операторы 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних выде-
ляются условием, что все собственные значения этих операторов не превосходят по модулю
единицу. Из леммы 3 вытекает, что при 𝑠 > 3 найдутся тригонометрические суммы сеток
Смоляка, для которых их абсолютное значение больше 1. Следовательно, при 𝑠 > 3 оператор
взвешенных сеточных по сетке Смоляка не является нормальным.

4. Заключение

В настоящей работе были даны ответы на вопросы, поставленные в работе [7].
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