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Аннотация

Анализ процессов деформирования как давно известных, так и новых полимерных,
композитных и синтетических материалов, используемых в строительных конструкций,
деталях аппаратов, машин, а также энергетических установок позволил выявить их спе-
цифические свойства. Установлено, что многие подобные материалы имеют ортотропию
структуры с одновременным проявлением деформационной анизотропией или неоднород-
ностью. Наведенная деформационная анизотропия или механическая неоднородность вы-
звана зависимостью жесткостных и прочностных характеристик от вида напряженного
состояния. В предыдущих работах авторов показано, что традиционные модели дефор-
мирования подобных материалов и их математические представления, приводят к гру-
бым ошибкам, явно проявляющимся при расчете различных конструкций. При этом тео-
рии деформирования композитных материалов с «усложненными свойствами», специаль-
но разработанные для них другими авторами в последние 40 лет, весьма противоречивы
и обладают непреодолимыми недостатками. Авторами представленной работы ранее бы-
ли разработаны нелинейные энергетические связи тензоров деформаций и напряжений,
для определения констант которых рекомендован широкий набор экспериментов. Однако
среди экспериментальных испытаний необходимо привлекать опыты по сложным напря-
женным состояниям, многие из которых в настоящее время практически нереализуемы.
Поэтому в 2021 году были постулирован квазилинейный потенциал деформаций, пред-
ставленный в главных осях ортотропии материалов. Для этого варианта оказалось доста-
точным вычисления констант по данным простейших опытов. Несмотря на несомненные
преимущества данного потенциала, все же реальные нелинейные диаграммы аппроксими-
ровались прямыми лучами по методу наименьших квадратов, а это при качественной адек-
ватности приводило к количественным погрешностям. В связи с этим в представленной
статье сделана попытка ухода от общих правил формулировки полной нелинейной потен-
циальной связи тензоров деформаций и напряжений. В этом направлении постулирована
нелинейная математическая модель связи двух тензоров второго ранга, объединяющая
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форму обобщенного закона Гука для ортотропного материала, теорию малых упругопла-
стических деформаций и методику тензорного пространства нормированных напряжений.
Данный подход позволил определять нелинейные материальные функции, ограничившись
набором традиционных простейших экспериментов. Сделано замечание о единственности
решений краевых задач, которая сводится к проверке устойчивости уравнений состояния
в малом по Друкеру. В рамках предложенной математической модели обработаны ши-
роко известные экспериментальные диаграммы для карбоно-графитового композита, для
которого получены нелинейные материальные функции.

Ключевые слова: нелинейные материальные функции, деформационная анизотропия,
структурная ортотропия, уравнения состояния, тензоры второго ранга, главные оси орто-
тропии, метод наименьших квадратов.
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Abstract

Analysis of the deformation processes of both long-known and new polymer, composite
and synthetic materials used in building structures, parts of apparatuses, machines, as well as
power plants revealed their specific properties. It is established that many similar materials
have orthotropy of the structure with simultaneous manifestation of deformation anisotropy
or heterogeneity. Induced deformation anisotropy or mechanical inhomogeneity is caused by
the dependence of stiffness and strength characteristics on the type of stress state. In previous
works of the authors, it has been shown that traditional models of deformation of such materials
and their mathematical representations lead to gross errors that are clearly manifested in the
calculation of various structures. At the same time, the theories of deformation of composite
materials with "complicated properties specially developed for them by other authors in the
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last 40 years, are very contradictory and have insurmountable disadvantages. The authors of
the presented work have previously developed nonlinear energy relations of strain and stress
tensors, for determining the constants of which a wide range of experiments is recommended.
However, among the experimental tests, it is necessary to involve experiments on complex stress
states, many of which are currently practically unrealizable. Therefore, in 2021, a quasi-linear
deformation potential was postulated, represented in the main axes of orthotropy of materials.
For this option, it turned out to be sufficient to calculate constants according to the simplest
experiments. Despite the undoubted advantages of this potential, nevertheless, real nonlinear
diagrams were approximated by direct rays using the least squares method, and this, with
qualitative adequacy, led to quantitative errors. In this regard, the presented article attempts
to avoid the general rules for the formulation of a complete nonlinear potential relationship of
strain and stress tensors. In this direction, a nonlinear mathematical model of the connection
of two second-rank tensors is postulated, combining the form of the generalized Hooke’s law
for orthotropic material, the theory of small elastic-plastic deformations and the tensor space
technique of normalized stresses. This approach allowed us to determine nonlinear material
functions, limiting ourselves to a set of traditional simplest experiments. A remark is made
about the uniqueness of solutions to boundary value problems, which boils down to checking
the stability of the equations of state in the small Drucker. Within the framework of the proposed
mathematical model, widely known experimental diagrams for a carbon-graphite composite are
processed, for which nonlinear material functions are obtained.

Keywords: nonlinear material functions, deformation anisotropy, structural orthotropy,
equations of state, second-rank tensors, main axes of orthotropy, least squares method.
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1. Введение

Уникальные здания, сооружения и детали индивидуального изготовления в настоящее
время широко распространены в современной технике и строительстве, технологии, кото-
рые непрерывно совершенствуются. Данный факт создает предпосылки к созданию наиболее
совершенных материалов, обладающих значительно большей жесткостью и прочностью при
одновременном снижении общей массы конструкций, а также - новыми уникальными свой-
ствами, отличающимися от традиционных [1 – 13]. Наиболее используемыми среди подобных
материалов являются волокнистые, хаотически наполненные наноструктурными «трубками»,
фибрами композитные материалы, плёночные объекты, пластики (углепластики, стеклопла-
стики, боропластики и др.).

Особенностями как новых, так и большинства давно известных конструкционных матери-
алов типа бетонов и железобетона [14 – 17], ковких и серых чугунов [18 – 20], фторопласта [21,
22], полиметилметакрилата [23 – 25], карбонов [3 – 5, 7, 11, 12, 14, 26, 27], является зависимость
их механических характеристик от вида напряженного состояния. Причем некоторая часть из
них обладает начальной структурной изотропией [14 – 24, 26], а другая – анизотропией [1 –
25, 27]. Отметим, что для изотропных материалов за последние 50 лет был предложен ряд
моделей уравнений состояния разной степени точности в квазилинейной и нелинейной фор-
мах, но как показано в работе [14], все они имеют отдельные недостатки и даже ошибочны.
Наиболее универсальными и свободными от модельных ограничений, как показано в исследо-
ваниях [14, 28 – 30], являются энергетически непротиворечивые уравнения связи деформаций
и напряжений, сформулированные в тензорных пространствах нормированных напряжений.
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Наряду с этим, для структурно анизотропных материалов известны отдельные и не система-
тизированные исследования в плане построения определяющих соотношений [1 – 13, 27, 31,
32].

2. Нелинейные уравнения связи тензоров второго ранга

В работах [33, 34] предприняты попытки использования нормированного пространства для
построения нелинейных моделей деформирования ортотропных материалов, чувствительных
к виду напряженного состояния, разного уровня нелинейности, по всем правилам постулиро-
вания формы удельной энергии деформаций и дополнительной работы напряжений [35, 36].
Как показано [14, 33, 34], в уравнениях высокой точности (нелинейности), даже в отдельных
квазилинейных формах потенциалов, для определения всех констант, требуется комплекс ис-
пытаний, включающий сложные напряженно-деформированные состояния. При этом требует-
ся привлечение широкого набора испытаний на плоские напряженные состояния (двухосные),
пространственные (трехосные) эксперименты в главных плоскостях ортотропии, включающие
как растяжения, так и сжатия. Однако это не самое сложное. Гораздо сложнее выполнить ис-
пытания на совместные сдвиг в двух - трех главных материальных плоскостях ортотропии.
Проведение подобных испытаний даже при современном уровне развития экспериментальной
базы не реализуемо. Во всяком случае, в научной литературе сведения о проведении подобных
опытов отсутствуют.

В работе [37] в рамках тензорного пространства нормированных напряжений были сфор-
мулированы потенциалы деформаций для ортотропных материалов, обладающих деформа-
ционной анизотропией квазилинейного уровня. Там же разработана методика определения
констант потенциалов через экспериментально определенные технические характеристики и
установлены ограничения, вытекающие из доказательства теоремы единственности. Очевид-
но, что дальнейшего совершенствования расчетных моделей конструкций из композитных ма-
териалов невозможно добиться без перехода от квазилинейных уравнений состояния к нели-
нейным, наиболее точно, связывающих тензоры деформаций и напряжений для структур с
двойной анизотропией и минимально отличающихся от экспериментальных связей. Однако од-
ного желания и постановки проблемы весьма недостаточно, ведь сложности эксперименталь-
ного определения технических констант никуда не исчезают. Поэтому первоначально предла-
гается постулировать нелинейные уравнения связи между двумя тензорами второго ранга для
композитных ортотропных материалов с несовершенной упругостью в гибридной форме, близ-
кой к обобщенному закону Гука с модификацией по типу теории малых упругопластических
деформаций, но с учетом зависимости жесткостей от вида напряженного состояния.

Предлагаемая модель должна быть универсальной для любого вида напряженного состо-
яния. Кроме того необходимо установить взаимно-однозначные зависимости между дефор-
мациями и напряжениями с обоснованием системы простейших экспериментов, достаточных
для определения нелинейных материальных функций, которые вводятся в уравнения состоя-
ния и учитывают механические свойства структурно ортотропного материала, обладающего
деформационной анизотропией.

Нелинейные уравнения связи деформаций и напряжений для ортотропного материала ре-
комендуется сформулировать в виде:

e11= [A1111 (𝜎i)+B1111 (𝜎i)𝛼11 ]𝜎11+ [A1122 (𝜎i)+B1122 (𝜎i) (𝛼11+𝛼22 )]𝜎22+

+ [A1133 (𝜎i)+B1133 (𝜎i) (𝛼11+𝛼33 )]𝜎33 ;

e22= [A1122 (𝜎i)+B1122 (𝜎i) (𝛼11+𝛼22 )]𝜎11+ [A2222 (𝜎i)+B2222 (𝜎i)𝛼22 ]𝜎22+

+ [A2233 (𝜎i)+B2233 (𝜎i) (𝛼22+𝛼33 )]𝜎33 ;
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e33= [A1133 (𝜎i)+B1133 (𝜎i) (𝛼11+𝛼33 )]𝜎11+

+ [A2233 (𝜎i)+B2233 (𝜎i) (𝛼22+𝛼33 )]𝜎22+ (1)

+ [A3333 (𝜎i)+B3333 (𝜎i)𝛼33 ]𝜎33 ;

𝛾12= C 1212 (𝜎i) 𝜏12 ; 𝛾23= C 2323 (𝜎i) 𝜏23 ; 𝛾13= C 1313 (𝜎i) 𝜏13 ,

где Aijkm (𝜎i), Bijkm (𝜎i) и Cijkm (𝜎i) – материальные нелинейные функции от интенсивно-
сти напряжений, определяемые характеристиками деформирования ортотропного материала;
𝛼ij= 𝜎ij /S – компоненты нормированных напряжений (i, j = 1, 2, 3);

𝜎i=
√︁
[ (𝜎11−𝜎22)2+(𝜎22−𝜎33)2+(𝜎33−𝜎11)2+6(𝜏212+𝜏

2
13+𝜏

2
32)]/2 – интенсивность напряжений;

S=
√
𝜎ij𝜎ij=

√︁
𝜎211+𝜎

2
22+𝜎

2
33+2

(︀
𝜏212+𝜏

2
23+𝜏

2
31

)︀
– модуль вектора полного напряжения (норма

тензорного пространства напряжений).

3. Определение материальных функций модели и их ограниче-
ния

Нелинейные материальные функции уравнений состояния (1) представим степенными по-
линомами, аппроксимирующими экспериментально полученные диаграммы деформирования
конкретного материала, полученные при испытании на одноосные растяжение и сжатие вдоль
главных осей ортотропии и на сдвиги во всех трех главных материальных плоскостях. Ма-
тематическая обработка эмпирических результатов осуществлялась в программном модуле
Microcal Origin Pro 8.0 (Microcal Software Inc.). Согласно методикам вычисления констант
определяющих соотношений, рассмотренных в работах [33, 34], для нелинейно ортотропных
материалов, обладающих деформационной анизотропией, материальные функции должны
определяться следующей совокупностью характеристик, устанавливаемых из экспериментов:

Akkkk (𝜎i)=0, 5
[︀
1/E+

k (𝜎i)+1/E−
k (𝜎i)

]︀
;

Bkkkk (𝜎i)=0, 5
[︀
1/E+

k (𝜎i)−1/E−
k (𝜎i)

]︀
;

Akkmm (𝜎i)= −0, 5
[︀
𝜈+km (𝜎i) /E

+
m (𝜎i)+𝜈

−
km (𝜎i) /E

−
m (𝜎i)

]︀
; (2)

Bkkmm (𝜎i)= −0, 5
[︀
𝜈+km (𝜎i) /E

+
m (𝜎i)−𝜈−km (𝜎i) /E

−
m (𝜎i)

]︀
;

Ckmkm (𝜎i)=1/Gkm (𝜎i) ; k ,m =1, 2, 3,

где E±
k (𝜎i)= a±

k +m±
k 𝜎i+n±

k 𝜎
2
i ; 𝜈

±
km (𝜎i)= 𝜆±km+𝛽±km𝜎i+𝜇

±
km𝜎

2
i ;

Gkm (𝜎i)= gkm+pkm𝜎i+qkm𝜎
2
i ; E

±
k (𝜎i), 𝜈

±
km (𝜎i), Gkm (𝜎i) – нелинейные функции от интенсив-

ности напряжений, представляющие собой аналоги модулей упругости, коэффициентов попе-
речной деформации и модулей сдвига ортотропного материала в соответствующих направ-
лениях главных материальных осей и плоскостей (знак «+» соответствует характеристикам,
полученным из опытов на осевое растяжение, а знак «–» – на осевое сжатие); 0±

k , m
±
k , n

±
k ,

𝜆±km , 𝛽
±
km , 𝜇

±
km , gkm , pkm , qkm – коэффициенты степенных полиномов, получаемые в результате

аппроксимации (методом наименьших квадратов) экспериментальных данных по деформиро-
ванию материалов.

При определении материальных функций необходимо придерживаться приближенных
ограничений, традиционных для механики ортотропных материалов [35]:

𝜈+km(𝜎i)/E
+
m(𝜎i) = 𝜈+mk(𝜎i)/E

+
k (𝜎i); 𝜈

−
km(𝜎i)/E

−
m(𝜎i) = 𝜈−mk(𝜎i)/E

−
k (𝜎i). (3)

В качестве конкретного материала, обладающего анизотропией двоякого рода, рассмот-
рен процесс пропорционального деформирования композита «углеродное волокно-углерод
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AVCOMod 3a», экспериментальные данные для которого заимствованы из работ [11, 27]. В
этих работах приведены результаты экспериментального деформирования на одноосные рас-
тяжение и сжатие в направлениях вдоль главных осей ортотропии и на чистый сдвиг в трех
взаимно ортогональных главных материальных плоскостях. Результаты математической об-
работки экспериментальных данных по деформированию композита AVCOMod 3a приведены
в табл. 1, а сами экспериментальные диаграммы и их математические представления согласно
модели (1) представлены на рис. 1 – 4.

Таблица 1: Константы композитного материала AVCOMod 3a [11, 27]

Вид испытания
образца

Технический
параметр

Константы полиномов материальных функ-
ций

Одноосное
растяжение
вдоль главных
осей ортотропии

E+
k (𝜎i), Па

a+
1 =1,058·1010 m+

1 =62,829 n+
1 =1,535·10−6

a+
2 =2,864·1010 m+

2 =–105,476 n+
2 =5,893·10−7

a+
3 =2,301·1010 m+

3 =88,349 n+
3 =3,711·10−6

𝜈+km (𝜎i)

𝜆+12=0,158 𝛽+12=–3,1·10−9 𝜇+12=2,19·10−17

𝜆+21=0,103 𝛽+21=–1,79·10−9 𝜇+21=9,1·10−18

𝜆+13=0,203 𝛽+13=2,15·10−9 𝜇+13=6,15·10−17

𝜆+23=0,104 𝛽+23=0,87·10−10 𝜇+23=6,74·10−17

𝜆+31=0,146 𝛽+31=–0,15·10−10 𝜇+31=6,97·10−17

𝜆+32=0,1884 𝛽+32=–1,153·10−2 𝜇+32=1,914·10−4

Одноосное
сжатие вдоль
главных осей
ортотропии

E−
k (𝜎i), Па

a−
1 =9,988·109 m−

1 =–12,943 n−
1 =6,71·10−7

a−
2 =2,326·1010 m−

2 =–436,81 n−
2 =–6,08·10−7

a−
3 =5,14·109 m−

3 =–129,15 n−
3 =–78,3·10−6

𝜈−km (𝜎i)

𝜆−12=0,118 𝛽−12=–1,457·10−9 𝜇−12=2,14·10−17

𝜆−21=0,06 𝛽−21=1,77·10−9 𝜇−21=2,95·10−17

𝜆−13=0,264 𝛽−13=–1,118·10−9 𝜇−13=3,01·10−17

𝜆−23=0,189 𝛽−23=2,156·10−9 𝜇−23=2,1·10−17

𝜆−31=0,134 𝛽−31=–0,46·10−10 𝜇−31=5,82·10−17

𝜆−32=0,07793 𝛽−32=–0,465·10−2 𝜇−32=9,0167·10−5

Сдвиг в главных
плоскостях
ортотропии

Gkm (𝜎i), Па
g12=4,07·109 p12=–1,6 q12=–8,38·10−6

g23=1,723·109 p23=16,899 q23=–1,1·10−5

g31=2,43·109 p31=–54,455 q31=–1,97·10−5

В работе [37] была доказана теорема существования и единственности решений для квази-
линейного потенциала деформаций, определяющего приближенные связи тензоров деформа-
ций и напряжений для композитных ортотропных материалов, обладающих деформационной
анизотропией. Там же и в работах [14, 33, 34, 38] показано, что доказательство этой теоремы
для любых определяющих соотношений сводится к проверке постулата Друкера

𝛿e ij 𝛿𝜎ij > 0 , (4)

в рамках, которого определяются ограничения, накладываемые на материальные функции.
Эти ограничения в данном нелинейном варианте модели (1) также как для квазилинейного
потенциала [37] определены положительной определенностью квадратичной формы по крите-
рию Сильвестра.



230 А. А. Трещев, А. Е. Гвоздев , Н. С. Ющенко, А. А. Калинин

а) б)

Рис. 1: Диаграммы деформирования вдоль оси х1: а) растяжение; б) сжатие; 1 – продольная
деформация 𝜀11; 2, 3 – поперечные деформации 𝜀22 и 𝜀33; ∘ – экспериментальные данные;——–
– нелинейные аппроксимации

а) б)

Рис. 2: Диаграммы деформирования вдоль оси х2: а) растяжение; б) сжатие; 1, 3 – поперечные
деформации 𝜀11 и 𝜀33; 2 – продольная деформация 𝜀22;∘ – экспериментальные данные; ——–
– нелинейные аппроксимации

Для принятых нелинейных уравнений состояния (1) компоненты полной матрицы Силь-
вестра принимают вид:

D11=
𝜕e11
𝜕𝜎11

;D12=
𝜕e11
𝜕𝜎22

;D13=
𝜕e11
𝜕𝜎33

;D14=
𝜕e11
𝜕𝜏13

;D15=
𝜕e11
𝜕𝜏23

;D16=
𝜕e11
𝜕𝜏12

;

D22=
𝜕e22
𝜕𝜎22

;D23=
𝜕e22
𝜕𝜎33

;D24=
𝜕e22
𝜕𝜏13

;D25=
𝜕e22
𝜕𝜏23

;D26=
𝜕e22
𝜕𝜏12

;D33=
𝜕e33
𝜕𝜎33

;

D34=
𝜕e33
𝜕𝜏13

;D35=
𝜕e33
𝜕𝜏23

;D36=
𝜕e33
𝜕𝜏12

;D44=
𝜕𝛾13
𝜕𝜏13

;D45=
𝜕𝛾13
𝜕𝜏23

;D46=
𝜕𝛾13
𝜕𝜏12

;
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D55=
𝜕𝛾23
𝜕𝜏23

;D56=
𝜕𝛾23
𝜕𝜏12

;D66=
𝜕𝛾12
𝜕𝜏12

;Dij= D ji . (5)

Установлено, что константы материальных функций для композита AVCOMod 3a [11, 27],
приведенные в табл. 1 с учетом квадратичных форм (5) удовлетворяют критерию Сильвестра,
вытекающего из требований постулата Друкера [14, 33, 34, 38].

а)

б)

Рис. 3: Диаграммы деформирования вдоль оси х3: а) растяжение; б) сжатие; 1, 2 – поперечная
деформация 𝜀11 и 𝜀22; 3 – продольная деформация 𝜀33; ∘ – экспериментальные данные; ——–
– нелинейные аппроксимации

а) б) в)

Рис. 4: Диаграммы деформирования на чистый сдвиг в главных плоскостях ортотропии: а) в
плоскости х1х2; б) в плоскости х2х3; в) в плоскости х1х3; ∘ – экспериментальные данные;——–
– нелинейные аппроксимации

4. Подтверждение адекватности введенных уравнений состояния
экспериментальным данным

На рис. 1 – 4 подтверждена адекватность постулированных уравнений состояния (1) экспери-
ментально установленным диаграммам при растяжениях, сжатиях в главных осях ортотропии
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и сдвигов в соответствующих плоскостях для эталонных образцов композита AVCOMod 3a [11,
27]. При этом отметим, что нелинейная модель (1) имеет ряд преимуществ по сравнению с из-
вестными уравнениями, сформулированными другими авторами, такими как С.А.Амбарцумян
[31], C.W.Bert – L.N.Reddy [2, 27], R.M.Jones – D.A.R.Nelson [3 – 5, 11, 12] и А.А.Золочевский
[13] применительно к расчетам, особенно, пространственных конструкций, выполненных из
ортотропного композита AVCOMod 3a [11, 27]. В частности, модель (1) свободна от физиче-
ски неоправданных ограничений, накладываемых на коэффициенты материальных функций,
отсутствие кусочности уравнений состояния. Кроме того, погрешность теоретических аппрок-
симаций (1) эталонных экспериментальных диаграмм по сравнению с другими теориями [2 –
5, 11 – 13, 27], судя по рис. 1 – 4, минимальна, а при поворотах системы координат обладает
более высокой точностью.

5. Заключение

Предложенная нелинейная математическая модель связи двух тензоров второго ранга, опре-
деляющая деформированное и напряженное состояния ортотропного композитного материала
марки AVCOMod 3a [11, 27] позволяет максимально точно предсказывать поведение подоб-
ных структур. Для идентификации модели разработана классическая методика определения
материальных функций путем обработки экспериментальных диаграмм с использованием про-
цедуры наименьших квадратов. В качестве эталонных диаграмм рекомендуется использовать
данные опытов по одноосному растяжению, одноосному сжатию по направлениям главных
материальных осей ортотропного композита и на сдвиг в трех взаимно ортогональных плос-
костях. Подтверждена энергетическая непротиворечивость нелинейных уравнений состояния
с учетом определенных констант материальных полиномов для ортотропного композита [11,
27], которая устанавливается постулатом Друкера. Хотя предложенная модель является упро-
щенной, но она обладает большей точностью, по сравнению с математически строгими квази-
линейными уравнениями и может быть рекомендована для применения в расчетах простран-
ственных конструкций по деформациям и прочности.
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