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Аннотация

Получена асимптотическая формула для количества простых чисел 𝑝6𝑥1, 𝑝2 6 𝑥2 та-
ких, что 𝑝1(𝑝2 + 𝑎) ≡ 𝑙 (mod 𝑞), (𝑎𝑙, 𝑞) = 1, при 𝑞 6 𝑥æ0 , 𝑥1 > 𝑥1−𝛼, 𝑥2 > 𝑥𝛼,

æ0 =
1

2, 5 + 𝜃 + 𝜀
, 𝛼 ∈

[︂
(𝜃 + 𝜀)

ln 𝑞

ln𝑥
, 1− 2, 5

ln 𝑞

ln𝑥

]︂
,

где 𝜃 = 1/2, если 𝑞 — свободное от кубов, 𝜃 = 5/6 в противном случае, являющимся
уточнением и обобщением известной формулы А.А.Карацубы.
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теров с простыми числами
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Abstract

We obtain an asymptotic formula for the number of primes 𝑝 ≤ 𝑥1, 𝑝 ≤ 𝑥2 such that
𝑝1(𝑝2 + 𝑎) ≡ 𝑙 (mod 𝑞) with 𝑞 ≤ 𝑥æ0 , 𝑥1 ≥ 𝑥1−𝛼, 𝑥2 ≥ 𝑥𝛼,

æ0 =
1

2.5 + 𝜃 + 𝜀
, 𝛼 ∈

[︂
(𝜃 + 𝜀)

ln 𝑞

ln𝑥
, 1− 2.5

ln 𝑞

ln𝑥

]︂
,

where 𝜃 = 1/2, if 𝑞 is a cube free and 𝜃 = 5
6 otherwise. This is the refinement and generalization

of the well-known formula of A.A.Karatsuba.
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1. Введение и вспомогательные утвурждения

Для характера Дирихле 𝜒 по модулю 𝑞 функция Чебышёва определяется равенством

𝜓(𝑦, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛),

где Λ(𝑛) — функция Мангольдта. Далее будем пользоваться следующими обозначениями:
𝜙(𝑞) — функция Эйлера, 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса, L = ln 𝑞.

Известно, что в предположении справедливости расширенной гипотезы Римана имеют ме-
сто оценки

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁
𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)| ≪ 𝑥+ 𝑥
1
2 𝑞(ln𝑥𝑞)2, (1)

𝑇 (𝑥;𝑄) =
∑︁
𝑞6𝑄

𝑞

𝜙(𝑞)

∑︁*

𝜒

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)| ≪ 𝑥
1
2𝑄2(ln𝑥𝑄)2, (2)

где * означает, что суммирование ведется по всем примитивным характерам по модулю 𝑞. При
решении ряда задач теории простых чисел достаточно, чтобы для 𝑇 (𝑥;𝑄) и 𝑡(𝑥; 𝑞) имелись
оценки, близкие к оценкам (1) и (2).

А.А. Карацуба [1, 2] создал метод решения тернарных мультипликативных задач, с помо-
щью которого оценил самый простой случай величины 𝑡(𝑥; 𝑞) и решил задачу о распределении
чисел вида 𝑝1(𝑝2+𝑎) в арифметических прогрессиях с растущей разностью в следующей фор-
мулировке.

Теорема 1. Пусть 𝜀 ∈
(︀
0, 14
]︀
; 𝑥 > 𝑥0(𝜀) — достаточно большое положительное число;

𝑞 — простое число, 𝑞 6 𝑥æ0, æ0 = 1/(4, 6+ 𝜀); (𝑎, 𝑞) = 1, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝛼 — произвольное число из
интервала [︂(︂

1

2
+ 𝜀

)︂
L

ln𝑥
, 1− 4, 1

L

ln𝑥

]︂
;

𝑥1 > 𝑥1−𝛼, 𝑥2 > 𝑥𝛼; 𝑝1, 𝑝2 — простые числа; 𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) — количество чисел 𝑝6𝑥1, 𝑝2 6 𝑥2
таких, что 𝑝1(𝑝2 + 𝑎) ≡ 𝑙 (mod 𝑞), 𝛿 > 0 — сколь угодно малое число. Тогда имеет место
асимптотическая формула

𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
𝜋(𝑥1)𝜋(𝑥2)

𝜙(𝑞)
+𝑂

(︂
(𝑥1𝑥2)

1+𝛿 𝑞−1− 𝜀2

1024

)︂
,

где константа в 𝑂 зависит только от 𝜀.
А.А. Карацуба [1] в этой работе отметил, что
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� совершенно так же исследуется вопрос о распределении в арифметических прогресси-
ях чисел вида (𝑝𝑛1 + 𝑎)𝑓(𝑝2), где 𝑝1 и 𝑝2 — простые числа, 𝑓 — многочлен с целыми
коэффициентами;

� этим же методом можно решать задачи о распределении простых чисел в арифметиче-
ских прогрессиях «в среднем» и другие задачи.

М.М. Петечук [3] применяя метод решения тернарных мультипликативных задач А.А. Ка-
рацубы, и используя оценки коротких сумм характеров, полученные В.Н. Чубариковым [4]
доказал асимптотическую формулу для суммы

𝑆 =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑛≡𝑙 (mod 𝑞)

𝜏𝑘(𝑛)

где 𝑞 = 𝑝𝑚, 𝑝 — фиксированное простое число, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝑞 6 𝑥
3
8
+𝜀. Затем А.А. Карацуба и

М.М. Петечук получили асимптотическую формулу для суммы 𝑆 в случае, когда 𝑞 — простое,
и 𝑞 6 𝑥

4
𝑘
−𝜀, 𝑘 > 𝑘0 > 7 (1979 г., доклад на семинаре аналитической теории чисел в МГУ).

Применение оценок коротких сумм характеров по модулю, свободному от кубических делите-
лей, позволило Иванцу и Фридлендеру [5] перенести этот результат на случай бескубических
модулей.

В 1989 г. автор [6], опираясь на метод А.А. Карацубы, элементарно доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6 𝑞

1
2 + 𝑥

1
2 𝑞)𝑥𝜀.

Этим же методом Пан Чен Донг и Пан Чен Бьяо [7] показали, что

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6𝑄+ 𝑥

1
2𝑄2)(ln𝑥𝑄)4.

Следствием этой оценки является теорема о распределении простых чисел в арифметических
прогрессиях в «среднем», на возможность получения которой было указано в [1].

Г.Монтгомери [8], пользуюсь своей плотностной теоремой о нулях 𝐿-рядов Дирихле, дока-
зательство которой опирается на метод большого решета, показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
7 𝑞

5
7 + 𝑥

1
2 𝑞)(ln𝑥𝑞)16,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥𝑄
2
3 + 𝑥

1
2𝑄2)(ln𝑥𝑄)11.

Этот результат уточнил Р.Вон [9]. Он, с помощью метода большого решета и специального
представления логарифмической производной 𝐿-функции, доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥(ln𝑥𝑞)3 + 𝑥
3
4 𝑞

5
8 (ln𝑥𝑞)

23
8 + 𝑥

1
2 𝑞(ln𝑥𝑞)

7
2 , (3)

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥(ln𝑥𝑄)3 + 𝑥
3
4𝑄

5
4 (ln𝑥𝑄)

23
8 + 𝑥

1
2𝑄2(ln𝑥𝑄)

7
2 . (4)

Автор [10, 11, 12, 13, 14], воспользовавшись методом решения тернарных мультипликатив-
ных задач А.А. Карацубы в сочетании с новым аналитическим вариантом метода И.М. Ви-
ноградова оценок тригонометрических сумм с простыми числами, методом работы Н.М. Ти-
мофеева [15], в которой он исследует распределение арифметических функций в коротких
интервалах в среднем по прогрессиям, с последующим применением теоремы Г. Монтгоме-
ри [8] о четвёртом моменте 𝐿-рядов Дирихле, доказал,что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥(ln𝑥𝑞)3 + 𝑥
4
5 𝑞

1
2 (ln𝑥𝑞)34 + 𝑥

1
2 𝑞(ln𝑥𝑞)34, (5)

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥(ln𝑥𝑄)3 + 𝑥
4
5𝑄(ln𝑥𝑄)34 + 𝑥

1
2𝑄2(ln𝑥𝑄)𝑐, (6)
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где 𝑐 = 34, если 𝑄 6 𝑥
5
3 (ln𝑥)−

5
3 , 𝑐 = 7

2 , если 𝑄 > 𝑥
5
6 (ln𝑥)−

5
6 .

Заметим, что оценки (5) и (6) точнее чем (3) и (4) соответственно при

𝑥
2
5 (ln𝑥)

1
5 < 𝑞 6 𝑥

2
3 (ln𝑥)−

5
3 , 𝑥

1
5 < 𝑄 6 𝑥

1
3 ,

а для остальных 𝑞 и 𝑄 они совпадают с точностью конечных степеней ln𝑥𝑞 и ln𝑥𝑄.
Оценку (5) сформулируем в следующем виде, которым далее будем пользоваться при до-

казательстве теоремы 2. Имеем

Лемма 1. При 𝑥 > 2 и 𝑞 > 1 имеет место оценка

∑︁
𝜒 mod 𝑞

max
𝑦≤𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑦

𝜒(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝑥L 2

𝑞 + 𝑥
4
5 𝑞

1
2 L 33

𝑞 + 𝑥
1
2 𝑞L 33

𝑞 .

Из оценки (6) следует теорема Бомбьери-Виноградова о распределении простых чисел в
арифметических прогрессиях «в среднем» в следующей формулировке, которой также будем
пользоваться при доказательстве теоремы 2.

Лемма 2. Пусть 𝐴 произвольное положительное число, тогда справедлива оценка∑︁
𝑞6

√
𝑥(ln𝑥)−𝐴−3,5

max
𝑦6𝑥

max
(𝑙,𝑞)=1

⃒⃒⃒⃒
𝜋(𝑥; 𝑞, 𝑙)− Li(𝑥)

𝜙(𝑞)

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑥

(ln𝑥)𝐴+1
.

А.А. Карацуба решил задачу о распределении чисел вида 𝑝1(𝑝2 + 𝑎) в арифметических
прогрессиях с растущей разностью, существенно опираясь на свою оценку суммы значений
неглавного характера по модулю 𝑞 в последовательности сдвинутых простых чисел.

Задачу о распределении значений неглавного характера на последовательностях сдвину-
тых простых чисел впервые изучил И.М. Виноградов [16]. Он, воспользовавшись своим мето-
дом оценок тригонометрических сумм с простыми числами, в 1938 г. доказал: если 𝑞 — простое
нечётное, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝜒(𝑎) – неглавный характер по модулю 𝑞, тогда

𝑇 (𝜒, 𝑥) =
∑︁
𝑝6𝑥

𝜒(𝑝+ 𝑎) ≪ 𝑥1+𝜀

√︃
1

𝑞
+

𝑞
3
√
𝑥
.

В 1943 г. И.М. Виноградов [17] уточнил эту оценку, доказав, что

|𝑇 (𝜒, 𝑥)| ≪ 𝑥1+𝜀
(︂√︂

1

𝑞
+
𝑞

𝑥
+ 𝑥−

1
6

)︂
. (7)

При 𝑥≫ 𝑞1+𝜀 эта оценка нетривиальна, и из неё следует асимптотическая формула для числа
квадратичных вычетов (невычетов) mod𝑞 вида 𝑝+𝑎, 𝑝 6 𝑥. М.Ютила [18], воспользовавшись
оценкой (7), показал, что если 𝑞 – нечётное простое число, то

𝐺(𝑞, 𝑙) ≪ 𝑞
11
8
+𝜀,

где 𝐺(𝑞, 𝑙) — наименьшее Гольдбахово число в арифметической прогрессии с разностью 𝑞 и
начальным членом 𝑙. Гольдбаховым числом называют число, представимое в виде суммы двух
нечётных простых чисел.

Затем И.М. Виноградов получил нетривиальную оценку 𝑇1(𝜒, 𝑥) при 𝑥 > 𝑞0,75+𝜀, где 𝑞 —
простое число [19, 20]. Этот результат был неожиданным. Дело в том, что 𝑇1(𝜒, 𝑥) можно
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записать в виде суммы по нулям соответствующей 𝐿-функции Дирихле, тогда, в предположе-
нии справедливости расширенной гипотезы Римана для 𝑇1(𝜒 < 𝑥), получится нетривиальная
оценка, но только при 𝑥 > 𝑞1+𝜀.

Казалось, что получилось то, чего не может быть. Ю.В. Линник [21] в 1971 г. писал по
этому поводу: «Весьма важны исследования И.М. Виноградова в области асимптотики ха-
рактеров Дирихле. Уже в 1952 г. была получена оценка суммы характеров Дирихле от сдви-
нутых простых чисел 𝑇1(𝜒), которая давала степенное понижение по сравнению с 𝑥 уже при
𝑥 > 𝑞0,75+𝜀. Эта оценка имеет принципиальное значение, так как по глубине превосходит
то, что даёт непосредственное применение расширений гипотезы Римана, и, по-видимому,
в этом направлении является истиной более глубокой, чем указанная гипотеза (если гипо-
теза верна). Недавно эту оценку удалось улучшить А.А. Карацубе.»

А.А. Карацуба [2, 22, 23] в 1968 году разработал метод, который позволил ему получить
нетривиальную оценку коротких сумм характеров в конечных полях фиксированной степени.
В 1970 году с помощью развития этого метода в соединении с методом И.М. Виноградова
он [2, 24, 25] доказал следующее утверждение: если 𝑞 — простое, 𝜒(𝑎) – неглавный характер

по модулю 𝑞, 𝑥 > 𝑞
1
2
+𝜀, тогда

𝑇 (𝜒, 𝑥) ≪ 𝑥𝑞−
𝜀2

1024 , (8)

А.А. Карацуба применил эти оценки для нахождения асимптотических формул для количе-
ства квадратичных вычетов и невычетов вида 𝑝 + 𝑎 и количества произведений сдвинутых
простых чисел вида 𝑝1(𝑝2 + 𝑎) в арифметической прогрессии с растущей разностью [1, 2].

Автор обобщил оценку (7) на случай составного модуля и доказал следующее утверждение
[26, 27, 28]: пусть 𝐷 — достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный характер по
модулю 𝐷, 𝜒𝑞 – примитивный характер, порождённый характером 𝜒, 𝑞1 — произведение
простых чисел, делящих 𝐷, но не делящих число 𝑞, тогда

𝑇 (𝜒, 𝑥) ≪ 𝑥 ln4 𝑥

(︂√︂
1

𝑞
+
𝑞

𝑥
𝜏2(𝑞1) + 𝑥−

1
6 𝜏(𝑞1)

)︂
𝜏(𝑞). (9)

Применяя эту оценку, он [26, 29] также доказал, для достаточно большого нечётного нату-
рального числа 𝐷 имеет место оценка

𝐺(𝐷, 𝐼) ≪ 𝐷𝑐+𝜀, (10)

где 𝜀 — положительное, сколь угодно малое постоянное число, 𝑐 — нижняя грань чисел 𝑎
таких, что для некоторой постоянной 𝐴 > 2,∑︁

𝜒 mod 𝐷

𝑁(𝛼, 𝑇, 𝜒) ≪ (𝐷𝑇 )2𝑎(1−𝛼) (ln𝐷𝑇 )𝐴 .

Из «плотностной» теоремы Хаксли [30] следует, что при 𝐴 = 14 в последней формуле 𝑐 6 6
5 .

В 2010 году Дж.Б. Фридландер, К. Гонг, И.Е. Шпарлинский [31] для составного 𝑞 пока-
зали, что нетривиальная оценка суммы 𝑇 (𝜒𝑞, 𝑥) существует, когда 𝑥 — длина суммы — по
порядку меньше 𝑞. Они доказали следующее: для примитивного характера 𝜒𝑞 и всякого 𝜀 > 0

существует 𝛿 > 0, что для всех 𝑥 > 𝑞
8
9
+𝜀 имеет место оценка

𝑇 (𝜒𝑞, 𝑥) ≪ 𝑥𝑞−𝛿. (11)

Автор [32, 33, 34] в 2013 году доказал, что если 𝑞 — достаточно большое натуральное
число, 𝜒𝑞 — примитивный характер по модулю 𝑞, 𝜀 > 0 — сколь угодно малое постоянное

число, 𝑥 > 𝑞
5
6
+𝜀, тогда

𝑇 (𝜒𝑞, 𝑥) ≪ 𝑥 exp
(︁
−
√

L
)︁
.
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В 2021 г. Bryce Kerr в [35] доказал оценку (11), при 𝑥 > 𝑞
3
4
+𝑜(1).

Как уже выше было отмечено, нетривиальные оценки суммы 𝑇 (𝜒, 𝑥), 𝜒— неглавный харак-
тер по модулю 𝑞, 𝑞 — простое число, были приложены в задачах о распределении произведений
сдвинутых простых чисел и о наименьшей гольдбаховых числах в коротких арифметических
прогрессиях. При решении этих задач для составного модуля 𝑞, наряду с нетривиальными
оценками суммы 𝑇 (𝜒, 𝑥), для примитивных характеров, нужны такие же оценки и для произ-
водных характеров.

Поэтому естественно рассматривать задачу о нетривиальной оценке сумм 𝑇 (𝜒, 𝑥), где 𝜒 —
неглавный характер по составному модулю 𝑞, не только для длинных сумм (оценка (9)),
то есть, когда длинна суммы по порядку больше модуля характера 𝜒, но и для коротких
сумм, когда 𝑥 — длина суммы — по порядку меньше 𝑞. Автором были получены следующие
нетривиальные оценки.

Лемма 3. [36, 37]. Пусть 𝑞 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный
характер по модулю 𝑞, 𝜒𝑑 – примитивный характер по модулю 𝑑, порождённый характером
𝜒, 𝑑 – свободное от кубов, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝜀 > 0 – сколь угодно малое постоянное число, тогда при

𝑥 > 𝑞
1
2
+𝜀, имеем

𝑇 (𝜒, 𝑥) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
L
)︁
,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀.

Лемма 4. [38]. Пусть 𝑞 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный ха-
рактер по модулю 𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝜀 > 0 – сколь угодно малое постоянное число, тогда при

𝑥 > 𝑞
5
6
+𝜀, имеем

𝑇 (𝜒, 𝑥) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
L
)︁
,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀.

А.А. Карацуба в своей работе [1] также отметил, что в теореме 1 верхняя граница для 𝑞,
в случае, когда 𝑞 — простое число, может быть значительно увеличена, но не более, чем до
𝑥æ1 , то есть величина

æ0 =
1

4, 6 + 𝜀

может быть заменена на величину

æ1 =
1

2, 5 + 𝜀
,

которая является следствием условной оценки (1).

В этой работе автору удалось, воспользовавшись новой оценкой для средних значений
функций Чебышёва по всем характерам Дирихле заданного модуля (лемма 1), и нетриви-
альными оценками коротких сумм значений неглавного характера по модулю 𝑞 в последо-
вательности сдвинутых простых чисел (леммы 3 и 4), доказать теорему А.А. Карацубы о
распределении чисел вида 𝑝1(𝑝2 + 𝑎) в арифметических прогрессиях с растущей разностью
при

æ0 =
1

2, 5 + 𝜃 + 𝜀
, 𝜃 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2
, 𝑞 — число свободное от кубов;

5

6
, в противном случае.

(12)
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Теорема 2. Пусть 𝜀 > 0 — сколь угодно малое число, 𝑥 > 𝑥0(𝜀) — достаточно большое
положительное число; 𝑞 — натуральное число, 𝑞 6 𝑥æ0 , æ0 определяется соотношением (12),

𝛼 ∈
[︂
(𝜃 + 𝜀)

ln 𝑞

ln𝑥
, 1− 2, 5

ln 𝑞

ln𝑥

]︂
, 𝑥1 > 𝑥

1−𝛼, 𝑥2 > 𝑥
𝛼,

𝑝1, 𝑝2 — простые числа; (𝑎, 𝑞) = (𝑙, 𝑞) = 1, 𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) — количество чисел 𝑝1 6 𝑥1, 𝑝2 6 𝑥2
таких, что 𝑝1(𝑝2+𝑎) ≡ 𝑙 (mod 𝑞). Тогда для произвольного числа 𝐴 > 0 имеет место асимп-
тотическая формула

𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
1

𝜙(𝑞)

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝− 1

)︂
Li(𝑥1)Li(𝑥2) +𝑂

(︂
𝑥1𝑥2

𝜙(𝑞) ln𝑥1 ln𝑥2L 𝐴

)︂
,

где константа в 𝑂 зависит только от 𝜀.

При доказательстве теоремы 2 также воспользуемся оценкой (6), а именно её следстви-
ем (лемма 1) о распределении простых чисел в арифметических прогрессиях «в среднем» и
теоремой Бруно-Титчмарша. (лемма 5).

Лемма 5. Для (𝑎, 𝑞) = 1 и 𝑞 6 𝑥 имеем

𝜋(𝑥; 𝑞, 𝑎) 6
2𝑥

𝜙(𝑞) ln
(︁
2𝑥
𝑞

)︁ .

2. Доказательство теоремы 2

Не ограничивая общности, с учётом условий теоремы будем считать, что для параметров
𝑥1 и 𝑥2 выполняются соотношения

𝑞
5
2 6 𝑥1 6 𝑞

5
2
+𝑐1 , 𝑞𝜃+𝜀 6 𝑥2 6 𝑞

𝜃+𝜀+𝑐2 , (13)

где 𝑐1 и 𝑐2 произвольные положительные фиксированные числа, поэтому

ln𝑥1 ≍ L , ln𝑥2 ≍ L . (14)

Пользуясь свойством ортогональности характеров, найдём

𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
∑︁
𝑝16𝑥1

∑︁
𝑝26𝑥2

1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝜒(𝑝1(𝑝2 + 𝑎))𝜒(𝑙) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝑇1(𝑥2, 𝜒)𝜒(𝑙)
∑︁
𝑝6𝑥1

𝜒(𝑝).

Разбивая последнюю сумму по 𝜒 на две части, находим

𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) = M2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) + R2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙), (15)

M2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
1

𝜙(𝑞)
𝑇1(𝑥2, 𝜒0)

∑︁
𝑝6𝑥1

𝜒0(𝑝),

R2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

𝑇1(𝑥2, 𝜒)𝜒(𝑙)
∑︁
𝑝6𝑥1

𝜒(𝑝).

В этой формуле M2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) даёт предполагаемый главный член 𝜋2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙), а R2(𝑥1, 𝑥2,
𝑎𝑙) входит в его остаточный член.
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Вычислим главный член. Воспользовавшись асимптотическим законом распределения про-
стых чисел и соотношением (14), получим

∑︁
𝑝6𝑥1

𝜒0(𝑝) = 𝜋(𝑥1) +𝑂
(︁
(ln𝑥1)

2
)︁
= Li(𝑥1) +𝑂

(︂
𝑥1

ln𝑥1L 𝐴

)︂
. (16)

Теперь представим сумму 𝑇1(𝑥2, 𝜒0) в виде

𝑇1(𝑥2, 𝜒0) =
∑︁
𝑝6𝑥2

(𝑝+𝑎,𝑞)=1

1 = Li(𝑥2)
∑︁
𝑑|𝑞

𝜇(𝑑)

𝜙(𝑑)
+
∑︁
𝑑|𝑞

𝜇(𝑑)

(︂
𝜋(𝑥2; 𝑑,−𝑎)−

Li(𝑥2)

𝜙(𝑑)

)︂
=

=Li(𝑥2)
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝− 1

)︂
+𝑅1(𝑥2) +𝑅2(𝑥2), (17)

𝑅1(𝑥2) =
∑︁
𝑑|𝑞

𝑑6
√
𝑥(ln𝑥)−𝐴−3,5

(︂
𝜋(𝑥2; 𝑑,−𝑎)−

Li(𝑥2)

𝜙(𝑑)

)︂
,

𝑅2(𝑥2) =
∑︁
𝑑|𝑞

𝑑>
√
𝑥(ln𝑥)−𝐴−3,5

(︂
𝜋(𝑥2; 𝑑,−𝑎)−

Li(𝑥2)

𝜙(𝑑)

)︂
.

Оценим 𝑅1(𝑥2) и 𝑅2(𝑥2), воспользовавшись соответственно теоремой Бомбери-Виноградова
(лемма 2) и теоремой Бруно-Титчмаршем (лемма 5). Имеем

𝑅1(𝑥2) ≪
∑︁
𝑑|𝑞

𝑑6
√
𝑥2(ln𝑥2)−𝐴−3,5

⃒⃒⃒⃒
𝜋(𝑥2; 𝑑,−𝑎)−

Li(𝑥2)

𝜙(𝑑)

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑥2

(ln𝑥2)𝐴+1
;

𝑅2(𝑥2) 6
∑︁
𝑑|𝑞

𝑑>
√
𝑥2(ln𝑥2)−𝐴−3,5

(︂
𝜋(𝑥2; 𝑑,−𝑎) +

Li(𝑥2)

𝜙(𝑑)

)︂
≪

∑︁
𝑑|𝑞

𝑑>
√
𝑥2(ln𝑥2)−𝐴−3,5

(︃
𝑥2

𝜙(𝑑) ln
(︀
𝑥
𝑑

)︀ + 𝑥2
𝜙(𝑑) ln𝑥2

)︃
≪

≪ 𝑥2
ln𝑥2

∑︁
𝑑|𝑞

𝑑>
√
𝑥2(ln𝑥2)−𝐴−2,5

1

𝜙(𝑑)
≪ 𝑥2

(ln𝑥2)𝐴+1
.

Подставляя эти оценки в (17), и воспользовавшись соотношением (14), имеем

𝑇1(𝑥2, 𝜒0) =
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝− 1

)︂
Li(𝑥2) +𝑂

(︂
𝑥2

ln𝑥2L 𝐴

)︂
.

Отсюда, из (16) и (15), находим

M2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) =
1

𝜙(𝑞)

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝− 1

)︂
Li(𝑥1)Li(𝑥2) +𝑂

(︂
𝑥1𝑥2

𝜙(𝑞) ln𝑥1 ln𝑥2L 𝐴

)︂
.

Оценим остаточный член R2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙). Переходя к оценкам, а затем применяя для оценки
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суммы 𝑇1(𝑥2, 𝜒) при 𝜒 ̸= 𝜒0 леммы 3 и 4, и воспользовавшись леммой 1, получим

R2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑙) 6
1

𝜙(𝑞)
max
𝜒 ̸=𝜒0

|𝑇1(𝑥2, 𝜒)|
∑︁

𝜒 mod 𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑥1

𝜒(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

≪ 1

𝜙(𝑞)
𝑥2 exp

(︁
−0, 6

√
L
)︁(︂

𝑥1(ln𝑥1𝑞)
2 + 𝑥

4
5
1 𝑞

1
2 (ln𝑥1𝑞)

33 + 𝑥
1
2
1 𝑞(ln𝑥1𝑞)

33

)︂
=

=
1

𝜙(𝑞)
· 𝑥1𝑥2
ln𝑥1 ln𝑥2

Δ(𝑥1, 𝑥2, 𝑞),

Δ(𝑥1, 𝑥2, 𝑞) =

(︂
(ln𝑥1𝑞)

−31 + 𝑥
− 1

5
1 𝑞

1
2 + 𝑥

− 1
2

1 𝑞

)︂
(ln𝑥1𝑞)

33 ln𝑥1 ln𝑥2 exp
(︁
−0, 6

√
L
)︁
.

Отсюда и из соотношений (13) и (14), имеем

Δ(𝑥1, 𝑥2, 𝑞) ≪ (ln𝑥1𝑞)
33 ln𝑥1 ln𝑥2 exp

(︁
−0, 6

√
L
)︁
≪ L 35 exp

(︁
−0, 6

√
L
)︁
≪ L −𝐴.

Теорема доказана.
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