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Аннотация

В различных разделах современной математики и теоретической физики находят свое
широкое применение геометрии постоянной кривизны. К числу таких геометрий отно-
сятся сферическая геометрия, геометрий Лобачевского, геометрия де Ситтера. 𝑛-мерные
геометрии постоянной кривизны задаются метрическими функциями, которые являются
инвариантами групп движений размерности 𝑛(𝑛+1)/2, поэтому они являются геометриями
локальной максимальной подвижности. В данной статье на примере геометрий постоянной
кривизны решается задача вложения, суть которой состоит в нахождении (𝑛+ 1)-мерных
геометрий локальной максимальной подвижности по 𝑛-мерным геометриям постоянной
кривизны. Ищутся все функции пары точек вида 𝑓(𝐴,𝐵) = 𝜒(𝑔(𝐴,𝐵), 𝑤𝐴, 𝑤𝐵), задающие
(𝑛+1)-мерные геометрии с группами движений размерности (𝑛+1)(𝑛+2)/2 по известным
метрическим функциям 𝑔(𝐴,𝐵) 𝑛-мерных геометрий постоянной кривизны. Эта задача
сводится к решению функциональных уравнений специального вида в классе аналити-
ческих функций. Решение ищется в виде рядов Тейлора. Для упрощения анализа коэф-
фициентов применяется пакет математических программ Maple 17. Результатами такого
вложения 𝑛-мерных геометрий постоянной кривизны являются (𝑛 + 1)-мерные расшире-
ния евклидовых и псевдоевклидовых 𝑛-мерных пространств. Кроме основной теоремы,
доказываются вспомогательные утверждения, имеющие самостоятельное значение.
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Abstract

In various sections of modern mathematics and theoretical physics find their wide application
of geometry of constant curvature. These geometries include spherical geometry, Lobachevsky
geometry, de Sitter geometry. 𝑛-dimensional geometries of constant curvature are defined by
metric functions that are invariants of motion groups of dimension 𝑛(𝑛+1)/2, therefore they are
geometries of local maximum mobility. In this article, by the example of geometries of constant
curvature, the embedding problem is solved, the essence of which is to find (𝑛+1) -dimensional
geometries of local maximum mobility from 𝑛-dimensional geometries of constant curvature. We
search for all functions of a pair of points of the form 𝑓(𝐴,𝐵) = 𝜒(𝑔(𝐴,𝐵), 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) that define
(𝑛+ 1)-dimensional geometries with motion groups of dimension (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)/2 by the well-
known metric functions of 𝑔(𝐴,𝐵) 𝑛-dimensional geometries of constant curvature. This problem
reduces to solving functional equations of a special form in the class of analytic functions. The
solution is sought in the form of Taylor series. To simplify the analysis of coefficients, the Maple
17 mathematical program package is used. The results of this embedding of 𝑛-dimensional
geometries of constant curvature are (𝑛 + 1)-dimensional extensions of Euclidean and pseudo-
Euclidean 𝑛-dimensional spaces. In addition to the main theorem, auxiliary statements of
independent significance are proved.

Keywords: metric function, functional equation, geometry of constant curvature, group of
motions.
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Введение

В современной математике хорошо известны геометрии постоянной ненулевой кривизны:
сферическая геометрия, геометрия Лобачевского, геометрия де Ситтера и т.д. Метрические
функции этих геометрий можно записать единым образом:

𝑔(𝐴,𝐵) =
𝜀1(𝑥

1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

(𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀)(𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀)
, (1)

где 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛, 𝜀 = ±1, 𝑛 — размерность многообразия, 𝐴,𝐵 — точки этого многообразия, а
(𝑥1𝐴, . . . , 𝑥

𝑛
𝐴) и (𝑥1𝐵, . . . , 𝑥

𝑛
𝐵) — их локальные координаты. Заметим, что если 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = 1,

𝜀 = 1 или 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = −1, 𝜀 = −1, то метрическая функция (1) задаёт сферическую геомет-
рию, а если 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = 1, 𝜀 = −1 или 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = −1, 𝜀 = 1 — геометрию Лобачевского.
Отметим, что с помощью подходящей заменой координат и некоторого преобразования метри-
ческой функции, от (1) переходим к новому выражению для метрической функции геометрии
постоянной кривизны на псевдосфере (исключается случай 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = 𝜀 = ±1):

𝑙(𝐴,𝐵) =
𝜀1(𝑥

1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛−1(𝑥
𝑛−1
𝐴 − 𝑥𝑛−1

𝐵 )2 + 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

𝑥𝑛𝐴𝑥
𝑛
𝐵

. (2)

Следует отметить, что для современной математики важны геометрии максимальной по-
движности. Одна из классификаций таких геометрий построена Тёрстоном [1, 2]. Эта класси-
фикация содержит все трехмерные максимально односвязные геометрии, допускающие ком-
пактные фактор-геометрии. Отметим, что трехмерные геометрии постоянной кривизны со-
держатся в классификации Тёрстона.

Основная цель данной работы — решение задачи вложения для геометрии с метрической
функцией (1), то есть нахождение на (𝑛+1)-мерном многообразии метрических функций вида:

𝑓(𝐴,𝐵) = 𝜒 (𝑔(𝐴,𝐵), 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) ,
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где (𝑥1𝐴, . . . , 𝑥
𝑛
𝐴, 𝑤𝐴) и (𝑥1𝐵, . . . , 𝑥

𝑛
𝐵, 𝑤𝐵) — координаты точек 𝐴 и 𝐵 (𝑛 + 1)-мерного простран-

ства, сохраняющих свой вид относительно групп преобразований размерности (𝑛+1)(𝑛+2)/2.
Решение этой задачи сводится к аналитическому решению функционального уравнения спе-
циального вида:

2[𝑝(𝐴,𝐵)]
𝜕𝜒

𝜕𝑔
+𝑊 (𝐴)

𝜕𝜒

𝜕𝑤𝐴
+𝑊 (𝐵)

𝜕𝜒

𝜕𝑤𝐵
= 0,

где

𝑝(𝐴,𝐵) =
[︁𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀

]︁
𝑔,

𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑊 , 𝜒 — неизвестные, являющиеся аналитическими функциями. Неизвестные
ищутся в виде рядов Тейлора. Данный метод апробирован в работах [3] – [6], в которых ана-
литически решается задача вложения для евклидовых и псевдоевклидовых пространств [3] и
[4], для пространств постоянной кривизны на псевдосфере, задаваемых метрической функции
(2) [5] и для особого расширения евклидовых и псевдоевклидовых пространств [6].

Функциональные уравнения также применяются и при изучении связи одномерной геомет-
рии локальной максимальной подвижности с алгебраическими системами [7], что приводит к
решению особых функциональных уравнений:

𝜙(𝜙(𝑥, 𝑧), 𝜙(𝑦, 𝑧)) = 𝜙(𝑥, 𝑦),

где 𝜙— неизвестная. Отметим, что задача классификации геометрий локальной максимальной
подвижности выросла из теории физических структур. Другой важной задачей этой теории
является классификация и изучение феноменологически симметричных геометрий на двух
множествах, которая применяет методы, также сводящиеся к решению специальных функци-
ональных уравнений [8]. В последние годы активно изучается связь геометрий на двух мно-
жествах с алгебраическими системами, в частности, с обобщенными точно транзитивными
группами и псевдоматричными группами [9, 10]. Изучение этой связи сводится к исследова-
нию особого функционального уравнения, возникающего в алгебраических системах

𝜑(𝑥𝜑(𝑦−1))𝑦 = 𝜑(𝜑(𝑥)𝜑(𝑦)),

дополненного условием
𝜑(𝜑(𝑥)) = 𝑥,

где 𝜑 — неизвестная.

1. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим (𝑛 + 1)-мерное аналитическое многообразие 𝑀 , которое локально диффео-
морфно прямому произведению 𝑛-мерного аналитического многообразия 𝑁 и одномерного
аналитического многообразия 𝐿, 𝑛 ≥ 2. Локальный диффеоморфизм осуществляет аналити-
ческое отображение ℎ : 𝑀 → 𝑁 × 𝐿. Пусть 𝜋1 : 𝑁 × 𝐿 → 𝑁 и 𝜋2 : 𝑁 × 𝐿 → 𝐿 — проекции.
Рассмотрим функции 𝑔 : 𝑁 ×𝑁 → 𝑅, с открытой и плотной областью определения 𝑆𝑔 в 𝑁

2,
и аналитическую функцию 𝜒 : 𝑅 × 𝐿 × 𝐿 → 𝑅. Определим проекции 𝑝1 : 𝑀 ×𝑀 → 𝑀 и
𝑝2 : 𝑀 ×𝑀 → 𝑀 , которые на точках действуют так: 𝑝1 : ⟨𝐴,𝐵⟩ ↦→ 𝐴 и 𝑝2 : ⟨𝐴,𝐵⟩ ↦→ 𝐵, где
⟨𝐴,𝐵⟩ — произвольная точка в 𝑀 ×𝑀 . Построим функцию 𝑓 : 𝑀 ×𝑀 → 𝑅 по следующей
формуле:

𝑓 = 𝜒(𝑔(𝜋1(ℎ(𝑝1)), 𝜋1(ℎ(𝑝2))), 𝜋2(ℎ(𝑝1)), 𝜋2(ℎ(𝑝2))),
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область определения 𝑆𝑓 которой открыта и плотна в 𝑀2. Эта функция называется метриче-
ской или функцией пары точек. На точках

𝑓(𝐴,𝐵) =
𝜒(𝑔(𝜋1(ℎ(𝑝1(⟨𝐴,𝐵⟩))), 𝜋1(ℎ(𝑝2(⟨𝐴,𝐵⟩)))), 𝜋2(ℎ(𝑝1(⟨𝐴,𝐵⟩))), 𝜋2(ℎ(𝑝2(⟨𝐴,𝐵⟩)))), (3)

где 𝐴,𝐵 — произвольные две точки из 𝑀 , причем ⟨𝐴,𝐵⟩ ∈ 𝑆𝑓 .
Для произвольной точки из 𝑀 рассмотрим координатную окрестность 𝑈 ⊂ 𝑀 , в которой

ℎ является диффеоморфизмом и для любых точек 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑈 , ⟨𝐴′, 𝐵′⟩ ∈ 𝑆𝑓 , существуют
окрестности 𝑈(𝐴′) ⊂ 𝑈 , 𝑈(𝐵′) ⊂ 𝑈 такие, что ⟨𝐴,𝐵⟩ ∈ 𝑆𝑓 , ∀𝐴 ∈ 𝑈(𝐴′), ∀𝐵 ∈ 𝑈(𝐵′). Из выше
сказанного имеем диффеоморфизм окрестностей ℎ : 𝑈 → 𝑉 × 𝑊 , где 𝑉 , 𝑊 — некоторые
координатные окрестности в 𝑁 и 𝐿 соответственно. Координаты в окрестности 𝑉 обозначим
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), а координату в окрестности 𝑊 — (𝑤). Тогда в локальных координатах функция
(3) принимает следующий вид:

𝑓 = 𝑓(𝐴,𝐵) = 𝜒(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵), (4)

где 𝑔(𝜋1(ℎ(𝐴)), 𝜋1(ℎ(𝐵))) = 𝜃 = 𝜃(𝑥1𝐴, . . . , 𝑥
𝑛
𝐴, 𝑥

1
𝐵, . . . , 𝑥

𝑛
𝐵) — метрическая функция 𝑛-мерной

геометрии постоянной кривизны:

𝜃 =
𝜀1(𝑥

1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

(𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀)(𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀)
, (5)

где 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛, 𝜀 = ±1. 𝜋2(ℎ(𝐴)) = 𝑤𝐴, 𝜋2(ℎ(𝐵)) = 𝑤𝐵. Пусть выполняются аксиомы.
Аксиома аналитичности. Функция 𝜒 : 𝑅 × 𝐿 × 𝐿 → 𝑅 аналитическая во всех точках

области определения.
Аксиома невырожденности. Для функции (3) в произвольной точке из области опре-

деления справедливы неравенства

𝜕𝜒

𝜕𝜃
̸= 0,

𝜕𝜒

𝜕𝑤𝐴
̸= 0,

𝜕𝜒

𝜕𝑤𝐵
̸= 0. (6)

Пусть группа Ли 𝐺 действует эффективно и аналитично в 𝑈 ⊂ 𝑀 . Это означает, что
задано аналитическое инъективное отображение (эффективное действие)

𝜆 : 𝑈 ×𝐺→ 𝑈 ′,

где 𝑈 ′ ⊂𝑀 — открытая область, причем выполняются свойства:
1). 𝜆(𝐴, 𝑒) = 𝐴, 𝑒 ∈ 𝐺 — единица, 𝐴 ∈ 𝑈 ;
2). 𝜆(𝜆(𝐴, 𝑎), 𝑏) = 𝜆(𝐴, 𝑎𝑏), для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 и 𝐴 ∈ 𝑈 ;
3). Для любого 𝐴 ∈ 𝑈 𝜆(𝐴, 𝑎) = 𝐴, только если 𝑎 = 𝑒.
Действие 𝜆𝑎 : 𝑈 → 𝑈 ′, определяемое произвольным элементом 𝑎 ∈ 𝐺 (ограничение отоб-

ражения 𝜆 по второму аргументу), называется движением, если для любых точек 𝐴,𝐵 ∈ 𝑈
таких, что ⟨𝐴,𝐵⟩ ∈ 𝑆𝑓 , ⟨𝜆𝑎(𝐴), 𝜆𝑎(𝐵)⟩ ∈ 𝑆𝑓 , выполняется равенство

𝑓(𝜆𝑎(𝐴), 𝜆𝑎(𝐵)) = 𝑓(𝐴,𝐵).

Действия группы 𝐺 можно определить в окрестностях 𝑈(𝐴) и 𝑈(𝐵) точек 𝐴 и 𝐵, причем если
эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении совпадают ([11], S1). Множество
всех так определенных движений образует аналитическую группу Ли движений.

Аксиома максимальной подвижности. Размерность группы Ли 𝐺 максимальная и
равна dim𝐺 = (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)/2.

Основная задача этой работы — поиск всех функций вида (3), являющихся двухточечными
инвариантами (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)/2-мерной группы движений.
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Алгебра Ли группы движений образована операторами ([12], §16):

𝑋 = 𝑋1𝜕𝑥1 + · · ·+𝑋𝑛𝜕𝑥𝑛 +𝑊𝜕𝑤, (7)

где 𝑋𝛼 = 𝑋𝛼(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑤),𝑊 =𝑊 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑤) — аналитические функции в 𝑈 , 𝛼 = 1, . . . , 𝑛.

Через операторы (7) записывается условие локальной инвариантности метрической функции
([12], §17):

𝑋(𝐴)𝑓(𝐴,𝐵) +𝑋(𝐵)𝑓(𝐴,𝐵) = 0, (8)

которое выполняется в окрестностях 𝑈(𝐴′) и 𝑈(𝐵′) произвольных точек 𝐴′ и 𝐵′ из 𝑈 , причём
𝐴 и 𝐵 — произвольные точки из 𝑈(𝐴′) и 𝑈(𝐵′) соответственно.

Пусть 𝑘 ∈ 𝑈 ⊂𝑀 — начало некоторой системы координат в 𝑈 , в которой эта точка имеет
нулевые координаты (0, . . . , 0). В такой системе координат справедливы разложения в ряд
Тейлора для компонент оператора (7) ([13], гл. 11):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑋1 = 𝑋1(𝑤) +𝐷1(𝑋1)(𝑤)𝑥
1 + · · ·+𝐷𝑛+1(𝑋1)(𝑤)𝑥

𝑛 + · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝑋𝑛 = 𝑋𝑛(𝑤) +𝐷1(𝑋𝑛)(𝑤)𝑥

1 + · · ·+𝐷𝑛(𝑋𝑛)(𝑤)𝑥
𝑛 + · · · ,

𝑊 =𝑊 (𝑤) +𝐷1(𝑊 )(𝑤)𝑥1 + · · ·+𝐷𝑛(𝑊 )(𝑤)𝑥𝑛 + · · · ,

(9)

где, например,

𝑋𝛾(𝑤) = 𝑋𝛾(0, . . . , 0, 𝑤), 𝐷𝛼(𝑋𝛾)(𝑤) =
𝜕𝑋𝛾(𝑥

1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑤)

𝜕𝑥𝛼
|𝑥=0,

𝐷𝛼𝛽(𝑋𝛾)(𝑤) =
𝜕2𝑋𝛾(𝑥

1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑤)

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
|𝑥=0,

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 1, . . . , 𝑛. Основной результат работы сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. Рассмотрим (𝑛 + 1)-мерное аналитическое многообразие 𝑀 и произ-
вольную точку 𝑘 ∈ 𝑀 с координатной окрестностью 𝑈 . Возьмем так же две точ-
ки 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑈 с окрестностями 𝑈(𝐴′) и 𝑈(𝐵′) такие, что 𝑈(𝐴′) ∪ 𝑈(𝐵′) ⊂ 𝑈, причем
⟨𝐴,𝐵⟩, ⟨𝐴′, 𝐵′⟩ ∈ 𝑆𝑓 , ∀𝐴 ∈ 𝑈(𝐴′), ∀𝐵 ∈ 𝑈(𝐵′). Тогда метрическая функция 𝑓(𝐴,𝐵) вида
(4), в аналитическом многообразии 𝑀 задающая (𝑛+ 1)-мерную геометрию локальной мак-
симальной подвижности, в окрестности 𝑈(𝐴)×𝑈(𝐵) в подходящих локальных координатах
и масштабном преобразовании (𝜙(𝑓) → 𝑓) имеет вид:

𝑓(𝐴,𝐵) = [𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2]𝑒2𝑤𝐴+2𝑤𝐵 , (10)

где 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 = ±1.

Геометрия, задаваемая функцией (10) является геометрией локальной максимальной по-
движности, то есть группа ее движений имеет размерность (𝑛+1)(𝑛+2)/2 [6]. Она называется
особым расширением евклидова пространства при 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑛 = ±1, и особым расширени-
ем псевдоевклидова пространства в остальных случаях. Эти геометрии относятся к классу
геометрий с вырожденной римановой метрикой [14].

2. Доказательство теоремы

Запишем в явном виде условие локальной инвариантности (8) метрической функции (4)
относительно (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)/2-мерной группы движений:

2[𝑝(𝐴,𝐵)]
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
+𝑊 (𝐴)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
+𝑊 (𝐵)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
= 0, (11)
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где
𝑝(𝐴,𝐵) =[︁𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀

]︁
𝜃.

(12)

Заметим, что выражение (11) выполняется тождественно по координатам точек 𝐴 и 𝐵 из
некоторых окрестностей 𝑈(𝐴′) и 𝑈(𝐵′), причем 𝑈(𝐴′) ∪ 𝑈(𝐵′) ⊂ 𝑈 , где 𝑈(𝑘) — координат-
ная окрестность. Ниже доказываются леммы из предположения принадлежности входящих в
тождество (11) функций классу 𝐶3 в 𝑈(𝐴′)× 𝑈(𝐵′).

Лемма 1. В некоторой окрестности 𝑈(𝐴′)×𝑈(𝐵′) произвольной точки ⟨𝐴′, 𝐵′⟩ ∈𝑀×𝑀 ,
где 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑈 для тождества (11) выполняется неравенство 𝑝(𝐴,𝐵) ̸= 0, причём 𝐴 ∈ 𝑈(𝐴′)
и 𝐵 ∈ 𝑈(𝐵′).

Доказательство. Предположим противное, пусть для произвольной точки ⟨𝐴,𝐵⟩ из
𝑈(𝐴′)× 𝑈(𝐵′) выполняется равенство

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀
= 0.

(13)

Дифференцируя это равенство по переменной 𝑤𝐴 и приводя к общему знаменателю, имеем:

(𝜀1(𝑥
1
𝐴)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴)

2 + 𝜀)(𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

)−

−(𝜀1𝑥
1
𝐴𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛𝑥
𝑛
𝐴𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

)(𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2) = 0.

Новое равенство дважды продифференцируем по 𝑥1𝐵, в результате получим

𝜀1𝑥
1
𝐴𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛𝑥
𝑛
𝐴𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

= 0,

следовательно
𝜀1(𝑥

1
𝐴 − 𝑥1𝐵)𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

= 0.

Далее последнее равенство дифференцируем по переменным 𝑥1𝐵, . . . , 𝑥
𝑛
𝐵, в результате имеем

𝑋 ′
1𝑤 = 0, . . . , 𝑋 ′

𝑛𝑤 = 0, то есть 𝑋𝑚 = 𝑋𝑚(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛). Тогда выражение (12) превращается в

функциональное уравнение на операторы алгебры Ли группы движений 𝑛-мерной геометрии
локально максимальной подвижности с метрической функцией (5). Размерность этой группы
движений 𝑛(𝑛 + 1)/2. Тогда произвольный оператор линейно выражается через 𝑛(𝑛 + 1)/2
базисных операторов.

Запишем теперь тождество (11) с учетом (13):

𝑊 (𝐴)
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
+𝑊 (𝐵)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
= 0. (14)

Пусть сначала 𝑊 = 0. Тогда произвольный оператор алгебры Ли группы движений гео-
метрии с метрической функцией (4) является линейной комбинацией 𝑛(𝑛 + 1)/2 базисных
операторов, а должно быть (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)/2. Противоречие.

Пусть теперь 𝑊 ̸= 0. Тогда от выражения (14) переходим к тождеству

𝑊 (𝐴)

𝑊 (𝐵)
= 𝜙(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵), (15)
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для чего левую и правую части делим на произведение 𝑊 (𝐵)𝜕𝑓(𝐴,𝐵)
𝜕𝑤𝐴

и вводим обозначение

𝜙(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = −𝜕𝑓(𝐴,𝐵)
𝜕𝑤𝐵

/𝜕𝑓(𝐴,𝐵)
𝜕𝑤𝐴

̸= 0. Из тождества (15) вытекает 𝜙𝜃 = 0. Тогда 𝑊 ′
𝑥𝑙

= 0, ∀𝑙
или 𝑊 = 𝑐(𝑤) ̸= 0.

Подставляя найденное в (14), имеем

𝑐(𝑤𝐴)
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
+ 𝑐(𝑤𝐵)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
= 0.

Вводим замену:
∫︀
𝑑𝑤/𝑐(𝑤) = 𝑤. Тогда в новых координатах 𝑊 = 1.

Таким образом, произвольный оператор алгебры Ли группы движений (𝑛+1)-мерной гео-
метрии локальной максимальной подвижности с метрической функцией (4) является линей-
ной комбинацией 𝑛(𝑛+1)/2+ 1 базисных операторов, которых должно быть (𝑛+1)(𝑛+2)/2.
Противоречие. Лемма 1 доказана. 2

Лемма 2. В некоторой окрестности 𝑈(𝐴′)×𝑈(𝐵′) произвольной точки ⟨𝐴′, 𝐵′⟩ ∈𝑀×𝑀 ,
где 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑈 для тождества (11) выполняется неравенство 𝑊 ̸= 0, причём 𝐴 ∈ 𝑈(𝐴′) и
𝐵 ∈ 𝑈(𝐵′).

Лемма 3. В некоторой окрестности 𝑈(𝐴′)×𝑈(𝐵′) произвольной точки ⟨𝐴′, 𝐵′⟩ ∈𝑀×𝑀 ,
где 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑈 для тождества (11) справедливо неравенство:(︂

𝜕𝑊

𝜕𝑥1

)︂2

+ · · ·+
(︂
𝜕𝑊

𝜕𝑥𝑛

)︂2

̸= 0.

Доказательство. При доказательстве этой леммы индексы 𝑚, 𝑘, 𝑙, 𝑖, 𝑗, 𝑠 принимают значе-
ния 1, . . . , 𝑛.

Предположим противное, пусть для произвольной точки ⟨𝐴,𝐵⟩ из 𝑈(𝐴′) × 𝑈(𝐵′) выпол-
няется равенство (︂

𝜕𝑊

𝜕𝑥1

)︂2

+ · · ·+
(︂
𝜕𝑊

𝜕𝑥𝑛

)︂2

= 0,

поэтому 𝑊 =𝑊 (𝑤) ̸= 0.

Тогда в (11) осуществляем замену координат:

∫︁
𝑑𝑤/𝑊 (𝑤) = 𝑤. Очевидно, в новых коор-

динатах 𝑊 (𝑤) = 1. В результате (11) примет вид

2𝑝(𝐴,𝐵)
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
+
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
+
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
= 0.

Деля последнее тождество на ненулевое выражение 2
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
, получаем функциональное

уравнение

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀
=

= 𝜑(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵),

(16)

где введено обозначение

𝜑(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = − 1

2𝜃

(︁𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
+
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵

)︁
/
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
,

причем по лемме 1 𝜑 ̸= 0.
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Дифференцируя (16) по 𝑤𝐴, а результат по 𝑤𝐵, получаем 𝜙𝑤𝐴𝑤𝐵 = 0, следовательно
𝜑(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝜑1(𝜃, 𝑤𝐴) + 𝜑2(𝜃, 𝑤𝐵) + 𝜑3(𝜃). Подставляя найденное в (16) и дифференцируя
результат по 𝑤𝐴 и по 𝑤𝐵, имеем

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋

′
1𝑤𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛𝑥
𝑛
𝐴𝑋

′
𝑛𝑤𝐴

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
= 𝜑1𝑤𝐴(𝜃, 𝑤𝐴),

−
𝜀1(𝑥

1
𝐵 − 𝑥1𝐴)𝑋

′
1𝑤𝐵

+ · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐵 − 𝑥𝑛𝐴)𝑋

′
𝑛𝑤𝐵

𝜀1(𝑥1𝐵 − 𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵 − 𝑥𝑛𝐴)

2

−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋

′
1𝑤𝐵

+ · · ·+ 𝜀𝑛𝑥
𝑛
𝐵𝑋

′
𝑛𝑤𝐵

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀
= 𝜑2𝑤𝐵 (𝜃, 𝑤𝐵).

(17)

Во втором равенстве из (17) заменяя 𝐵 → 𝐴, получаем 𝜑2𝑤𝐴(𝜃, 𝑤𝐴) = 𝜑1𝑤𝐴(𝜃, 𝑤𝐴). Вычитая в
(17) из первого равенства второе и полагая 𝑤𝐴 = 𝑤𝐵 = 𝑤, 𝑌𝑙(𝐴) = 𝑌𝑙(𝑥

1
1, . . . , 𝑥

𝑛
𝐴, 𝑤) = 𝑋 ′

𝑙𝑤(𝐴)=
= 𝜕𝑋𝑙(𝑥

1
1, . . . , 𝑥

𝑛
𝐴, 𝑤)/𝜕𝑤, имеем

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑌1(𝐴)− 𝑌1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑌𝑛(𝐴)− 𝑌𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2
−

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑌1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑌𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑌1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑌𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀
= 0.

(18)

Вводим сокращающие обозначения:

𝜗 = 𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2, 𝜓 =
𝜀1𝑥

1𝑌1 + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥
𝑛𝑌𝑛

𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛)2 + 𝜀
.

Тогда уравнение (18) можно привести к виду

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑌1(𝐴)− 𝑌1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑌𝑛(𝐴)− 𝑌𝑛(𝐵)) = (𝜓(𝐴) + 𝜓(𝐵))𝜗. (19)

Далее дифференцируем (19) по 𝑥𝑙𝐴, а результат по 𝑥
𝑘
𝐵:

−𝜀𝑙𝑌𝑙𝑥𝑘𝐵 − 𝜀𝑘𝑌𝑘𝑥𝑙𝐴
= −𝜓𝑥𝑙𝐴2𝜀𝑘(𝑥

𝑘
𝐴 − 𝑥𝑘𝐵) + 𝜓𝑥𝑘𝐵

2𝜀𝑙(𝑥
𝑙
𝐴 − 𝑥𝑙𝐵)− 2𝜀𝑙𝛿𝑘𝑙(𝜓(𝐴) + 𝜓(𝐵)). (20)

Дифференцируя последнее тождество по 𝑥𝑙𝐴, а результат по 𝑥
𝑙
𝐵, получаем при 𝑘 ̸= 𝑙 𝜓𝑥𝑘𝑥𝑙 = 0,

а при 𝑘 = 𝑙 𝜓𝑥𝑘𝑥𝑘(𝐴) + 𝜓𝑥𝑘𝑥𝑘(𝐵) = 0. Разделяя переменные, имеем 𝜓𝑥𝑘𝑥𝑙 = 0. Интегрируя
последнее, получаем

𝜓 = 𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛 + 𝑐(𝑤).

С учетом последнего, уравнение (20) принимает вид:

−𝜀𝑙𝑌𝑙𝑥𝑘𝐵 − 𝜀𝑘𝑌𝑘𝑥𝑙𝐴
= −𝑎𝑙(𝑤)2𝜀𝑘(𝑥𝑘𝐴 − 𝑥𝑘𝐵) + 𝑎𝑘(𝑤)2𝜀𝑙(𝑥

𝑙
𝐴 − 𝑥𝑙𝐵)− 2𝜀𝑙𝛿𝑘𝑙(𝜓(𝐴) + 𝜓(𝐵)).

Разделяя переменные, получаем

𝑌𝑘𝑥𝑘 = 2𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 2𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛 + 2𝑐(𝑤), 𝑌𝑘𝑥𝑙 = 2𝑎𝑙(𝑤)𝑥
𝑘 − 2𝜀𝑘𝜀𝑙𝑎𝑘(𝑤)𝑥

𝑙 + 𝑎𝑘𝑙(𝑤),

где 𝜀𝑘𝑎𝑘𝑙(𝑤) + 𝜀𝑙𝑎𝑙𝑘(𝑤) = 0, 𝑘 ̸= 𝑙. Интегрируя, находим

𝑌𝑘 = −𝜀𝑘𝑎𝑘(𝑤)(𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛)2)+

2𝑥𝑘(𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛 + 𝑐(𝑤)) + 𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥
𝑙 + 𝑏𝑘(𝑤).
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Теперь подставляя найденное в равенство

𝜀1𝑥
1𝑌1 + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛𝑌𝑛
𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛)2 + 𝜀

= 𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛 + 𝑐(𝑤),

получим 𝑐(𝑤) = 0, 𝑏𝑘(𝑤) = 𝜀𝜀𝑘𝑎𝑘(𝑤). Поэтому

𝑌𝑘 = −𝜀𝑘𝑎𝑘(𝑤)(𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛)2)+

2𝑥𝑘(𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛) + 𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥
𝑙 + 𝜀𝜀𝑘𝑎𝑘(𝑤),

𝜓 = 𝑎1(𝑤)𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)𝑥

𝑛.

Полученные выражения подставляя в (18), имеем

𝜀[𝑎1(𝑤)(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵) + · · ·+ 𝑎𝑛(𝑤)(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)] = 0,

следовательно 𝑎1(𝑤) = · · · = 𝑎𝑛(𝑤) = 0. Тогда

𝑌𝑘 = 𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥
𝑙.

С этим выражением возвращаемся в (17):

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑎1𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑎𝑛𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2
= 𝜑1𝑤(𝜃, 𝑤)

или
𝜀1𝑎1𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴𝑥

1
𝐵 + · · ·+ 𝜀𝑛𝑎𝑛𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴𝑥

𝑛
𝐵 = 𝜀𝑘𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴𝑥

𝑘
𝐵 = −𝜗𝜑1𝑤(𝜃, 𝑤).

Переобозначая точки 𝐴 и 𝐵, имеем 𝜀𝑘𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥
𝑙
𝐵𝑥

𝑘
𝐴 = 𝜀𝑘𝑎𝑘𝑙(𝑤)𝑥

𝑙
𝐴𝑥

𝑘
𝐵 = −𝜗𝜑1𝑤(𝜃, 𝑤). Тогда 𝑌𝑘 = 0

и 𝜑1 = 𝜑1(𝜃). Аналогично 𝜑2 = 𝜑2(𝜃).
С учетом найденного функциональное уравнение (16) принимает вид:

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

𝜀1(𝑥1𝐴 − 𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2
−

−
𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)

𝜀1(𝑥1𝐴)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)

2 + 𝜀
−
𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)

𝜀1(𝑥1𝐵)
2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)

2 + 𝜀
= 𝜑(𝜃) ̸= 0,

(21)

где 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛).

Заметим, что доказательство леммы проводится в окрестности 𝑈(𝑘) точки 𝑘, причем си-
стема координат в этой окрестности выбрана так, чтобы 𝑘(0, 0, . . . , 0). Точки 𝐴 и 𝐵 принад-
лежат этой окрестности. Будем считать эти точки достаточно близкими к 𝑘, то есть полагаем
𝜀1(𝑥

1
𝐴)

2+ · · · 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐴)2 = 𝜀1(𝑥
1
𝐵)

2+ · · · 𝜀𝑛(𝑥𝑛𝐵)2 = 0. Тогда уравнение (21) примет следующий вид:

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵)) =

𝜀𝜗(𝜀1𝑥
1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴) + 𝜀1𝑥

1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)) + 𝜗𝜑(𝜗),

(22)

Решая это уравнение, найдем функцию 𝜑(𝜗), а затем с результатом вернемся в (21). Для
удобства введем обозначения 𝜅(𝜗) = 𝜗𝜑(𝜗), 𝑃 (𝐴) = 𝜀(𝜀1𝑥

1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · · + 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)),

𝑃 (𝐵) = 𝜀(𝜀1𝑥
1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)).

Дифференцируем последнее равенство по 𝑥𝑘𝐴 и по 𝑥𝑘𝐵:

𝜀𝑘(𝑋𝑘(𝐴)−𝑋𝑘(𝐵)) + 𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)𝑋

′
1𝑥𝑘𝐴

+ · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)𝑋

′
𝑛𝑥𝑘𝐴

=

= 2𝜀𝑘(𝑥
𝑘
𝐴 − 𝑥𝑘𝐵)(𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)) + 𝜗𝑃 ′

𝑥𝑘𝐴
+ 2𝜀𝑘(𝑥

𝑘
𝐴 − 𝑥𝑘𝐵)𝜅

′
𝜗,

−𝜀𝑘(𝑋𝑘(𝐴)−𝑋𝑘(𝐵))− 𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)𝑋

′
1𝑥𝑘𝐵

− · · · − 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)𝑋

′
𝑛𝑥𝑘𝐵

=

= −2𝜀𝑘(𝑥
𝑘
𝐴 − 𝑥𝑘𝐵)(𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)) + 𝜗𝑃 ′

𝑥𝑘𝐵
− 2𝜀𝑘(𝑥

𝑘
𝐴 − 𝑥𝑘𝐵)𝜅

′
𝜗.
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Далее складываем полученные равенства:

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋

′
1𝑥𝑘𝐴

−𝑋 ′
1𝑥𝑘𝐵

) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋

′
𝑛𝑥𝑘𝐴

−𝑋 ′
𝑛𝑥𝑘𝐵

) = 𝜗(𝑃 ′
𝑥𝑘𝐴

+ 𝑃 ′
𝑥𝑘𝐵

).

Это функциональное уравнение решая как (19), получаем

𝑃 ′
𝑥𝑘

= 𝜀(
∑︀

𝑚 𝜀𝑚𝑥
𝑚𝑋𝑚)

′
𝑥𝑘

= 𝑎𝑘1𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑘𝑛𝑥

𝑛 + 𝑐𝑘,

𝑋 ′
𝑚𝑥𝑘

= −𝜀𝑚𝑎𝑘𝑚(𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛)2)+

+2𝑥𝑚(𝑎𝑘1𝑥
1 + · · ·+ 𝑎𝑘𝑛𝑥

𝑛 + 𝑐𝑘) +
∑︀

𝑙 𝑎
𝑘
𝑚𝑙𝑥

𝑙 + 𝑏𝑘𝑚,
𝑋 ′′
𝑚𝑥𝑘𝑥𝑠

= −2𝜀𝑚𝜀𝑠𝑎
𝑘
𝑚𝑥

𝑠 + 2𝛿𝑚𝑠(𝑎
𝑘
1𝑥

1 + · · ·+ 𝑎𝑘𝑛𝑥
𝑛 + 𝑐𝑘) + 2𝑎𝑘𝑠𝑥

𝑚 + 𝑎𝑘𝑚𝑠,

𝑋 ′′′
𝑚𝑥𝑘𝑥𝑠𝑥𝑞

= −2𝜀𝑚𝜀𝑠𝑎
𝑘
𝑚𝛿𝑠𝑞 + 2𝛿𝑚𝑠𝑎

𝑘
𝑞 + 2𝑎𝑘𝑠𝛿𝑚𝑞,

(23)

причем 𝑐𝑘, 𝑎𝑘𝑖 , 𝑏
𝑘
𝑖 , 𝑎

𝑘
𝑖𝑗 = const, 𝜀𝑚𝑎

𝑘
𝑚𝑙 + 𝜀𝑙𝑎

𝑘
𝑙𝑚 = 0, 𝑚 ̸= 𝑙, 𝛿𝑖𝑗 — симметричный символ Кроне-

кера. Из равенств 𝑋 ′′
𝑚𝑥𝑘𝑥𝑠

= 𝑋 ′′
𝑚𝑥𝑠𝑥𝑘

, 𝑋 ′′′
𝑚𝑥𝑘𝑥𝑠𝑥𝑚

= 𝑋 ′′′
𝑚𝑥𝑠𝑥𝑘𝑥𝑚

при условии 𝑠 ̸= 𝑚 вытекают

дополнительные соотношения 𝑎𝑘𝑠 = 𝑎𝑠𝑘, 𝑎
𝑘
𝑚𝑠 = 𝑎𝑠𝑚𝑘.

Выше введенное обозначение для 𝑃 продифференцируем три раза по 𝑥𝑘:

𝑃 = 𝜀
∑︀

𝑖 𝜀𝑖𝑥
𝑖𝑋𝑖, 𝑃

′
𝑥𝑘

= 𝜀(𝜀𝑘𝑋𝑘 +
∑︀

𝑖 𝜀𝑖𝑥
𝑖𝑋 ′

𝑖𝑥𝑘
), 𝑃 ′′

𝑥𝑘𝑥𝑘
= 𝜀(2𝜀𝑘𝑋

′
𝑘𝑥𝑘

+
∑︀

𝑖 𝜀𝑖𝑥
𝑖𝑋 ′′

𝑖𝑥𝑘𝑥𝑘
),

𝑃 ′′′
𝑥𝑘𝑥𝑘𝑥𝑘

= 𝜀(3𝜀𝑘𝑋
′′
𝑘𝑥𝑘𝑥𝑘

+
∑︀

𝑖 𝜀𝑖𝑥
𝑖𝑋 ′′′

𝑖𝑥𝑘𝑥𝑘𝑥𝑘
).

(24)

Подставляем в последнее равенство системы (24) производные из (23):

0 = 6𝜀𝑘

(︁∑︁
𝑖

𝑎𝑘𝑖 𝑥
𝑖 + 𝑐𝑘

)︁
− 2𝜀𝑘

∑︁
𝑖

𝑎𝑘𝑖 𝑥
𝑖 + 4𝜀𝑘𝑎

𝑘
𝑘𝑥

𝑘.

Из данного равенства, очевидно, следует 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘𝑖 = 0. Далее идем в третье равенство системы
(24):

0 = 2𝜀𝑘

(︁∑︁
𝑖

𝑎𝑘𝑘𝑖𝑥
𝑖 + 𝑏𝑘𝑘

)︁
+
∑︁
𝑖

𝜀𝑖𝑎
𝑘
𝑖𝑘𝑥

𝑖.

Тогда 𝑎𝑘𝑘𝑖 = 𝑏𝑘𝑘 = 0. Поэтому

𝑋𝑚 = 1/2
∑︁
𝑘,𝑙

𝑎𝑘𝑚𝑙𝑥
𝑙𝑥𝑘 +

∑︁
𝑘

𝑏𝑘𝑚𝑥
𝑘 + 𝑏𝑚, 𝑃 = const.

Потом с найденным возвращаемся в первое равенство из (24):

𝑃 = 𝜀

⎛⎝1/2
∑︁
𝑘,𝑚,𝑙

𝜀𝑚𝑎
𝑘
𝑚𝑙𝑥

𝑙𝑥𝑘𝑥𝑚 +
∑︁
𝑘,𝑚

𝜀𝑚𝑏
𝑘
𝑚𝑥

𝑘𝑥𝑚 + 𝜀𝑚𝑏𝑚𝑥
𝑚

⎞⎠ = const.

Значит 𝜀𝑚𝑏
𝑘
𝑚 + 𝜀𝑘𝑏

𝑚
𝑘 = 0, 𝑏𝑚 = 0, 𝑃 = 0, 𝜀𝑚𝑎

𝑘
𝑚𝑙 + 𝜀𝑙𝑎

𝑚
𝑙𝑘 + 𝜀𝑘𝑎

𝑙
𝑘𝑚 = 0. Воспользовавшись выше

доказанными равенствами 𝑎𝑚𝑘𝑙 + 𝑎𝑙𝑘𝑚 = 0 и 𝜀𝑙𝑎
𝑚
𝑙𝑘 + 𝜀𝑘𝑎

𝑚
𝑘𝑙 = 0, получаем 𝑎𝑚𝑘𝑙 = 0. В итоге будем

иметь
𝑋𝑚 =

∑︁
𝑘

𝑏𝑘𝑚𝑥
𝑘, 𝑃 = const, 𝜀𝑚𝑏

𝑘
𝑚 + 𝜀𝑘𝑏

𝑚
𝑘 = 0.

И, наконец, найденное подставляя в (22), имеем 𝜑(𝜗) = 0. Возвращаясь к общей ситуации,
идем в функциональное уравнение (16), в котором 𝜑 = 0. Противоречие. Лемма 3 доказана.
2

Приступим теперь к доказательству теоремы.
Функциональное уравнение (11) удобно переписать в виде:

𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)(𝑋1(𝐴)−𝑋1(𝐵)) + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥

𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)(𝑋𝑛(𝐴)−𝑋𝑛(𝐵))

−𝜗(𝐴,𝐵)[𝜀1𝑥
1
𝐴𝑋1(𝐴) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐴𝑋𝑛(𝐴)]/𝜗(𝐴)

−𝜗(𝐴,𝐵)[𝜀1𝑥
1
𝐵𝑋1(𝐵) + · · ·+ 𝜀𝑛𝑥

𝑛
𝐵𝑋𝑛(𝐵)]/𝜗(𝐵)

+𝜗(𝐴)𝜗(𝐵)[𝐹1𝑊 (𝐴) + 𝐹2𝑊 (𝐵)] = 0,

(25)
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где введены обозначения

𝜗(𝐴) = 𝜀1(𝑥
1
𝐴)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴)

2 + 𝜀, 𝜗(𝐵) = 𝜀1(𝑥
1
𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐵)

2 + 𝜀,

𝜗(𝐴,𝐵) = 𝜀1(𝑥
1
𝐴 − 𝑥1𝐵)

2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛
𝐴 − 𝑥𝑛𝐵)

2, 𝜃 = 𝜗(𝐴,𝐵)/𝜗(𝐴)𝜗(𝐵),

а также

𝐹1(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) =
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
/2
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
, 𝐹2(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) =

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
/2
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
. (26)

Из аналитичности функции (4) и справедливости неравенств (6) в 𝑈(𝐴) × 𝑈(𝐵), следует
аналитичность функций (26). Тогда имеем разложения в ряд Тейлора ([13], гл. 11):

𝐹1(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝑓1(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) +𝐷1(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃 +
1
2𝐷1,1(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃

2 + · · ·
𝐹2(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝑓2(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) +𝐷1(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃 +

1
2𝐷1,1(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃

2 + · · · , (27)

где, например,

𝑓1(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝐹1(0, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵), 𝐷1(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) =
𝜕𝐹1(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵)

𝜕𝜃
|𝜃=0,

𝑓2(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝐹2(0, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵), 𝐷1(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) =
𝜕𝐹2(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵)

𝜕𝜃
|𝜃=0.

Разложения (9) и (27) подставляем в тождество (25) и сравниваем коэффициенты слева и
справа перед одинаковыми степенями произведений переменных 𝑥1𝐴, . . . , 𝑥

𝑛
𝐴, 𝑥

1
𝐵, . . . , 𝑥

𝑛
𝐵. Эта

задача существенно упрощается с применением пакета программ MAPLE 17 ([15], гл. 8).
Из леммы 3 вытекает, что в последовательности

𝐷1(𝑊 )(𝑤), 𝐷2(𝑊 )(𝑤), . . . , 𝐷𝑛(𝑊 )(𝑤), 𝐷11(𝑊 )(𝑤), 𝐷12(𝑊 )(𝑤), . . .

есть хотя-бы один ненулевой член. Сравнивая тогда коэффициенты в (25), имеем

𝐷𝛼1𝛼2···(𝑊 )(𝑤𝐴)𝐷𝛾1𝛾2···(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 0, 𝐷𝛼1𝛼2···(𝑊 )(𝑤𝐵)𝐷𝛾1𝛾2···(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 0,

где 𝛼𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝛾𝑙 = 1, 𝑙 = 2, 3, 4, . . . Тогда

𝐷𝛾1𝛾2···(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝐷𝛾1𝛾2···(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 0.

Поэтому система (27) принимает вид:

𝐹1(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝑓1(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) +𝐷1(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃,
𝐹2(𝜃, 𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 𝑓2(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) +𝐷1(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)𝜃.

Из сравнения коэффициентов, также получаем

𝑓1(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 0, 𝐷1(𝑓1)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 1/𝜓(𝑤𝐴),
𝑓2(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 0, 𝐷1(𝑓2)(𝑤𝐴, 𝑤𝐵) = 1/𝜓(𝑤𝐵).

Подставляя найденное в (26), получаем систему дифференциальных уравнений

2𝜃
𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
= 𝜓(𝑤𝐴)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐴
, 2𝜃

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝜃
= 𝜓(𝑤𝐵)

𝜕𝑓(𝐴,𝐵)

𝜕𝑤𝐵
,

решая которую, находим

𝑓(𝐴,𝐵) = 𝜒(ln |𝜃|+ 𝜙(𝑤𝐴) + 𝜙(𝑤𝐵)).

Вводя переобозначение координат 𝑒𝜙(𝑤)/|𝜀1(𝑥1)2 + · · ·+ 𝜀𝑛(𝑥
𝑛)2 + 𝜀| → 𝑒2𝑤 и масштабное пре-

образование 𝑓 → 𝑒𝜒
−1(𝑓), получаем метрическую функцию (10). Теорема доказана. 2
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Заключение

Выше поставленная задача об аналитическом вложении геометрий постоянной кривизны
полностью решена. Её можно распространить на класс дифференцируемых функция из 𝐶3.
Эта задача тогда сведётся к решению функционального уравнения (25), которое надо диффе-
ренцировать, а затем разделять переменные.
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