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Аннотация

В статье автор продолжает рассматривать вопросы, связанные с проблемой свободы
в группах Артина с древесной структурой и опубликованные совместно с В. Н. Безверх-
ним в Чебышевском сборнике в 2014 году. В частности, доказывается следующая теорема
о подгруппах для групп Артина с древесной структурой: если 𝐻 – конечно порожден-
ная подгруппа группы Артина с древесной структурой, причем пересечение 𝐻 с любой
подгруппой, сопряженной циклической подгруппе. порожденной образующим элементом
группы, есть единичная подгруппа, то существует алгоритм, описывающий процесс по-
строения свободных подгрупп в 𝐻.

Изучением свободных подгрупп в различных классах групп занимались многие выда-
ющиеся математики, основополагающие результаты изложены в ряде учебников по теории
групп, монографиях и статьях.

Группы Артина активно изучаются с начала прошлого века. Если группе Артина со-
ответствует конечный дерево-граф такой, что его вершинам соответствуют образующие
группы, а всякому ребру, соединяющему вершины, соответствует определяющее соотноше-
ние, связывающее соответствующие образующие, то мы имеем группу Артина с древесной
структурой.

Группу Артина с древесной структурой можно представить как древесное произведение
двупорожденных групп Артина, объединенных по бесконечным циклическим подгруппам.

В процессе доказательства основного результата использовались: приведение множе-
ства образующих к специальному множеству, введенному В. Н. Безверхним как обобще-
ние нильсеновского множества на свободные произведения групп с объединением, а также
представление подгруппы в виде свободного произведения групп и задание группы с по-
мощью графа.

Ключевые слова: группа Артина с древесной структурой, подгруппа, свободное произ-
ведение групп с объединением.
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Abstract

In the article, the author continues to consider issues related to the problem of freedom in
Artin groups with a woody structure, and published jointly with V. N. Bezverkhnim in the
Chebyshev Collection in 2014. In particular, the following subgroup theorem is proved for Artin
groups with a tree structure: if 𝐻 is a finitely generated subgroup of the Artin group with a
tree structure, and the intersection of 𝐻 with any subgroup conjugate to a cyclic subgroup.
generated by the generating element of the group, there is a unit subgroup, then there is an
algorithm describing the process of constructing free subgroups in 𝐻.

The study of free subgroups in various classes of groups was carried out by many outstanding
mathematicians, the fundamental results are presented in a number of textbooks on group
theory, monographs and articles.

Artin’s groups have been actively studied since the beginning of the last century. If the
Artin group corresponds to a finite tree graph such that its vertices correspond to generating
groups, and every edge connecting the vertices corresponds to a defining relation connecting
the corresponding generators, then we have an Artin group with a tree structure.

An Artin group with a woody structure can be represented as a tree product of two-
generators Artin groups united by infinite cyclic subgroups.

In the process of proving the main result, the following methods were used: the reduction
of the set of generators to a special set introduced by V. N. Bezverkhnim as a generalization of
the Nielsen set to amalgamated products of groups, as well as the representation of a subgroup
as a free product of groups and the assignment of a group using a graph.
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1. Введение

Пусть 𝐺 — конечно порожденная группа Артина с копредставлением

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; ⟨𝑎𝑖𝑎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗⟩,

где < 𝑎𝑖𝑎𝑗 >
𝑚𝑖𝑗 — слово длины 𝑚𝑖𝑗 , состоящее из 𝑚𝑖𝑗 чередующихся букв 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑚𝑖𝑗 —

число, соответствующее симметрической матрице Кокстера: 𝑚𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑖𝑗 ≥ 2 ∪ {∞}, 𝑖 ̸= 𝑗. В
случае 𝑚𝑖𝑗 = ∞ определяющего соотношения между образующими 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 нет.

Если группе 𝐺 соответствует конечный дерево-граф Γ такой, что вершинам графа Γ соот-
ветствуют образующие 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, а всякому ребру 𝑒, соединяющему вершины с образующими
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𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 , соответствует соотношение ⟨𝑎𝑖𝑎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 ,𝑚𝑖𝑗 ̸= {∞}, 𝑖 ̸= 𝑗, то мы имеем группу
Артина с древесной структурой [1].

В [1] для данного класса групп доказана разрешимость проблем равенства и сопряженно-
сти слов.

Группа Артина𝐺 с древесной структурой может быть представлена как свободное произве-
дение двупорожденных групп Артина, объединенных по бесконечным циклическим подгруп-
пам: от графа Γ группы Артина 𝐺 перейдем к графу Γ так, что вершинам графа Γ поставим
в соответствие группы Артина на двух образующих 𝐺𝑖𝑗 , а всякому ребру 𝑒, соединяющему
вершины, соответствующие 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺𝑗𝑘 — циклическую подгруппу ⟨𝑎𝑗⟩ [1].

Строение подгрупп свободных групп и свободных произведений групп можно найти в ра-
ботах [2], [3]. В. Магнус [4] доказал теорему о свободе для групп с одним определяющим
соотношением, а Н. С. Романовский [5] — обобщенную теорему о свободе. С. И. Адян, В. Г.
Дурнев рассматривали проблему свободы в работе [6].

В [7] рассматривался вопрос об общности класса 𝑚-порожденных групп, где любая 𝑘-
порожденная подгруппа (для произвольного 𝑘 < 𝑚) свободна. Решение получено Г. Н. Ар-
жанцевой и А. Ю. Ольшанским [8]. В [9] удалось снять ограничение 𝑘 < 𝑚.

Используя методы Г. Н. Аржанцевой и А. Ю. Ольшанского, для групп Кокстера, соответ-
ствующих матрице Кокстера (𝑚𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽 , с 𝑚𝑖𝑗 ≥ 3𝑘 + 1 И. Каповичем и П. Шуппом [10]
доказано, что всякая 𝑘-порожденная подгруппа без кручения является свободной в 𝐺.

Для групп Кокстера с древесной структурой свободные подгруппы изучались в [11] с по-
мощью методов работы [12].

Свободные подгруппы в группах Артина с древесной структурой изучались в [13].

В настоящей работе доказываются следующие теоремы:

1. Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина 𝐺 с древесной структу-
рой на образующих 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, причем пересечение 𝐻 с любой подгруппой, сопряженной
⟨𝑎𝑖⟩, 𝑖 = 1, 𝑛, есть единичная подгруппа, тогда существует алгоритм, описывающий процесс
построения свободных подгрупп в 𝐻.

2. В группах Артина с древесной структурой разрешима проблема вхождения.

2. Базовые понятия

Пусть 𝐺 = ⟨𝐺1 *𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩ – свободное произведение групп 𝐺1, 𝐺2, объединенных по
изоморфным подгруппам 𝑈1, 𝑈2, где 𝑈1 < 𝐺1, 𝑈2 < 𝐺2 с помощью фиксированного конструк-
тивного изоморфизма 𝜑.

Рассмотрим слово из группы 𝐺 и представим его в виде:

𝑔 = 𝑙1𝑔 . . . 𝑙𝑛𝑔𝐾𝑔𝑟𝑛𝑔 . . . 𝑟1𝑔, (1)

где 𝑟𝑡𝑔 и 𝑙
−1
𝑠𝑔 — представители правых классов смежности группы 𝐺1 по 𝑈1 и 𝐺2 по 𝑈2, при

этом 𝑟𝑡𝑔, 𝑟𝑡+1𝑔 (аналогично 𝑙𝑠𝑔, 𝑙𝑠+1𝑔) являются элементами из разных сомножителей группы
𝐺. Элемент 𝐾𝑔 назовем ядром слова 𝑔.

Если ядро 𝐾𝑔 не является элементом из объединяемой подгруппы, то элементы (слоги) 𝑙𝑛𝑔
и 𝑟𝑛𝑔 лежат в одном сомножителе группы 𝐺, а ядро 𝐾𝑔 — в другом. В данном случае слоговая
длина слова из (1) равна 𝐿(𝑔) = 2𝑛+ 1.

Определение 1. [12] Трансформой называется слово вида

𝑔 = 𝑟1𝑔 . . . 𝑟𝑛𝑔𝐾𝑔𝑟
−1
𝑛𝑔 . . . 𝑟

−1
1𝑔 , (2)

то есть в (1) выполнено условие 𝑙1𝑔 . . . 𝑙𝑛𝑔 = (𝑟𝑛𝑔 . . . 𝑟1𝑔)
−1.
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Если ядро ℎ𝑔 = 𝐾𝑔 лежит в объединяемой подгруппе, то слоги 𝑙𝑛𝑔, 𝑟𝑛𝑔 в (1) лежат в разных
сомножителям группы 𝐺. Тогда слоговая длина слова

𝑔 = 𝑙1𝑔 . . . 𝑙𝑛𝑔ℎ𝑔𝑟𝑛𝑔 . . . 𝑟1𝑔, (3)

равна 𝐿(𝑔) = 2𝑛.
Нетрансформой нечетной длины будем называть слово вида (1), нетрансформой четной

длины — слово вида (3) [12].

Определение 2. [12] Левой (правой) половиной слов (1), (3) называется подслово
𝑔 = 𝑙1𝑔 . . . 𝑙𝑛𝑔(𝑟𝑛𝑔 . . . 𝑟1𝑔). Большим начальным (конечным) отрезком называется подслово
𝑙1𝑔 . . . 𝑙𝑛𝑔𝐾𝑔 (𝐾𝑔𝑟𝑛𝑔 . . . 𝑟1𝑔).

Определение 3. [12] Левую (правую) половину слова

𝑤𝑖 = 𝑙1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑚𝑤𝑖𝐾𝑤𝑖𝑟𝑚𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖

будем называть изолированной в множестве {𝑤𝑗}𝑗∈1,𝑁 , если ни у одного из слов 𝑤𝜀𝑗 , 𝜀 = ±1

множества ({𝑤𝑗}𝑗∈1,𝑁 ∖ {𝑤𝑖})∪ ({𝑤−1
𝑗 }𝑗∈1,𝑁 ∖ {𝑤−1

𝑖 }) невозможно выделить подслово 𝑙1𝑤𝑖 . . .
𝑙𝑚𝑤𝑖(𝑟𝑚𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖) в качестве начального (конечного) подслова, то есть

𝑤𝜀𝑗 ̸= 𝑙1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑚𝑤𝑖 𝑙𝑚+1𝑤𝑗𝑤
𝜀
𝑗𝑛(𝑤

𝜀
𝑗 ̸= 𝑤𝜀𝑗1𝑟𝑚+1𝑤𝑗𝑟𝑚𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖).

Определение 4. [12] Специальным назовем конечное множество слов 𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖∈1,𝑁 ,
из группы 𝐺, если для него выполнены следующие условия:

1. Левая половина нетрансформы из множества 𝑊 изолирована в нем. Для нетрансфор-
мы четной длины изолирована и левая, и правая половины.

2. Нельзя уменьшить длину нетрансформы 𝑤𝑗, умножая ее слева и справа на элементы
из подгруппы, порожденной множеством 𝑊 ∖ {𝑤𝑗}. Длину произвольного слова 𝑤𝑗 нельзя
уменьшить, умножая на элемент 𝑤 длины меньше 𝐿(𝑤𝑗), принадлежащий подгруппе ⟨𝑊 ⟩.

3. Eсли 𝑤′𝜀
𝑖 = 𝑙1𝑤′

𝑖
. . . 𝑙𝑛𝑤′

𝑖
𝐾𝑤′

𝑖
𝑟𝑛𝑤′

𝑖
. . . 𝑟𝑠+1𝑤′

𝑖
𝑟𝑠𝑤′

𝑖
. . . 𝑟1𝑤′

𝑖
, 𝜀 = ±1, 𝑠 < 𝑛, — нетрансформа из

𝑊 и {𝑤′′𝜀
𝑖 = 𝑙1𝑤′′

𝑖
. . . 𝑙𝑛𝑤′′

𝑖
𝐾𝑤′′

𝑖
𝑟𝑛𝑤′′

𝑖
. . . 𝑟𝑠+1𝑤′′

𝑖
𝑟𝑠𝑤′

𝑖
. . . 𝑟1𝑤′

𝑖
, 𝜀 = ±1} — подмножество нетранс-

форм из (𝑊 ∖ {𝑤′
𝑖}) ∪ (𝑊 ∖ {𝑤′−1

𝑖 }), правые половины которых оканчиваются подсловом
𝑟𝑠𝑤′

𝑖
. . . 𝑟1𝑤′

𝑖
, тогда если подгруппа ⟨𝑊 ⟩ ∩ 𝑟−1

1𝑤′
𝑖
. . . 𝑟−1

𝑠𝑤′
𝑖
𝐷𝑟𝑠𝑤′

𝑖
. . . 𝑟′1𝑤𝑖

= 𝐵, где 𝐷 = 𝐺1, если

𝑟𝑠+1𝑤′
𝑖
∈ 𝐺1, либо 𝐷 = 𝐺2, если 𝑟𝑠+1𝑤′

𝑖
∈ 𝐺2, 𝐷 ̸= 𝐸, то для 𝑢 ∈ 𝐵 выполняются неравенства

𝐿(𝑤′
𝑖𝑢) ≥ 𝐿(𝑤′

𝑖), 𝐿(𝑤
′
𝑖𝑢𝑤

′′𝜀
𝑖 ) ≥ 𝐿(𝑤′

𝑖).
4. Пусть 𝑤𝑖 = 𝑙1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑖 𝑙𝑠+1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑛𝑤𝑖𝐾𝑤𝑖𝑟𝑛𝑤𝑖 . . . 𝑟𝑠+1𝑤𝑖𝑟𝑠𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖 , 𝑤𝑗 = 𝑙1𝑤𝑗

. . . 𝑙𝑠𝑤𝑗 𝑙𝑠+1𝑤𝑗 . . . 𝑙𝑚𝑤𝑗𝐾𝑤𝑗𝑟𝑚𝑤𝑗 . . . 𝑟𝑠+1𝑤𝑗𝑟𝑠𝑤𝑗 . . . 𝑟1𝑤𝑗 — слова из 𝑊 , не обязательно различные,
𝑠 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, тогда не существует слова 𝑔 ̸= 1 длины меньше 2𝑠 из подгруппы, порожденной
𝑊 , такого, что если 𝑙1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑖 ̸= 𝑙1𝑤𝑗 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑗 , то

𝑔𝑤𝑖 = 𝑙1𝑤𝑗 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑗 𝑙
′
𝑠+1𝑤𝑖

. . . 𝑙′𝑛𝑤𝑖
𝐾 ′
𝑤𝑖
𝑟𝑛𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖 ,

либо если 𝑟𝑠𝑤𝑖 . . . 𝑟1𝑤𝑖 ̸= 𝑟𝑠𝑤𝑗 . . . 𝑟1𝑤𝑗 , то

𝑤𝑖𝑔 = 𝑙1𝑤𝑖 . . . 𝑙𝑛𝑤𝑖𝐾
′
𝑤𝑖
𝑟′𝑛𝑤𝑖

. . . 𝑟′𝑠+1𝑤𝑖
𝑟𝑠+1𝑤𝑗𝑟𝑠𝑤𝑗 . . . 𝑟1𝑤𝑗 ,

либо если 𝑟−1
1𝑤𝑖

. . . 𝑟−1
𝑠𝑤𝑖

̸= 𝑙1𝑤𝑗 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑗 , то

𝑔𝑤−1
𝑖 = 𝑙1𝑤𝑗 . . . 𝑙𝑠𝑤𝑗𝑟

′−1
𝑠+1𝑤𝑖

. . . 𝑟′−1
𝑛𝑤𝑖

𝐾 ′−1
𝑤𝑖

𝑙−1
𝑛𝑤𝑖

. . . 𝑙−1
1𝑤𝑖
,

либо если 𝑙−1
𝑠𝑤𝑖

. . . 𝑙−1
1𝑤𝑖

̸= 𝑟𝑠𝑤𝑗 . . . 𝑟1𝑤𝑗 , то

𝑤−1
𝑖 𝑔 = 𝑟−1

1𝑤𝑖
. . . 𝑟−1

𝑛𝑤𝑖
𝐾 ′−1
𝑤𝑖

𝑙′−1
𝑛𝑤𝑖

. . . 𝑙′−1
𝑠+1𝑤𝑖

𝑟𝑠𝑤𝑗 . . . 𝑟1𝑤𝑗 .
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3. Вспомогательные утверждения

Теорема 1. [12] Пусть 𝐺 = 𝐺1 *𝑈 𝐺2, 𝑈 обладает свойством максимальности. Тогда
любое конечное множество слов группы 𝐺 сводится к конечному специальному множеству,
соответствующему данному.

Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы 𝐺 = ⟨𝐺1 *𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩.
Множество образующих 𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖∈1,𝑁 подгруппы 𝐻 приведем к специальному. Разобьем

его следующим образом на подмножества: подмножеству𝑀0 принадлежат все нетрансформы,
а подмножеству 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, принадлежат трансформы с одинаковыми крыльями, принадле-
жащие одной подгруппе, сопряженной некоторой подгруппе из 𝐺1 или 𝐺2. С каждым из мно-
жеств 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, связана подгруппа (𝑀𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 𝐶𝑖𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, где 𝐶𝑖 — подгруппа

из 𝐺1 или 𝐺2, порожденная ядрами трансформ из 𝑀𝑖. Упорядочим (𝑀𝑖) по длинам крыльев
трансформ. Получим ряд

(𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤ . . . ≤ (𝑀𝑘) (4)

Лемма 1. [12] Ряд (4) можно преобразовать в ряд

(𝑀 ′
1) ≤ (𝑀 ′

2) . . . ≤ (𝑀 ′
𝑘′), (4′)

обладающий следующими свойствами:
1. 𝑔𝑝((𝑀0), (𝑀1), (𝑀2), . . . , (𝑀𝑘)) = 𝑔𝑝((𝑀0), (𝑀

′
1), (𝑀

′
2), . . . , (𝑀

′
𝑘′)).

2. Если подгруппе (𝑀 ′
𝑗) = 𝑟−1

1𝑗 𝑟
−1
2𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐶

′
𝑗𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟2𝑗𝑟1𝑗 принадлежит трансформа

𝑢 = 𝑟−1
1𝑗 𝑟

−1
2𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 ℎ𝑢𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟2𝑗𝑟1𝑗, где ℎ𝑢 принадлежит объединяемой подгруппе, то среди под-

групп ряда (4’) имеется подгруппа

(𝑀 ′
𝑙 ) = 𝑟−1

1𝑗 𝑟
−1
2𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛−1𝑗𝐶

′
𝑙𝑟𝑛−1𝑗 . . . 𝑟2𝑗𝑟1𝑗 ,

содержащая 𝑢.
3. Если (𝑀 ′

𝑗) = 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐶

′
𝑗𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗, (𝑀

′
𝑠) = 𝑟−1

1𝑗 . . . 𝑟
−1
𝑛𝑗 𝑟

−1
𝑛+1𝑠 . . . 𝑟

−1
𝑚𝑠𝐶

′
𝑠𝑟𝑚𝑠 . . . 𝑟𝑛+1𝑠𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗

подгруппы ряда (4’) и подгруппа (𝑀 ′
𝑗) содержит трансформу 𝑢 = 𝑟−1

1𝑗 . . . 𝑟
−1
𝑛𝑗 ℎ𝑢𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗

либо 𝑢′ = 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐾𝑢𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗, 𝐾𝑢 = 𝑟−1

𝑛+1𝑠ℎ𝑢𝑟𝑛+1𝑠, то существует подгруппа ряда (4′)

(𝑀 ′
𝑘) = 𝑟−1

1𝑗 . . . 𝑟
−1
𝑛𝑗 𝑟

−1
𝑛+1𝑠𝐶

′
𝑘𝑟𝑛+1𝑠𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗, содержащая в первом случае трансформу 𝑢, во вто-

ром — 𝑢′.
4. Если (𝑀 ′

𝑗) = 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐶

′
𝑗𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗 — подгруппа ряда (4′) и

𝑦𝜀 = 𝑙−1
1𝑦 . . . 𝑙

−1
𝑚𝑦𝐾𝑦𝑟𝑚𝑦 . . . 𝑟𝑛+1𝑦𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗 , 𝜀 = ±1,

— элемент специального множества, причем подслово 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝑟

−1
𝑛+1𝑦 не является изо-

лированной левой половиной некоторой нетрансформы 𝑤𝜀, 𝜀 = ±1, и, если подгруппа
(𝑀 ′

𝑗) содержит трансформу 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 ℎ𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗 либо трансформу 𝑟

−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐾𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗, где

𝐾 = 𝑟−1
𝑛+1𝑦ℎ𝑟𝑛+1𝑦 то существует подгруппа ряда (4′) (𝑀 ′

𝑙 ) = 𝑟−1
1𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝑟

−1
𝑛+1𝑦𝐶

′
𝑙𝑟𝑛+1𝑦𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟1𝑗,

содержащая эту трансформу.
5. Если для некоторой трансформы 𝑢 = 𝑟−1

1𝑗 𝑟
−1
2𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐾𝑢𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟2𝑗𝑟1𝑗, принадлежащей под-

группе (𝑀 ′
𝑗) = 𝑟−1

1𝑗 𝑟
−1
2𝑗 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑗 𝐶

′
𝑗𝑟𝑛𝑗 . . . 𝑟2𝑗𝑟1𝑗 и нетрансформы 𝑦 (левая половина 𝑦 изолирована)

из 𝑀0 выполняется соотношение 𝐿(𝑦
−1𝑢𝑦) ≤ 𝐿(𝑦), то существует подгруппа (𝑀 ′

𝑠) ряда (4′),
содержащая трансформу

𝑦−1𝑟−1
1𝑢 𝑟

−1
2𝑢 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑢𝐾𝑢𝑟𝑛𝑢 . . . 𝑟2𝑢𝑟1𝑢𝑦,

а если 𝐿(𝑦𝑢𝑦−1) < 𝐿(𝑦), то существует подгруппа (𝑀 ′
𝑠) из (4′), содержащая трансформу

𝑦𝑟−1
1𝑢 𝑟

−1
2𝑢 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑢𝐾𝑢𝑟𝑛𝑢 . . . 𝑟2𝑢𝑟1𝑢𝑦

−1.
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Подгруппу, порожденную специальным множеством 𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖∈1,𝑁 обозначим через
𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), где 𝑆 — подгруппа, порожденная подгруппами ряда (4′).

Определение 5. [12] Произведение 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚, где 𝑢𝑖 ̸= 1, 𝑢𝑖 ∈ 𝑊 ∪𝑊−1, 𝑖 = 1,𝑚, из
подгруппы 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) назовем словом группы 𝐺 = ⟨𝐺1 *𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩, если

1. 𝑢𝑖 ̸= 1.

2. 𝑢𝑖 ∈𝑀0 ∪𝑀−1
0 либо 𝑢𝑖 принадлежат некоторой подгруппе из ряда (4′).

3. 𝑢𝑖 ̸= 𝑢−1
𝑖+1, 𝑖 = 1,𝑚− 1.

4. 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑖 = 1,𝑚− 1, не содержатся в одной подгруппе ряда (4′).

5. В 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚 нет произведения 𝑢𝑖𝑢𝑖+1𝑢𝑖+2, 𝑖 = 1,𝑚− 2, где 𝑢𝑖 = 𝑢−1
𝑖+2, 𝑢𝑖 ∈𝑀0 ∪𝑀−1

0 ,
𝑢𝑖+1 ∈ (𝑀 ′

𝑗), 𝑢𝑖𝑢𝑖+1𝑢𝑖+2 ∈ (𝑀 ′
𝑠), где (𝑀 ′

𝑗), (𝑀
′
𝑠) из ряда (4′).

Лемма 2. [12] Всякое произведение 𝑤𝜀1𝑖1𝑤
𝜀2
𝑖2 . . . 𝑤

𝜀𝑛
𝑖𝑛 , 𝜀 = ±1, где 𝑤𝑖𝑗 — образующие подгруп-

пы ⟨𝑊 ⟩, через конечное число шагов можно привести к слову 𝑢𝑖1𝑢𝑖2 . . . 𝑢𝑖𝑚,𝑚 ≤ 𝑛, подгруппы
𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) = ⟨𝑊 ⟩.

Определение 6. [12] Будем говорить, что между словами 𝑣1 и 𝑣2 имеет место касание
первого, второго или третьего рода, если длина произведения 𝑣1𝑣2 соответственно больше,
равна или меньше максимальной из длин 𝐿(𝑣1), 𝐿(𝑣2).

Определение 7. [12] Слово 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚 будем называть простым, если

𝐿(𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚) = max{𝐿(𝑢1), 𝐿(𝑢2), . . . , 𝐿(𝑢𝑚)}

.

Лемма 3. [12] Пусть 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚 — слово из подгруппы 𝑔𝑝(𝑀0;𝑆). Тогда

𝐿(𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚) ≥ 𝐿(𝑢𝑖), 𝑖 = 1,𝑚.

Следствие 1. [12] Если в слове 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚 выполнить сокращение в группе 𝐺, то оно не
затронет, по крайней мере, левую половину слова 𝑢1.

Следствие 2. [12] Всякое слово подгруппы 𝑔𝑝(𝑀0;𝑆) может быть представлено в виде
произведения простых слов, между которыми имеет место касание первого рода.

Лемма 4. [12] Пусть 𝑊 — специальное множество слов группы 𝐺 и 𝐻 = ⟨𝑊 ⟩
— подгруппа 𝐺 и пусть 𝑤𝜀𝑖 = 𝑙1 . . . 𝑙𝑚𝐾𝑤𝑖𝑟𝑚 . . . 𝑟1 — элемент специального множества,
𝑣 = 𝑙1 . . . 𝑙𝑡, 𝑡 ≤ 𝑚, — начальное подслово левой половины 𝑤𝜀𝑖 , причем 𝑣 не является изо-
лированной левой половиной 𝑤𝜀𝑖 . Тогда если 𝐴𝑣 = 𝐻 ∩ 𝑙1 . . . 𝑙𝑡𝐴𝑗𝑙−1

𝑡 . . . 𝑙−1
1 ̸= 𝐸, где 𝐴𝑗 = 𝐺1,

если 𝑙𝑡 ∈ 𝐺2 либо 𝐴𝑗 = 𝐺2, если 𝑙𝑡 ∈ 𝐺1, то ряд (4′) содержит подгруппу (𝑀 ′
𝑠) = 𝐴𝑣.

Лемма 5. [12] Подгруппа (𝑀0), порожденная нетрансформами специального множе-
ства, свободна.

Лемма 6. [12] (𝑀0) ∩ (𝑆)𝑔𝑝(𝑀0;𝑆) = 𝐸, где 𝐸 — единичная подгруппа.

Лемма 7. Пусть 𝐺 = ⟨𝐺1 * 𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩, 𝑆 — древесное произведение подгрупп
(𝑀 ′

𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′. Если пересечение 𝐻 с любой подгруппой, сопряженной 𝑈1, 𝑈2, есть 𝐸, то
𝐻 = (𝑀0) * (𝑀 ′

1) * . . . * (𝑀 ′
𝑘′).

Доказательство непосредственно следует из строения подгруппы 𝐻 и леммы 4.
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4. Основные теоремы

Теорема 2. [13] Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина 𝐺 с дре-
весной структурой, причем для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и любой подгруппы 𝐺𝑖𝑗 выполнено равенство
𝐻 ∩ 𝑔𝐺𝑖𝑗𝑔−1 = 𝐸, то 𝐻 является свободной.

Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения, если существует алго-
ритм, позволяющий для любого элемента 𝑤 ∈ 𝐺 и любой конечно порожденной подгруппы
𝐻 < 𝐺 установить, принадлежит ли 𝑤 подгруппе 𝐻.

Теорема 3. [12] Пусть 𝐺 = ⟨𝐺1 *𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩, и (1) 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, обладают свойством
максимальности, (2) в 𝐺1, 𝐺2 разрешимы проблемы вхождения; (3) существует алгоритм,
позволяющий для любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, и любого элемента
𝑣 ∈ 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, установить, пусто или нет пересечение 𝑣𝐻 ∩𝑈𝑖; (4) существует алгоритм,
выписывающий для любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, и подгруппы 𝑈𝑖
образующие их пересечения, то в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения и существует
алгоритм, преобразующий любое конечное множество слов из 𝐺 в специальное.

Теорема 4. Существует алгоритм, позволяющий для любой конечно порожденной под-
группы 𝐻 группы Артина 𝐺 с древесной структурой, установить, является или нет еди-
ничной подгруппой 𝐸 пересечение 𝐻 с произвольной циклической подгруппой ⟨𝑤⟩ из 𝐺𝑖𝑗.

Существует алгоритм, позволяющий для любого слова 𝑣 ∈ 𝐺 и конечно порожденной
подгруппы 𝐻 выяснить, пусто или нет пересечение 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, где ⟨𝑤⟩ ∈ 𝐺𝑖𝑗.

Доказательство. Доказательство будем вести методом математической индукции.

Пусть 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑘+1, 𝑖 ̸= 𝑗, тогда 𝐺𝑖𝑗 ≃ 𝐵 = ⟨𝑥, 𝑦;𝑥2𝑘+1 = 𝑦2⟩, где изоморфизм определяется
отображением 𝑓 : 𝑎𝑖 → 𝑥𝑘+1𝑦−1, 𝑎𝑗 → 𝑦𝑥−𝑘 [14]. Доказательство будем проводить для группы
𝐵.

Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы 𝐵, ⟨𝑤⟩ < 𝐵. Будем считать, что обра-
зующие 𝐻 приведены к специальному множеству 𝐻 = 𝑞𝑝(𝑀0, 𝑆), где 𝑆 порождена подгруп-
пами ряда (4′).

Профакторизуем 𝐵 по подгруппе 𝑁 = ⟨𝑥2𝑘+1⟩. Очевидно, что 𝑁 = ⟨𝑥2𝑘+1⟩𝐵, 𝑁 < 𝐵. Полу-
чим группу 𝐵1 = 𝐵/𝑁 = ⟨𝑥, 𝑦;𝑥2𝑘+1, 𝑦2⟩. В данной группе разрешима проблема пересечения
конечно порожденных подгрупп [15] и смежного класса с циклической подгруппой [16].

Пусть 𝑤 — циклически несократимо, 𝐿(𝑤) = 1, тогда 𝑤 ∈ ⟨𝑥⟩ либо 𝑤 ∈ ⟨𝑦⟩. Допустим
𝑤 ∈ ⟨𝑥⟩, если 𝐻 ∩ ⟨𝑥⟩ ̸= 𝐸 (𝐸 — единичная подгруппа), то по лемме 4 ряд (4′) содержит
подгруппу (𝑀 ′), (𝑀 ′) = 𝐻 ∩ ⟨𝑥⟩ и 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = ⟨𝑀 ′⟩ ∩ ⟨𝑤⟩. Аналогично получаем, если 𝑤 ∈ ⟨𝑦⟩.

Пусть ∀𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘, (𝑀 ′
𝑖) = 𝐸, тогда 𝐻 — свободная подгруппа, порожденная множеством

𝑀0 по лемме 5 и 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = 𝐸 .

Пусть 𝐿(𝑤) ≥ 2, 𝑤 — циклически несократимое слово в группе 𝐵, в противном случае
добьемся циклической несократимости 𝑤, сопрягая одновременно 𝑤 и 𝐻.

Рассмотрим группу 𝐵1 = 𝐵/𝑁 = ⟨𝑥, 𝑦; : 𝑥2𝑘+1, 𝑦2⟩. Пусть Ψ — гомоморфизм 𝐵 на 𝐵1,
Ψ(𝐵) = 𝐵1. Представим 𝑤 в виде: 𝑤 = ℎ0𝑤, где Ψ(𝑤) = 𝑤, ℎ0 ∈ ⟨𝑥2𝑘+1⟩, и каждый образу-
ющий 𝑤𝑖 подгруппы 𝐻 запишем в виде 𝑤𝑖 = ℎ𝑖𝑤𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁1, ℎ𝑖 ∈ ⟨𝑥2𝑘+1⟩, Ψ(𝑤) = 𝑤. Mно-
жество {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁1

∖{𝐸} является специальным множеством образующих подгруппы Ψ(𝐻) в

группе𝐵1 = ⟨𝑥, 𝑦; : 𝑥2𝑘+1, 𝑦2⟩, которая представляет свободное произведение групп ⟨𝑥; : 𝑥2𝑘+1⟩,
⟨𝑦; : 𝑦2⟩.

Как отмечено выше, в группе 𝐵1 разрешима проблема пересечения конечно порожденных
подгрупп, поэтому можно эффективно выписать образующие пересечения ⟨𝑤⟩ ∩Ψ(𝐻).

Если 𝑤𝑖1𝑤𝑖2 . . . 𝑤𝑖𝑠 = 𝑤𝑝, то в группе 𝐵: 𝑤𝑖1𝑤𝑖2 . . . 𝑤𝑖𝑠 = 𝑥𝛼(2𝑘+1)𝑤𝑖1𝑤𝑖2 . . . 𝑤𝑖𝑠, 𝑤
𝑝 =

= 𝑥𝛽(2𝑘+1)𝑤𝑝.
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Пусть 𝐶(𝐵) ∩𝐻 = 𝐸, тогда 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = ⟨𝑤𝑝⟩ тогда и только тогда, когда 𝛼 = 𝛽.

Пусть 𝐶(𝐵) ∩𝐻 ̸= 𝐸 и 𝛼 ̸= 𝛽, тогда по лемме 4 имеем 𝐶(𝐵) ∩𝐻 = (𝑀 ′
1), где (𝑀 ′

1) — под-
группа ряда (4′), (𝑀 ′

1) = ⟨𝑥𝛼0(2𝑘+1)⟩. Чтобы проверить 𝐻 ∩⟨𝑤⟩ ≠ 𝐸, рассмотрим соотношение:

(𝑥𝛼0(2𝑘+1))𝑚(𝑥𝛼(2𝑘+1)𝑤𝑖1𝑤𝑖2 . . . 𝑤𝑖𝑠)
𝑛 = (𝑥𝛽(2𝑘+1))𝑛(𝑤𝑝)𝑛. (5)

Но 𝑤𝑝 циклически несократимо, следовательно и 𝑤𝑖1𝑤𝑖2 . . . 𝑤𝑖𝑠 — циклически несократимо,
поэтому для (5) получим:

𝛼0𝑚+ 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 (6)

Определяем пересечение 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, решая уравнение (6).
Рассмотрим теперь проблему пересечения смежного класса конечно порожденной подгруп-

пы 𝐻 с циклической подгруппой ⟨𝑤⟩ в группе 𝐵. Пусть 𝑣 — слово группы 𝐵 и 𝑣 /∈ 𝐻. Выясним,
пусто или нет пересечение 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, то есть

𝑣𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 = 𝑤𝑝 (7)

где 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 — слово подгруппы 𝐻, образующие которой приведены к специальному множе-
ству, 𝑤 — циклически несократимое слово.

Рассмотрим случай, когда 𝐿(𝑤) = 1, то есть 𝑤 = 𝑥(2𝑘+1)𝛼0𝑥𝑠, 0 ≤ 𝑠 < 2𝑘 + 1.

Если 𝐿(𝑣) > 1, то эффективно определяется слово 𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 ∈ 𝐻, максималь-
но сокращающее длину 𝑣. Покажем это, то есть постоим алгоритм, выписывающий слово
𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 из 𝐻 с данным свойством.

Рассмотрим группу 𝐺 = ⟨𝐺1 * 𝐺2;𝜑(𝑈1) = 𝑈2⟩, являющуюся свободным произведением
групп 𝐺1, : 𝐺2 с объединением, в 𝐺 выполняются условия теоремы 3.

Рассмотрим слово 𝑣 ∈ 𝐺, : 𝐿(𝑣) > 1, 𝑣 — циклически несокатимо в 𝐺 и пусть 𝐻, 𝐻 < 𝐺,
конечно порожденная подгруппа, образующие 𝑊 которой приведены к специальному множе-
ству;𝐻 = 𝑞𝑝(𝑀0, 𝑆), где𝑀0 — нетрансформы из𝑊 , 𝑆 — подгруппа порожденная подгруппами
{(𝑀 ′

𝑖)}𝑖=1,𝑘′ :

1) выделим в 𝑣 максимальное подслово 𝑔−1, 𝑣 = 𝑣1𝐾0𝑔
−1, где 𝑔 — левая половина некото-

рого 𝑤𝜖𝑗 , 𝜖 = ±1, 𝑤𝜖𝑗 ∈𝑊 ∪𝑊−1, пусть 𝐾0 ∈ 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2;

2) допустим, что 𝑔 — левая половина трансформы подгруппы (𝑀 ′
𝑠) = 𝑔𝐴′

𝑠𝑔
−1, определим

пересечение 𝐾0𝐴
′
𝑠∩𝑈𝑖; если 𝐾0𝐴

′
𝑠∩𝑈𝑖 ̸= ∅, то (𝑀 ′

𝑠) содержит трансформу 𝑔𝐾1𝑔
−1, с помощью

которой сокращаем 𝑣;

3) пусть 𝐾0𝐴
′
𝑠 ∩ 𝑈𝑖 = ∅ и 𝑔 является неизолированной левой половиной нетрансфор-

мы 𝑔𝐾2𝑔
′ ∈ 𝑀0 и пусть подгруппа (𝑀 ′

𝑠) = 𝑔𝐴′
𝑠𝑔

−1 ∈ {(𝑀 ′
𝑖)}𝑖=1,𝑘′ ; определим пересечение:

𝐾0𝐴
′
𝑠𝐾2∩𝑈𝑖 = 𝐾0𝐾2(𝐾

−1
2 𝐴′

𝑠𝐾2)∩𝑈𝑖. Если 𝐾0𝐾2(𝐾
−1
2 𝐴′

𝑠𝐾2)∩𝑈𝑖 ̸= ∅, то в этом случае длину
𝑣 умножением справа на слово 𝑔𝐾1𝑔

−1𝑔𝐾2𝑔
′ можно уменьшить;

4) пусть 𝐾0𝐴
′
𝑠𝐾2 ∩ 𝑈𝑖 = ∅; допустим, что 𝑔 является изолированной левой половиной

нетрансформы 𝑢 ∈𝑀0; если 𝑢— нетрансформа четной длины, то 𝐿(𝑣𝑢) <𝐿(𝑣); пусть 𝑢 = 𝑔𝐾1𝑔
′

— нетрансформа нечетной длины и пусть существует подгруппа (𝑀 ′
𝑠) = 𝑔−1

1 𝐴′
𝑠𝑔

′ ∈ {(𝑀 ′
𝑖)}𝑖=1,𝑘′ ;

рассмотрим пересечение 𝐾0𝐾1𝐴
′
𝑠∩𝑈𝑖; если 𝐾0𝐾1𝐴

′
𝑠∩𝑈𝑖 ̸= ∅, то производим сокращение слова

𝑣, умножая его справа на слово 𝑔𝐾1𝑔
′ · 𝑔′−1𝐾2𝑔

′.

5) пусть 𝐾0𝐾1𝐴
′
𝑠 = ∅ и 𝑀0 содержит нетрансформу 𝑔′−1𝐾3𝑔

′′. Рассмотрим пересечение
𝐾0𝐾1𝐴

′
𝑠𝐾3 ∩ 𝑈𝑖 = 𝐾0𝐾1𝐾3(𝐾

−1
3 𝐴′

𝑠𝐾3) ∩ 𝑈𝑖; если пересечение не пусто, то произведем сокра-
щение длины слова 𝑣, умножая его справа на слово 𝑔𝐾1𝑔

′ · 𝑔′−1𝐾2𝑔
′ · 𝑔′−1𝐾3𝑔

′′.

6) пусть 𝐾0𝐾1𝐴
′
3𝐾3 ∩ 𝑈𝑖 = ∅, тогда в слове 𝑣 = 𝑣1𝐾0𝑔

−1 подслово 𝐾0𝑔
−1 с помощью

преобразования (2) или (4) преобразуем, если это возможно, в подслово правой половины
либо в правую половину некоторого 𝑤𝜖𝑗 , 𝜖 = ±1, 𝑤𝑗 ∈𝑊 . Если преобразование (6) не удается
выполнить, то мы построили слово 𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑛, иначе перейдем к преобразованию (1).
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Выполнив (1)-(6) конечное число раз, построим слово 𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑛, такое, что 𝑣 ·𝑢1𝑢2 . . .
. . . 𝑢𝑛 = 𝑣′𝑢′′𝑛, где 𝑣 = 𝑣′𝑣′′, 𝑢𝑛 = 𝑢′𝑛𝑢

′′
𝑛. Используя свойства специального множества можно

показать, что длину слова 𝑣′𝑢′′𝑛 нельзя уменьшить, умножая на слова из 𝐻.
Применяя к слову 𝑣 и подгруппе 𝐻 из 𝐵 преобразования (1)-(6), получим слово 𝑣′𝑢′′𝑛. Если

𝐿(𝑣′𝑢′′𝑛) >1, то 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = ∅.
Пусть 𝐿(𝑣′𝑢′′𝑛) = 1, то есть 𝑣′𝑢′′𝑛 = 𝑥𝑡𝑥(2𝑘+1)𝛾0 , и ряду (4′) принадлежит подгруппа

(𝑀) = ⟨𝑥𝛽 · 𝑥(2𝑘+1)𝛾1⟩, где 0 ≤ 𝛽<2𝑘 + 1. Тогда

𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = (𝑣′𝑢′′𝑛)(𝑀) ∩ ⟨𝑤⟩ (8)

Из (8) следует соотношение:

𝑥𝑡𝑥(2𝑘+1)𝛾0 · (𝑥𝛽𝑥(2𝑘+1)𝛾1)𝑚 = (𝑥𝑠𝑥(2𝑘+1)𝛼0)𝑛 (9)

из которого получаем:

𝑡+ (2𝑘 + 1)𝛾0 + (𝛽 + (2𝑘 + 1)𝛾1)𝑚 = (𝑠+ (2𝑘 + 1)𝛼0) · 𝑛 (10)

Из решения уравнения (10) относительно 𝑚,𝑛 выясняем справедливы ли равенства (9) и (8).
Пусть 𝐶(𝐵)∩𝐻 = 𝐸, тогда подгруппа 𝐻 свободна и порождается множеством𝑀0. Данный

случай сводится к проблеме вхождения 𝑣′𝑢′′ в циклическую подгруппу ⟨𝑤⟩.
Рассмотрим теперь случай, когда 𝐿(𝑤)>1. В этом случае проверяем, справедливо ли ра-

венство (7) в группе 𝐵1. Обозначим: Ψ(𝑣) = 𝑣, Ψ(𝑤) = 𝑤, Ψ(𝐻) = 𝐻, Ψ(𝑢1 . . . 𝑢𝑘) = Ψ(𝑢1) . . .
. . .Ψ(𝑢𝑘) = 𝑢1 . . . 𝑢𝑘.

Из ранее сказанного следует, что можно эффективно установить в группе 𝐵1 пусто или не
пусто пересечение 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, то есть справедливо ли в 𝐵1 равенство:

𝑣𝑢1 . . . 𝑢𝑘 = 𝑤𝑝 (11)

Так как слово 𝑤 циклически несократимо, то циклически несократимо слово 𝑇 = 𝑣𝑢1 . . . 𝑢𝑘.
Пусть слову 𝑇 в группе 𝐵 соответствует слово 𝑥(2𝑘+1)𝛽0𝑇 , а 𝑤𝑝 — 𝑥(2𝑘+1)𝛼0𝑤𝑝. Тогда (11) в
группе 𝐵 соответствует равенство

𝑐𝑥(2𝑘+1)𝛽0𝑇 = 𝑥(2𝑘+1)𝛼0𝑤𝑝, (12)

где 𝑐 ∈ 𝐶(𝐵).
Пусть 𝐶(𝐵) ∩𝐻 = 𝐸, тогда 𝑐 = 1 и соотношение (12) имеет место, если 𝛽0 = 𝛼0.
Пусть 𝐶(𝐵) ∩ 𝐻 ̸= 𝐸, тогда среди подгрупп ряда (4′) по лемме 4 содержится подгруппа

(𝑀) = 𝐶(𝐵) ∩ 𝐻, (𝑀) = ⟨𝑥(2𝑘+1)𝛾0⟩.
Пусть 𝛼0 ̸= 𝛽0. Выясним, существуют ли 𝑚, 𝑛 и 𝑐 ∈ (𝑀) такие, что

(𝑥(2𝑘+1)𝛽0𝑇 )𝑚(𝑥(2𝑘+1)𝛾0)𝑛 = (𝑥(2𝑘+1)𝛼0𝑤𝑝)
𝑚, (13)

из которого получаем:
𝛽0𝑚+ 𝛾0𝑛 = 𝛼0𝑚, (14)

из решения уравнения (14) получаем (13).
Пусть 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 > 1. Тогда 𝐺 ≃ ⟨𝑡, 𝑥; 𝑡𝑥𝑘𝑡−1 = 𝑥𝑘⟩, где изоморфизм определяется

отображением 𝑓 : 𝑎𝑖 → 𝑡, 𝑎𝑗 → 𝑥𝑡−1 [15]. Существование первого алгоритма следует из работы
[13]. Из работы [18] следует существование второго алгоритма.

Пусть𝑚𝑖𝑗 = 2, 𝑖 ̸= 𝑗, тогда𝐺𝑖𝑗 является абелевой. В данном случае доказательство теоремы
очевидно.

Рассмотрим группу 𝐺 = ⟨𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎′𝑗 , 𝑎𝑘; ⟨𝑎𝑖𝑎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , ⟨𝑎′𝑗𝑎𝑘⟩𝑚𝑗𝑘 = ⟨𝑎𝑘𝑎′𝑗⟩𝑚𝑘𝑗 , 𝑎𝑗 = 𝑎′𝑗⟩,
которую далее будем обозначать 𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *⟨𝑎𝑗⟩ 𝐺𝑗𝑘.
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Пусть 𝐻 < 𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *⟨𝑎𝑗⟩ 𝐺𝑗𝑘, причем 𝐻 — конечно порожденная подгруппа. Пусть слово
𝑤 ∈ 𝐺𝑖𝑗 , 𝑤 ̸= 1. Докажем, что существует алгоритм, выписывающий образующие 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩.
Приведем образующие подгруппы 𝐻 к специальному виду 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), где множество 𝑆
порождено подгруппами ряда (4′). Выясним, существует ли в множестве подгрупп ряда (4′):
(𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤ . . . ≤ (𝑀𝑘), подгруппа, содержащаяся в 𝐺𝑖𝑗 . Допустим (𝑀1) < 𝐺𝑖𝑗 , подгруппа
(𝑀1) находится в начале ряда (4′) и состоит из трансформ с крыльями, равными 1. Тогда
определяем пересечение (𝑀1) ∩ ⟨𝑤⟩ = 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩.

Покажем теперь существование второго алгоритма. Пусть 𝐻 < 𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *⟨𝑎𝑗⟩𝐺𝑗𝑘 и 𝑣 ∈ 𝐺 —
произвольное слово, причем 𝑣 не принадлежит 𝐻. Hайдем пересечение 𝑣𝐻∩⟨𝑤⟩, где ⟨𝑤⟩ ⊂ 𝐺𝑖𝑗 .

Рассмотрим слово 𝑢 ∈ 𝐻,𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑛. Используя преобразования 1)-6), через конечное
число шагов построим приведенное слово 𝑣𝑢. Если 𝐿(𝑣𝑢) > 1, то пересечение 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ пу-
сто. Если 𝐿(𝑣𝑢) = 1, 𝑣𝑢 ∈ 𝐺𝑖𝑗 , выясним существует ли среди подгрупп (𝑀𝑖) = 𝑔−1

𝑖 𝐴𝑖𝑔𝑖 ряда
(4′) подгруппа с единичными крыльями (𝑀𝑠1) = 𝐴𝑠1 < 𝐺𝑖𝑗 , и рассматриваем пересечение
𝑣𝑢(𝑀𝑠1) ∩ ⟨𝑤⟩. Возможно, что подгруппа ⟨𝑤⟩ принадлежит объединяемой подгруппе.

Рассмотрим этот случай подробнее. Итак, ⟨𝑤⟩ = ⟨𝑎𝑡𝑗⟩.
Пусть 𝐿(𝑣) = 1, 𝑣 ∈ 𝐺𝑖𝑗 . Выясним, будет ли 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ ≠ ∅, либо 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = ∅. Пусть

𝐻∩𝐺𝑖𝑗 ̸= 𝐸, тогда ряду (4′) принадлежит подгруппа (𝑀𝑖), (𝑀𝑖) = 𝐻∩𝐺𝑖𝑗 (лемма 4) и проблема
пресечения 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = 𝑣(𝑀𝑖) ∩ ⟨𝑤⟩. Данный случай рассмотрен выше. Если 𝐻 ∩ 𝐺𝑖𝑗 = 𝐸, то
𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ = ∅. Пусть 𝑣 ∈ 𝐺𝑗𝑘. Выясним, будет ли выполняться соотношение 𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩ ≠ ∅.

Если 𝐻 ∩ 𝐺𝑗𝑘 ̸= 𝐸, то 𝐻 ∩ 𝐺𝑗𝑘 = (𝑀 ′
𝑗) — подгруппа ряда (4′). Выясним пусто или не

пусто пересечение 𝑣(𝑀 ′
𝑗) ∩ ⟨𝑎𝑘⟩. Допустим, что 𝑣𝑢 = 𝑎𝑚𝑘 , 𝑢 ∈ (𝑀 ′

𝑗), при этом 𝑎𝑚𝑘 /∈ 𝐻, так как
в противном случае 𝑣 ∈ 𝐻. Пусть 𝐻 ∩ 𝐺𝑖𝑗 ̸= 𝐸, 𝐻 ∩ 𝐺𝑖𝑗 = (𝑀𝑖), рассматриваем пересечение
𝑎𝑚𝑘 (𝑀𝑖) ∩ ⟨𝑤⟩. Пусть получили, что 𝑎𝑚𝑘 (𝑀𝑖) ∩ ⟨𝑤⟩ = ∅.

Допустим, что 𝑀0 содержит нетрансформу 𝑙ℎ0𝑟, 𝐿(𝑙ℎ0𝑟) = 2, 𝑙 ∈ 𝐺𝑗𝑘, 𝑟 ∈ 𝐺𝑖𝑗 , ℎ0 ∈ ⟨𝑎𝑘⟩,
такую, что

𝑣𝑢(𝑙ℎ0𝑟) = ℎ′𝑟,

где 𝑢 ∈ (𝑀 ′
𝑗), ℎ

′ ∈ ⟨𝑎𝑘⟩ (𝑢 может быть равно единице). Заметим, что 𝑢, ℎ′ могут быть эффек-
тивно вычислены подобно тому, как это показано выше.

Пусть 𝐻 ∩𝐺𝑖𝑗 ̸= 𝐸, тогда 𝐻 ∩𝐺𝑖𝑗 = (𝑀𝑖), (𝑀𝑖) принадлежит ряду (4′), определяем пере-
сечение ℎ′𝑟(𝑀𝑖) ∩ ⟨𝑤⟩; в группе 𝐺𝑖𝑗 данная проблема алгоритмически разрешима.

Для определения пересечения смежного класса 𝑣𝐻, 𝐿(𝑣) = 1 с циклической подгруппой
⟨𝑎𝑗⟩ рассуждения аналогичны.

Если 𝑣𝑢(𝑀𝑠1) ∩ ⟨𝑤⟩ = 𝐸, аналогичные рассуждения нужно провести для ⟨𝑤⟩ ∈ 𝐺𝑗𝑘, если
𝑣𝑢 ∈ 𝐺𝑗𝑘.

Имея базу индукции, предполагаем, что утверждение справедливо для группы 𝐺, имеющей
меньше 𝑛 сомножителей в графе Γ, и докажем для 𝑛 сомножителей.

Покажем, что существует алгоритм, позволяющий для любой конечно порожденной под-
группы 𝐻 группы Артина 𝐺 с древесной структурой, установить пересечение 𝐻 с произволь-
ной циклической подгруппой ⟨𝑤⟩ из 𝐺𝑖𝑗 . Более того, существует алгоритм, позволяющий для
любого слова 𝑣 ∈ 𝐺 и конечно порожденной подгруппы𝐻 выяснить, пусто или нет пересечение
𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, где ⟨𝑤⟩ из 𝐺𝑖𝑗 . Выделим в дереве Γ группы 𝐺 ребро 𝑒𝑖, которое связывает графы Γ𝑖
и Γ𝑗 , где 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 — вершины ребра 𝑒𝑖, причем вершине 𝑣𝑖 соответствует группа 𝐺𝑖𝑗 ∈ 𝐺Γ𝑖

. Вер-
шине 𝑣𝑗 соответствует группа 𝐺𝑗𝑘, группы 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺𝑗𝑘 объединены по циклической подгруппе
⟨𝑎𝑗⟩.

Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа, такая что 𝐻 < 𝐺 = 𝐺Γ𝑖
*⟨𝑎𝑗⟩ 𝐺Γ𝑗

. Для под-
групп 𝐺Γ𝑖

и 𝐺Γ𝑗
выполняются все условия теоремы 1, а следовательно образующие под-

группы 𝐻 можно привести к виду 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), где 𝑆 порождена подгруппами ряда
(𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤ . . . ≤ (𝑀𝑘). Выберем слово 𝑤 ∈ 𝐺Γ𝑖

, 𝑤 ̸= 1, 𝑤 ∈ 𝐺𝑖𝑗 < 𝐺Γ𝑖
, и рассмот-

рим существование алгоритма, выписывающего пересечение 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩. Выясняем существует
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ли в 𝑆 подгруппа (𝑀𝑠1), состоящая из трансформ длины 1, которая содержится в 𝐺Γ𝑖
. Ис-

пользуя индуктивное предположение, определяем пересечение (𝑀𝑠1) ∩ ⟨𝑤⟩. Таким образом,
(𝑀𝑠1) ∩ ⟨𝑤⟩ = 𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩.

Пусть подгруппа 𝐻 < 𝐺 и слово 𝑣 ∈ 𝐺, причем 𝑣 не принадлежит 𝐻. Найдем пересечение
𝑣𝐻 ∩ ⟨𝑤⟩, ⟨𝑤⟩ < 𝐺𝑖𝑗 , где группа 𝐺𝑖𝑗 соответствует вершине 𝑣𝑖 графа Γ. Приведем образую-
щие подгруппы 𝐻 к специальному множеству: 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), где множество 𝑆 порождено
подгруппами ряда (4′). Возьмем произвольное слово 𝑢 ∈ 𝐻, перепишем его в специальных
образующих 𝑢 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑛, выясним, в каких случаях в произведении 𝑣𝑢 будут проходить
сокращения, как в случае группы 𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *⟨𝑎𝑗⟩ 𝐺𝑗𝑘. В результате через конечное число ша-
гов построим слово 𝑣𝑢. Если 𝐿(𝑣𝑢) = 1, 𝑣𝑢 ∈ 𝐺Γ𝑖

выясняем существует ли среди подгрупп

(𝑀𝑖) = 𝑔−1
𝑖 𝐴𝑖𝑔𝑖 ряда (4′) подгруппа (𝑀𝑠1) = 𝐴𝑠1 < 𝐺Γ𝑖

и рассматриваем 𝑣𝑢(𝑀𝑠1) ∩ ⟨𝑤⟩.
Таким образом, теорема доказана.

Теорема 5. Существует алгоритм, позволяющий всякое конечное множество слов
𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖∈1,𝑁 группы Артина 𝐺 с древесной структурой привести к конечному специаль-
ному, порождающему ту же подгруппу.

В группе Артина 𝐺 с древесной структурой разрешима проблема вхождения.

Доказательство. Заметим, что условие (1) теоремы 3 выполняется всегда. Выполнение
условия (2) следует из работ [18] и [19]. Условия (3)-(4) выполняются на основе теоремы 4.

Теорема 6. Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина 𝐺 с древес-
ной структурой, причем пересечение 𝐻 с любой подгруппой, сопряженной ⟨𝑎𝑖⟩, 𝑖 = 1, 𝑛, есть
единичная подгруппа, тогда существует алгоритм, описывающий процесс построения сво-
бодных подгрупп в 𝐻.

Доказательство. 1. Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа двупорожденной груп-
пы Артина 𝐺𝑖𝑗 .

Если 𝑚𝑖𝑗 = 2, 𝑖 ̸= 𝑗, тогда 𝐺𝑖𝑗 абелева. Так как 𝐻 не может быть ни подгруппой из ⟨𝑎𝑖⟩, ни
подгруппой из ⟨𝑎𝑗⟩, то 𝐻 = ⟨𝑎𝑙𝑏𝑚⟩, 𝑙 ̸= 0,𝑚 ̸= 0.

Рассмотрим группу Артина большого типа 𝐺𝑖𝑗 , то есть 𝑚𝑖𝑗 ≥ 3, 𝑖 ̸= 𝑗.
Пусть 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑘 + 1, 𝑖 ̸= 𝑗, тогда 𝐺𝑖𝑗 ≃ 𝐵 = ⟨𝑥, 𝑦;𝑥2𝑘+1 = 𝑦2⟩, где изоморфизм опреде-

ляется отображением 𝑓 : 𝑎𝑖 → 𝑥𝑘+1𝑦−1, 𝑎𝑗 → 𝑦𝑥−𝑘. Так как 𝐺𝑖𝑗 является свободным произ-
ведением с объединением, то множество образующих 𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁 подгруппы 𝐻 приведем
к специальному. Из леммы 5 получаем, что подгруппа (𝑀0), порожденная нетрансформа-
ми специального множества, свободна. Допустим, что существует только одна из подгрупп
(𝑀 ′

𝑖), 𝑖 ∈ 1, 𝑘′ из 4′, тогда в качестве свободной подгруппы возьмем (𝑀0) ̸= 𝐸. Если (𝑀0) = 𝐸,
то свободной берем подгруппу (𝑀 ′

𝑖), 𝑖 ∈ 1, 𝑘′. Если таких подгрупп несколько, то рассмотрим
подгруппу 𝑇 = (𝑀 ′

1) *𝑁 ′
1
(𝑀 ′

2) *𝑁 ′
2
. . . *𝑁 ′

𝑘′−1
(𝑀 ′

𝑘′), где 𝑁
′
𝑖 , 𝑖 ∈ 1, 𝑘′ − 1, — подгруппы из цен-

тра и (𝑀 ′
𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 𝐶𝑖𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, где 𝐶𝑖 — подгруппы из ⟨𝑥⟩ или ⟨𝑦⟩, порожденные

ядрами трансформ вида 𝑥±𝑡, 1 ≤ 𝑡 < 2𝑘 + 1, или 𝑦±1. Профакторизуем 𝐵 по нормальному
делителю 𝑁 =< 𝑥2𝑘+1 >𝐵. Получим группу 𝐵1 = 𝐵/𝑁 = ⟨𝑥, 𝑦;𝑥2𝑘+1, 𝑦2⟩. В образе подгруппы
𝑇 ′ = (𝑀 ′′

1 )* (𝑀 ′′
2 )* . . .* (𝑀 ′′

𝑘′) возьмем любую конечно порожденную подгруппу 𝐿. Приведем ее
образующие к специальному множеству (нильсеновским образующим) аналогично описанно-
му в определении 4. Выделим в 𝐿 свободную подгруппу 𝑃 аналогично тому, как выделялась
(𝑀0). По теореме Куроша [3] 𝐿 представляет собой свободное произведение свободной группы
𝑃 и групп, которые сопряжены с подгруппами свободных множителей (𝑀 ′′

𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑘′, группы
𝑇 ′. Возьмем свободную группу 𝑃 , а остальные группы отбросим. Восстановим 𝑃 в группе 𝐺𝑖𝑗 .
К ее образующим добавятся только элементы из центра. Поэтому в 𝐺𝑖𝑗 она будет свободна.
Присоединим ее к (𝑀0). Обозначим рассматриваемую свободную подгруппу группы 𝐺𝑖𝑗 через
(𝑀 ′

0).
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Пусть 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗. Тогда 𝐺 ≃ 𝐵 = ⟨𝑡, 𝑥; 𝑡𝑥𝑘𝑡−1 = 𝑥𝑘⟩, где изоморфизм определяется
отображением 𝑓 : 𝑎𝑖 → 𝑡, 𝑎𝑗 → 𝑥𝑡−1. Так как 𝐺𝑖𝑗 является 𝐻𝑁𝑁 -расширением, то множество
образующих 𝑊 = {𝑤𝑖}, 𝑖 = 1, 𝑁, подгруппы 𝐻 приведем к специальному [12], аналогично
указанному выше. Вновь разобьем специальное множество на подмножество 𝑀0, которому
принадлежат все нетрансформы, и подмножества 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, которым принадлежат транс-
формы с одинаковыми крыльями. Для специального множества выполняются леммы 1-3, 5,6 и
𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), 𝑆 — древесное произведение подгрупп (𝑀 ′

𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′, как в лемме 1. Подгруп-
па (𝑀0), порожденная нетрансформами специального множества, свободна. Далее свободные
подгруппы строим как в случае 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑘 + 1, используя при необходимости фактор-группу
𝐵/𝑁 = ⟨𝑡, 𝑥;𝑥𝑘⟩ группы 𝐵 по нормальному делителю 𝑁 = ⟨𝑥𝑘⟩𝐵. В этом случае аналогично
получим свободную подгруппу (𝑀 ′

0).

2. Пусть теперь 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина ̃︀𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *⟨𝑎𝑗⟩ 𝐺𝑗𝑘
с древесной структурой, удовлетворяющая условиям теоремы. Приведем множество образу-
ющих 𝑊 = {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁 подгруппы 𝐻 к специальному как описано выше. 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), 𝑆 —

древесное произведение подгрупп (𝑀 ′
𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′, из (4′).

Подгруппа (𝑀0), порожденная нетрансформами специального множества, по лемме 5 сво-
бодна.

Подгруппы (𝑀 ′
𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′, имеют вид (𝑀 ′

𝑖) = 𝑟−1
1𝑖 𝑟

−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 𝐶𝑖𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, где 𝐶𝑖 — подгруп-

пы из 𝐺𝑖𝑗 , либо 𝐶𝑖 — подгруппы из 𝐺𝑗𝑘.
Для подгрупп 𝐶𝑖 выполним пункт 1, рассмотренный ранее для группы 𝐺𝑖𝑗 .
Таким образом, мы эффективно выделим в каждой подгруппе 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘′, свободную

часть, которую обозначим (𝑀 ′
0𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′. Присоединим к (𝑀 ′

0) подгруппы (𝑀 ′′
0𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . .

. . . 𝑟−1
𝑛𝑖 (𝑀

′
0𝑖)𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘′, образующие которых мы можем выписать. Для данного слу-

чая теорема справедлива. Кроме того, свободная часть по лемме 7 будет иметь вид

(𝑀̃0) = (𝑀 ′
0) * (𝑀 ′′

01) * . . . * (𝑀 ′′
0𝑘′). (15)

3. Рассмотрим конечно порожденную группу Артина с древесной структурой 𝐺, представ-
ленную в виде свободного произведения двупорожденных групп Артина, объединенных по
циклическим подгруппам:

𝐺 = ⟨
𝑛∏︁
𝑠=1

*𝐺𝑠; 𝑎𝑖𝑚 = 𝑎𝑗𝑘 , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 𝑛}⟩

.
В данном случае группе Артина 𝐺 соответствует дерево - граф Γ такой, что, вершинам гра-

фа Γ соответствуют группы Артина на двух образующих 𝐺𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ; ⟨𝑎𝑖𝑎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖⟩, а
ребру 𝑒, соединяющему вершины, соответствующие 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺𝑗𝑘, — циклическая подгруппа ⟨𝑎𝑗⟩.
Рассмотрим древесное произведение 𝑛 − 1 сомножителей, которому соответствует связный
дерево-граф Γ𝑛−1,Γ𝑛−1 ⊂ Γ. Обозначим группу, соответствующую графу Γ𝑛−1, через 𝐺𝑛−1.
Пусть 𝑛-ый сомножитель, подгруппа 𝐺𝑥𝑦, соответствует конечной вершине дерева-графа Γ,
которая связана с графом Γ𝑛−1 ребром 𝑒𝑡. При этом ребру 𝑒𝑡 соответствует циклическая под-
группа < 𝑎𝑥 >. Таким образом, группа 𝐺 представлена как свободное произведение двух групп
𝐺𝑛−1 и 𝐺𝑥𝑦, объединенных по циклической подгруппе < 𝑎𝑥 >, то есть 𝐺 = 𝐺𝑛−1 *<𝑎𝑥> 𝐺𝑥𝑦.

Пусть 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина 𝐺 с древесной структурой.
Тогда 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), 𝑆 — древесное произведение подгрупп (𝑀 ′

𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′, как в лемме 1,
где (𝑀0) принадлежит свободной части подгруппы 𝐻. Отделим ее и рассмотрим подгруппы
(𝑀 ′

𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘′. Они имеют вид (𝑀 ′
𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 𝐶𝑖𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘′, где выполняется

одно из условий:
3.1. 𝐶𝑖 — подгруппы из 𝐺𝑥𝑦. В данном случае воспользуемся пунктом 1 и присоединим

свободную часть 𝑟−1
1𝑖 𝑟

−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 (𝑀

′
0𝑖)𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖 к (𝑀 ′

0).
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3.2. 𝐶𝑖 — подгруппы из 𝐺𝑛−1. Рассмотрим конечно порожденную группу Артина с дре-
весной структурой 𝐺𝑛−1, представленную в виде свободного произведения двупорожденных
групп Артина, объединенных по циклическим подгруппам:

𝐺𝑛−1 = ⟨
𝑛−1∏︁
𝑠=1

*𝐺𝑠; 𝑎𝑖𝑚 = 𝑎𝑗𝑘 , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 𝑛− 1⟩

.
В этом случае группе Артина 𝐺𝑛−1 соответствует дерево - граф Γ𝑛−1 так, что, вершинам

графа Γ𝑛−1 соответствуют группы Артина на двух образующих 𝐺𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ; ⟨𝑎𝑖𝑎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 =
= ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖⟩, а ребру 𝑒, соединяющему вершины, соответствующие 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺𝑗𝑘, — циклическая
подгруппа ⟨𝑎𝑗⟩.

Рассмотрим древесное произведение 𝑛−2 сомножителей, которому соответствует связный
дерево-граф Γ𝑛−2,Γ𝑛−2 ⊂ Γ𝑛−1. Группу, соответствующую графу Γ𝑛−2 обозначим через 𝐺𝑛−2.
Пусть (𝑛−1)-ый сомножитель, подгруппа 𝐺𝑣𝑧, соответствует конечной вершине дерева - графа
Γ𝑛−1, которая связана с графом Γ𝑛−2 ребром 𝑒𝑝. При этом ребру 𝑒𝑝 соответствует циклическая
подгруппа ⟨𝑎𝑣⟩. Таким образом, группа 𝐺𝑛−1 представлена как свободное произведение двух
групп 𝐺𝑛−2 и 𝐺𝑣𝑧, объединенных по циклической подгруппе ⟨𝑎𝑣⟩, то есть 𝐺𝑛−1 = 𝐺𝑛−2*⟨𝑎𝑣⟩𝐺𝑣𝑧.

Для группы 𝐺𝑛−1 справедливы теоремы 1–4 и леммы 1–7.
К подгруппам 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘′, применим выше изложенные рассуждения и присоединим к

𝑀 ′
0 свободные части, сопряженные (𝑀 ′

0𝑖), то есть (𝑀 ′′
0𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 (𝑀

′
0𝑖)𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖. По

лемме 7 имеем (𝑀 ′
0) * (𝑀 ′′

01) * . . . * (𝑀 ′′
0𝑘′).

Далее (𝑀 ′
𝑙𝑖) = 𝑟−1

1𝑖 𝑟
−1
2𝑖 . . . 𝑟

−1
𝑛𝑖 𝐶𝑙𝑖𝑟𝑛𝑖 . . . 𝑟2𝑖𝑟1𝑖, где 𝐶𝑙𝑖 — подгруппы из 𝐺𝑣𝑧, либо 𝐶𝑙𝑖 — под-

группы из 𝐺𝑛−2. Теперь рассуждения аналогичны 3.1, 3.2. Либо на данном шаге происходит
остановка, либо мы переходим к группе 𝐺𝑛−3, и так далее. Через конечное число таких шагов
получим подгруппы, являющиеся подгруппами из свободного произведения двух сомножите-
лей вида ̃︀𝐺, для которых в пункте 2 доказано, что можно эффективно выделить свободную
часть.

На последнем шаге свободная часть есть свободное произведение (𝑀̃0) из (15). (𝑀̃0) как
свободный множитель присоединим к свободному произведению свободной части предпослед-
него шага. Таким образом, свободная часть подгруппы 𝐻 представляет собой свободное про-
изведение свободных частей каждого шага.

5. Заключение

В настоящей работе доказана теорема о подгруппах для групп Артина с древесной струк-
турой: если 𝐻 — конечно порожденная подгруппа группы Артина 𝐺 с древесной структурой,
причем пересечение 𝐻 с любой подгруппой, сопряженной ⟨𝑎𝑖⟩, 𝑖 = 1, 𝑛, есть единичная под-
группа, то существует алгоритм, описывающий процесс построения свободных подгрупп в 𝐻.

В процессе доказательства использовались приведение множества образующих к специ-
альному множеству, представление подгруппы в виде свободного произведения групп, задание
группы с помощью графа.

Автор благодарит доктора физико-математических наук, профессора В. Н. Безверхнего за
внимание к работе.
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