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Аннотация

В работе изучаются алгебраические структуры, возникающие относительно операции
умножения двух множеств натуральных чисел. Основными объектами изучения выступа-
ют моноид MN моноидов натуральных чисел и моноид SN произведений произвольных
подмножеств натурального ряда. Также моноидом будет SN* = SN ∖ {∅}.

Важным свойством этих моноидов является тот факт, что множество всех идемпо-
тентов в моноиде SN, кроме нулевого элемента, совпадает с множеством идемпотентов
моноида SN* и образует моноид MN.

Наличие такого факта позволило рассмотреть порядок. Относительно порядка 𝐴 6 𝐵
и бинарных операций inf, sup моноид MN является не модулярной, полной А-решёткой.

В работе различаются понятия А-решётки как объекта общей алгебры и Т-решётки
как объекта теории чисел и геометрии чисел.

В работе определена структура полного метрического пространства с неархимедовой
метрикой на моноиде SN. Это позволило доказать теорему о сходимости последовательно-
сти рядов Дирихле по сходящимся последовательностям натуральных чисел.

Если рассмотреть произведение двух дзета-функций моноидов натуральных чисел, то
оно будет дзета-функцией моноида натуральных чисел только тогда, когда эти моноиды
взаимно просты. В общем случае их произведение будет рядом Дирихле с натуральными
коэффициентами по моноиду, равному произведению моноидов сомножителей. Этот мо-
ноид, порожденный дзета-функциями моноидов натуральных чисел, обозначается через
MD. Показано что моноиды MN и MD неизоморфны.

В работе определены две малые категорииℳ𝒩 и 𝒮𝒩 и изучены некоторые их свойства.

1Работа подготовлена по грантам РНФ № 22-21-00544 и № 22-11-00052.
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Abstract

The paper studies algebraic structures arising with respect to the multiplication operation
of two sets of natural numbers. The main objects of study are the monoid MN of monoids of
natural numbers and the monoid SN of products of arbitrary subsets of a natural series. Also,
the monoid will be SN* = SN ∖ {∅}.

An important property of these monoids is the fact that the set of all idempotents in the
monoid SN except for the zero element coincides with the set of idempotents of the monoid SN*

forms the monoid MN.
The presence of such a fact allowed us to consider the order. With respect to the order of

𝐴 6 𝐵 and binary operations inf, sup the monoid MN is an irregular, complete A-lattice.
The paper distinguishes the concepts of A-lattice as an object of general algebra and T-

lattice as an object of number theory and geometry of numbers.

2The work was prepared under RSF grants No. 22-21-00544 and No. 22-11-00052.



104 М. Н. Добровольский, Н. Н. Добровольский, Н. М. Добровольский, И. Б. Кожухов. . .

The paper defines the structure of a complete metric space with a non-Archimedean metric
on the monoid SN. This made it possible to prove a theorem on the convergence of a sequence
of Dirichlet series over convergent sequences of natural numbers.

If we consider the product of two zeta functions of monoids of natural numbers, then it will
be a zeta function of a monoid of natural numbers only when these monoids are mutually simple.
In general, their product will be a Dirichlet series with natural coefficients over a monoid equal
to the product of the monoids of the cofactors. This monoid generated by the zeta functions of
the monoids of natural numbers is denoted by MD. It is shown that the monoids MN and MD
are non-isomorphic.

The paper defines two small categories ℳ𝒩 and 𝒮𝒩 and studies some of their properties.

Keywords: a monoid of natural numbers, a lattice by a monoid of natural numbers, a metric
space of subsets of a natural series, a zeta function of a monoid, a Dirichlet series, a small
category of monoids of natural numbers.
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1. Введение

В работах [3] – [14] был заложен фундамент теории дзета-функции моноидов натуральных
чисел. Нетрудно понять, что множество всех моноидов натуральных чисел образует мульти-
пликативный моноид, мощность которого континуум. Этот мультипликативный моноид будем
обозначать через MN.

Очевидно, что этот моноид является подмоноидом моноида SN — моноида произведений
произвольных подмножеств натурального ряда.

Одним из наиболее важных примеров моноидов натуральных чисел является моноид зна-
чений норм точек решётки, повторяющейся умножением. Как следует из монографии Б. Н. Де-
лоне и Д. К. Фаддеева [2], наиболее интересный пример получается при рассмотрении решётки,
для которой координаты точек являются наборами сопряжённых целых алгебраических чисел
чистовещественного алгебраического поля степени размерности решётки.

Так как термин решётка в нашей работе встречается в двух смыслах, то мы будем раз-
личать А-решётки как объекты общей алгебры и Т-решётки как объекты теории чисел и
геометрии чисел. Таким образом, все решётки из предыдущего абзаца в данной работе бу-
дут называться Т-решётками, а решётки моноидов натуральных чисел будут называться А-
решётками.

Будем говорить, что два множества натуральных чисел 𝐴 и 𝐵 взаимно просты, если для
любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝐵 выполнено (𝑎, 𝑏) = 1. В этом случае будем писать (𝐴,𝐵) = 1. Ясно, что
если (𝐴,𝐵) = 1, то либо 𝐴

⋂︀
𝐵 = ∅, либо 𝐴

⋂︀
𝐵 = {1}. Если 𝐴 и 𝐵 взаимно простые моноиды,

то 𝐴
⋂︀
𝐵 = {1}.

Для любого множества 𝐴 натуральных чисел дзета-функция 𝜁(𝐴|𝛼) определяется равен-
ством

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐴). (1)

Если множество 𝐴 конечное, то равенство (1) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) на всей ком-
плексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство (1) задает дзета-функцию
𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка
и 0 6 𝜎𝐴 6 1, так как это следует из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼) (см. [16],
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[17]). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд абсолютно сходится, а при 𝜎 > 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд
равномерно сходится.

Если рассмотреть произведение двух дзета-функций моноидов натуральных чисел, то оно
будет дзета-функцией моноида натуральных чисел только тогда, когда эти моноиды взаимно
просты. В общем случае их произведение будет рядом Дирихле с натуральными коэффи-
циентами по моноиду, равному произведению моноидов сомножителей. Будем этот моноид,
порожденный дзета-функциями моноидов натуральных чисел, обозначать через MD.

Как будет показано ниже, моноиды MN и MD неизоморфны.

Аналогично, произведение двух дзета-функций двух множеств натуральных чисел будет
дзета-функцией множества натуральных чисел только тогда, когда эти множества взаимно
просты. В общем случае их произведение будет рядом Дирихле с натуральными коэффи-
циентами по множеству натуральных чисел, равному произведению множеств сомножителей.
Будем этот моноид, порожденный дзета-функциями множеств натуральных чисел, обозначать
через SD.

Цель настоящей работы — заложить основы теории моноидов MN, SN, MD и SD и рас-
смотреть категории, соответствующие этим моноидам.

2. Основные свойства моноида моноидов натуральных чисел

Как известно, подмножество 𝑀 натурального ряда N является мультипликативным моно-
идом, если 1 ∈ 𝑀 и множество 𝑀 замкнуто относительного операции обычного умножения:
𝑎 · 𝑏 ∈𝑀 для любых 𝑎, 𝑏 ∈𝑀 .

Все моноиды 𝑀 натурального ряда являются бесконечными счётными множествами, кро-
ме одного 𝐼 = {1}.

Множество MN всех моноидов натуральных чисел, очевидно, является подмножеством
множества SN всех подмножеств натурального ряда.

Определение 1. Для любых двух подмножеств 𝐴 и 𝐵 натурального ряда их произве-
дением называется множество 𝐶, заданное равенством 𝐶 = 𝐴 ·𝐵 = {𝑎 · 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.

Ясно, что и множество MN и множество SN относительно операции умножения множеств
являются коммутативными, мультипликативными моноидами, в которых общий единичный
элемент 𝐼.

Оба эти моноида имеют нулевой элемент, то есть такой элемент O, что для любого 𝐴
имеем 𝐴 ·O = O. Но в этих моноидах нулевые элементы различные. Для моноидаMN нулевой
элемент O = N, а для моноида SN нулевой элемент O = ∅. Заметим, что для подмоноида
SN* = SN ∖ {∅} нулевой элемент отсутствует, так как если множество 𝐴 не содержит 1, то
𝐴 · N ̸= N.

Определение 2. Два подмножества 𝐴 и 𝐵 натурального ряда отличные от нулевого
элемента называются делителями нуля, если их произведение 𝐴 ·𝐵 = O.

Теорема 1. В моноиде SN нет делителей нуля.

В моноиде MN делителями нуля являются только те моноиды, которые содержат хотя
бы одно простое число.

Доказательство. Первое утверждение теоремы очевидно, так как произведение двух
непустых множеств снова непусто.

Пусть моноид 𝐴 не содержит ни одного простого числа, тогда 𝐴 · 𝐵 = N, если моноид 𝐵
содержит все простые числа. А значит, 𝐵 = N.
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Если P — множество всех простых чисел и 𝐴 ̸= N, 𝐴
⋂︀
P = 𝑃1 ̸= ∅, то минимальный моноид

𝐵, порожденный множеством простых 𝑃2 = P ∖ 𝑃1, будет удовлетворять равенству 𝐴 ·𝐵 = N,
и моноиды 𝐴 и 𝐵 являются делителями нуля. 2

Опишем все идемпотенты моноида SN.

Лемма 1. Если для непустого множества 𝐴 выполнено равенство 𝐴 · 𝐴 = 𝐴, то 𝐴
является моноидом.

Доказательство. Действительно, пусть𝑚 наименьший элемент в множестве 𝐴, тогда𝑚2

будет наименьшим элементом в 𝐴 ·𝐴. Поэтому, если 𝐴 идемпотент, то 𝑚 = 𝑚2. Следовательно
𝑚 = 1 и 𝐴 ⊆ 𝐴 · 𝐴. Но 𝐴 · 𝐴 = 𝐴, следовательно 𝐴 замкнуто относительно умножения, а это
означает что 𝐴 является моноидом. 2

Теорема 2. Множество всех идемпотентов в моноиде SN кроме нулевого элемента
совпадает с множеством идемпотентов моноида SN* и образует моноид MN.

Доказательство. Утверждение теоремы сразу следует из предыдущей леммы. 2

Определение 3. Для произвольного непустого множества 𝐴 назовём его сопряженным
множеством 𝐴* максимальное множество натуральных чисел 𝑏 таких, что 𝑏 ·𝐴 ⊆ 𝐴.

Из определения непосредственно следует, что для любого множества 𝐴 его сопряженное
множество 𝐴* является моноидом. Отсюда следует, что 𝐴 ·𝐴* = 𝐴.

3. А-решётка моноидов натуральных чисел

Из результатов предыдущего раздела вытекает, что моноид MN — коммутативная полу-
группа идемпотентов. Как известно, для множества идемпотентов полугруппы или ассоциа-
тивного кольца определяется естественный порядок: 𝑒 6 𝑓 ⇐⇒ 𝑒𝑓 = 𝑓𝑒 = 𝑒.

В случае моноида MN — моноида моноидов натуральных чисел имеем: 𝐴 6 𝐵 ⇐⇒ 𝐴 ⊇ 𝐵.

Определим на MN две бинарные операции

𝐴 ∧𝐵 = inf{𝐴,𝐵} = 𝐴 ·𝐵, 𝐴 ∨𝐵 = sup{𝐴,𝐵} = 𝐴
⋂︁
𝐵.

Нетрудно видеть, что так как 𝐴 и 𝐵 — моноиды, то 𝐴 ·𝐵 ⊇ 𝐴
⋃︀
𝐵.

Теорема 3. Относительно порядка 𝐴 6 𝐵 и бинарных операций inf, sup моноид MN
является не модулярной, полной А-решёткой.

Доказательство. Прежде всего, заметим, что так как 1 ∈ 𝐴
⋂︀
𝐵, то 𝐴 · 𝐵 ⊇ 𝐴

⋃︀
𝐵 и,

следовательно, inf{𝐴,𝐵} = 𝐴 · 𝐵 6 𝐴,𝐵. Аналогично, имеем sup{𝐴,𝐵} = 𝐴
⋂︀
𝐵 ⊆ 𝐴,𝐵 и,

следовательно, sup{𝐴,𝐵} > 𝐴,𝐵. Очевидно, что inf{𝐴,𝐴} = 𝐴·𝐴 = 𝐴, sup{𝐴,𝐴} = 𝐴
⋂︀
𝐴 = 𝐴.

Таким образом, каждый моноид 𝐴 ∈ MN является идемпотентом относительно каждой из
бинарных операций inf, sup. Следовательно, моноид MN — А-решётка.

sup{𝐴𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} =
⋂︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖, inf{𝐴𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} = {𝑎𝑖1 · . . . · 𝑎𝑖𝑘 |𝑘 > 0, 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴𝑖𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘)}.

Таким образом, моноид MN является полной А-решёткой.

Покажем теперь, что решётка не модулярна. Будем пользоваться следующим определени-
ем модулярной решётки (см. [1], гл. 2, §1, теорема 2):
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решётка 𝐿 модулярна, если

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 𝑥 6 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑦 ∧ 𝑧, 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦 ∨ 𝑧 → 𝑥 = 𝑦. (2)

Пусть 𝑝 и 𝑞 — два различных простых числа. Зададим моноиды 𝑋, 𝑌 и 𝑍 равенствами:

𝑋 = {𝑝𝑖𝑞𝑗 |𝑖 > 𝑗 > 0}, 𝑌 = {𝑝𝑖|𝑖 > 0}, 𝑍 = {𝑞𝑖|𝑖 > 0}.

Нетрудно видеть, что 𝑋 6 𝑌 ,

𝑋 ∧ 𝑍 = 𝑋 · 𝑍 = {𝑝𝑖𝑞𝑗 |𝑖, 𝑗 > 0} = 𝑌 ∧ 𝑍, 𝑋 ∨ 𝑍 = 𝑋 ∩ 𝑍 = {1} = 𝑌 ∨ 𝑍,

но 𝑋 ̸= 𝑌 , и, значит, (2) не выполняется и А-решётка MN не является модулярной решёткой.
Тот факт, что А-решётка MN не модулярна, влечёт, что эта решётка не дистрибутивна. 2

Пусть 𝑃 — произвольное подмножество множества простых чисел P и 𝑀(𝑃 ) — минималь-
ный моноид, порожденный множеством простых чисел 𝑃 . При этом считаем, что 𝑀(∅) = {1}.
Нетрудно видеть, что 𝑀(𝑃 ) состоит в точности из таких натуральных чисел, разложение на
простые множители которых содержит лишь числа из 𝑃 . Очевидно, что 𝑀(𝑃 ) — моноид с
однозначным разложением на простые множители. Обозначим через MN(P) множество всех
таких моноидов. Ясно, что 𝑃 ⊆ 𝑃 ′ ⇔𝑀(𝑃 ) ⊆𝑀(𝑃 ′).

Лемма 2. Для произвольных моноидов 𝑀(𝑃1) и 𝑀(𝑃2) из MN(P) справедливо равенство

𝑀(𝑃1) ·𝑀(𝑃2) =𝑀(𝑃1 ∖ 𝑃2) ·𝑀(𝑃2 ∖ 𝑃1) ·𝑀(𝑃1 ∩ 𝑃2) =𝑀(𝑃3), 𝑃3 = 𝑃1

⋃︁
𝑃2.

Доказательство. Рассмотрим три множества простых чисел 𝑃4 = 𝑃1 ∖ 𝑃2, 𝑃5 = 𝑃2 ∖ 𝑃1,
𝑃6 = 𝑃1 ∩ 𝑃2. Очевидно, что они попарно не пересекаются: 𝑃𝜈 ∩ 𝑃𝜇 = ∅ (4 6 𝜈 < 𝜇 6 6).
Так как 𝑃1 = 𝑃4

⋃︀
𝑃6, 𝑃2 = 𝑃5

⋃︀
𝑃6, 𝑃3 = 𝑃4

⋃︀
𝑃5
⋃︀
𝑃6, то 𝑀(𝑃1) = 𝑀(𝑃4) · 𝑀(𝑃6),

𝑀(𝑃2) =𝑀(𝑃5) ·𝑀(𝑃6), 𝑀(𝑃1) ·𝑀(𝑃2) =𝑀(𝑃4) ·𝑀(𝑃5) ·𝑀(𝑃6) =𝑀(𝑃3). 2

Теорема 4. Относительно порядка 𝐴 6 𝐵 и бинарных операций inf, sup моноид MN(P)
является дистрибутивной, модулярной, полной А-решёткой.

Доказательство. Так как inf{𝑀(𝑃1),𝑀(𝑃2)} = 𝑀(𝑃1) ·𝑀(𝑃2) = 𝑀(𝑃1
⋃︀
𝑃2) ∈ MN(P),

sup{𝑀(𝑃1),𝑀(𝑃2)} = 𝑀(𝑃1)
⋂︀
𝑀(𝑃2) = 𝑀(𝑃1

⋂︀
𝑃2) ∈ MN(P), то MN(P) замкнуто относи-

тельно операций inf и sup. Следовательно, MN(P) — подрешётка решётки MN.
Заметим, что

sup{𝑀(𝑃𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} =𝑀

(︃⋂︁
𝑖∈𝐼

𝑃𝑖

)︃
, inf{𝑀(𝑃𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} =𝑀

(︃⋃︁
𝑖∈𝐼

𝑃𝑖

)︃
.

Таким образом, моноид MN(P) является полной А-решёткой.
Далее имеем:

𝑀(𝑃1) ·𝑀(𝑃 )
⋂︁
𝑀(𝑃2) ·𝑀(𝑃 ) =𝑀

(︁
𝑃1

⋃︁
𝑃
)︁⋂︁

𝑀
(︁
𝑃2

⋃︁
𝑃
)︁
=𝑀

(︁(︁
𝑃1

⋃︁
𝑃
)︁⋂︁(︁

𝑃2

⋃︁
𝑃
)︁)︁

.

Так как (𝑃1
⋃︀
𝑃 )
⋂︀
(𝑃2

⋃︀
𝑃 ) = (𝑃1

⋂︀
𝑃2)

⋃︀
𝑃 , то

𝑀
(︁(︁
𝑃1

⋃︁
𝑃
)︁⋂︁(︁

𝑃2

⋃︁
𝑃
)︁)︁

=𝑀
(︁(︁
𝑃1

⋂︁
𝑃2

)︁⋃︁
𝑃
)︁
=𝑀

(︁(︁
𝑃1

⋂︁
𝑃2

)︁)︁
·𝑀(𝑃 ) =

=
(︁
𝑀(𝑃1)

⋂︁
𝑀(𝑃2)

)︁
·𝑀(𝑃 ).

Таким образом, 𝑀(𝑃1) ·𝑀(𝑃 )
⋂︀
𝑀(𝑃2) ·𝑀(𝑃 ) = (𝑀(𝑃1)

⋂︀
𝑀(𝑃2)) ·𝑀(𝑃 ), и, следовательно,

MN(P) — дистрибутивная решётка. Так как любая дистрибутивная решётка является моду-
лярной, то теорема полностью доказана. 2
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Замечание 1. Рассмотрим отображение 𝑃 ↦−→ 𝑀(𝑃 ), 2P −→ MN(P). Из предыдуще-
го следует, что это отображение является изоморфизмом решётки 2P всех подмножеств
множества P и решётки MN(P). Отсюда получаем другое доказательство теоремы 4 и она
становится очевидной.

4. Метрическое пространство подмножеств натурального ряда

Рассмотрим два различных множества 𝐴 и 𝐵 натуральных чисел, тогда их симметрическая
разность 𝐴△𝐵 ̸= ∅ и существует наименьшее натуральное число 𝑚(𝐴,𝐵) в этой симметриче-
ской разности.

Лемма 3. Справедливо равенство

[1,𝑚(𝐴,𝐵)− 1]
⋂︁
𝐴 = [1,𝑚(𝐴,𝐵)− 1]

⋂︁
𝐵.

Доказательство. Если 𝑚(𝐴,𝐵) = 1, то отрезок [1, 0] — пустой и утверждение леммы
выполнено.

Пусть теперь 𝑚(𝐴,𝐵) > 1, тогда возможны два случая.
Либо [1,𝑚(𝐴,𝐵) − 1]

⋂︀
𝐴 = ∅, но тогда и [1,𝑚(𝐴,𝐵) − 1]

⋂︀
𝐵 = ∅, так как в противном

случае найдётся натуральное 𝑛 такое, что 𝑛 < 𝑚(𝐴,𝐵) и 𝑛 ∈ 𝐴△𝐵.
Либо [1,𝑚(𝐴,𝐵)−1]

⋂︀
𝐴 ̸= ∅, но тогда и [1,𝑚(𝐴,𝐵)−1]

⋂︀
𝐵 = [1,𝑚(𝐴,𝐵)−1]

⋂︀
𝐴, так как

[1,𝑚(𝐴,𝐵)− 1]
⋂︀
𝐴△𝐵 = ∅ и каждое натуральное числа из [1,𝑚(𝐴,𝐵)− 1] либо принадлежит

пересечению 𝐴
⋂︀
𝐵, либо не принадлежит их объединению 𝐴

⋃︀
𝐵. 2

Определение 4. Расстояние 𝜌(𝐴,𝐵) между двумя подмножествами 𝐴 и 𝐵 натураль-
ного ряда задается равенством

𝜌(𝐴,𝐵) =

{︂
0, если 𝐴 = 𝐵,

1
𝑚(𝐴,𝐵) , если 𝐴 ̸= 𝐵.

Теорема 5. Функция 𝜌(𝐴,𝐵) задает неархимедову метрику на пространстве SN.

Доказательство. Для доказательства утверждения теоремы достаточно показать, что
для любых трёх подмножеств 𝐴, 𝐵, 𝐶 натурального ряда справедливо неравенство

𝜌(𝐴,𝐵) 6 max(𝜌(𝐴,𝐶), 𝜌(𝐶,𝐵)).

Пусть 𝑚1 = 𝑚(𝐴,𝐵), 𝑚2 = 𝑚(𝐴,𝐶), 𝑚3 = 𝑚(𝐶,𝐵) и предположим противное, что
𝑚1 < min(𝑚2,𝑚3).

Тогда в силу леммы 3 получим [1,𝑚1]
⋂︀
𝐴 = [1,𝑚1]

⋂︀
𝐶, [1,𝑚1]

⋂︀
𝐵 = [1,𝑚1]

⋂︀
𝐶. Следо-

вательно, 𝑚1 ∈ 𝐴,𝐵,𝐶, что противоречит определению величины 𝑚1. 2

Теорема 6. Относительно метрики 𝜌(𝐴,𝐵) пространство SN полное.

Доказательство. Для доказательства теоремы необходимо показать, что для любой по-
следовательности Коши 𝐴1, 𝐴2,. . . ,𝐴𝑛,. . . подмножеств натурального ряда существует подмно-
жество 𝐴 такое, что

lim
𝑛→∞

𝜌(𝐴𝑛, 𝐴) = 0.

По определению фундаментальной последовательности (последовательности Коши) для
любого натурального 𝑛 найдется номер 𝑁 = 𝑁(𝑛) такой, что для любых множеств 𝐴𝑚 и 𝐴𝑘 с
𝑚, 𝑘 > 𝑁(𝑛) выполняется неравенство 𝜌(𝐴𝑚, 𝐴𝑘) <

1
𝑛 . Отсюда и из леммы 3 следует, что

[1, 𝑛]
⋂︁
𝐴𝑘 = [1, 𝑛]

⋂︁
𝐴𝑁(𝑛), 𝑘 > 𝑁(𝑛).
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Положим 𝐵𝑛 = [1, 𝑛]
⋂︀
𝐴𝑁(𝑛). Ясно, что мы получаем бесконечную последовательность

вложенных подмножеств натурального ряда:

𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⊆ . . . ⊆ 𝐵𝑛 ⊆ . . .

Возможны два случая. Либо 𝐵𝑛 = ∅ для любого натурального 𝑛, либо 𝐴 =
⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ̸= ∅.

В первом случае имеем 𝐴 = ∅ и

lim
𝑛→∞

𝜌(𝐴𝑛, ∅) = 0.

Во втором случае последовательность Коши сходится к множеству 𝐴 =
⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛. 2

Теорема 7. Для любого натурального 𝑎 > 1 растяжение моноида SN в 𝑎 раз, заданное
равенством

𝑎 · SN = {𝑎 ·𝐵|𝐵 ∈ SN},

является сжатием метрического пространства SN.

Доказательство. Действительно, для любых подмножеств 𝐵,𝐶 ⊆ N имеем, если
𝑎 · 𝑏 = 𝑎 · 𝑐 и 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶, то в силу однозначности разложения на простые множители
имеем: 𝑏 = 𝑐 ∈ 𝐵

⋂︀
𝐶. Отсюда следует, что 𝑎 · (𝐵△𝐶) = (𝑎 ·𝐵)△ (𝑎 ·𝐶). Это влечёт равенства

𝑚(𝑎 ·𝐵, 𝑎 · 𝐶) = 𝑎 ·𝑚(𝐵,𝐶) и 𝜌(𝑎 ·𝐵, 𝑎 · 𝐶) = 𝜌(𝐵,𝐶)
𝑎 . 2

Для любого непустого множества 𝐴 натуральных чисел через 𝑚(𝐴) обозначим его наи-
меньшее число.

Лемма 4. Для любых трёх непустых множеств натуральных чисел 𝐴, 𝐵, 𝐶 справедливо
неравенство 𝑚(𝐴 · 𝐶,𝐵 · 𝐶) > 𝑚(𝐶) ·𝑚(𝐴,𝐵).

Доказательство. Предположим противное, что 𝑚(𝐴 · 𝐶,𝐵 · 𝐶) < 𝑚(𝐶) ·𝑚(𝐴,𝐵). Тогда
наименьший элемент 𝑚(𝐴 · 𝐶,𝐵 · 𝐶) = 𝑛 · 𝑐, где 𝑐 ∈ 𝐶 и 𝑐 > 𝑚(𝐶), а 𝑛 ∈ 𝐴△𝐵 и 𝑛 < 𝑚(𝐴,𝐵).
Но это противоречит определению величины 𝑚(𝐴,𝐵). 2

Теорема 8. Для любого непустого множества 𝐶 натуральных чисел отображение мет-
рического пространства SN в себя, заданное равенством 𝛽𝐶 : SN→ 𝐶 ·SN является коротким
отображением метрического пространства.

Доказательство. Действительно, согласно леммы 4 справедливо неравенство

𝜌(𝐴 · 𝐶,𝐵 · 𝐶) 6 𝜌(𝐴,𝐵)

𝑚(𝐶)
6 𝜌(𝐴,𝐵).

2

Рассмотрим произвольную функцию 𝑓(𝑛), заданную на натуральном ряде N, и ряд Дири-
хле 𝜁(𝑓 |𝛼), заданный равенством

𝜁(𝑓 |𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
, (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑓 ),

где 𝜎𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости.

Замечание 2. Заметим, что не для любой функции 𝑓(𝑛) соответствующий ряд Дири-
хле сходится. Например, если 𝑓(𝑛) = 𝑛!, то область абсолютной сходимости будет пустой,
так как эта функция растёт быстрее любой степени 𝑛.
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Очевидно, что для любого множества 𝐴 натуральных чисел существует ряд Дирихле
𝜁(𝐴, 𝑓 |𝛼), заданный равенством

𝜁(𝐴, 𝑓 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝐴

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
, (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐴,𝑓 ),

где 𝜎𝐴,𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости и 𝜎𝐴,𝑓 6 𝜎𝑓 .

Теорема 9. Если справедливо равенство для множеств натуральных чисел

lim
𝑛→∞

𝜌(𝐴𝑛, 𝐴) = 0,

то для последовательности рядов Дирихле имеет место предельное соотношение

lim
𝑛→∞

|𝜁(𝐴𝑛, 𝑓 |𝛼)− 𝜁(𝐴, 𝑓 |𝛼)| = 0

в некоторой полуплоскости.

Доказательство. Действительно, справедливо равенсто

𝜁(𝐴𝑛, 𝑓 |𝛼)− 𝜁(𝐴, 𝑓 |𝛼) = 𝜁(𝐴𝑛∖𝐴, 𝑓 |𝛼)− 𝜁(𝐴∖𝐴𝑛, 𝑓 |𝛼).

Отсюда следует, что

|𝜁(𝐴𝑛, 𝑓 |𝛼)− 𝜁(𝐴, 𝑓 |𝛼)| 6
∑︁

𝑛∈𝐴𝑛△𝐴

|𝑓(𝑛)|
𝑛𝜎

6
∞∑︁

𝑛=𝑚(𝐴𝑛,𝐴)

|𝑓(𝑛)|
𝑛𝜎

.

Так как при 𝜎 > 𝜎𝑓 справедливо предельное соотношение

lim
𝑁→∞

∞∑︁
𝑛=𝑁

|𝑓(𝑛)|
𝑛𝜎

= 0,

то утверждение теоремы справедливо в полуплоскости 𝜎 > 𝜎𝑓 . 2

5. Основные свойства моноида произведений дзета-функций мо-
ноидов натуральных чисел

Каждому моноиду M натуральных чисел поставим в соответствие дзета-функцию 𝜁(𝑀 |𝛼),
заданную равенством

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝑀

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ), (3)

где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-ряда. Если 𝑀 отлично от единственного
конечного моноида 𝑀0 = {1}, то 0 6 𝜎𝑀 6 1.

Только для 𝑀0 справедливо тождество 𝜁(𝑀0|𝛼) ≡ 1. Отсюда следует, что для любого
моноида 𝑀 ̸=𝑀0 справедливо неравенство 𝜁(𝑀 |𝛼) · 𝜁(𝑀 |𝛼) ̸= 𝜁(𝑀 |𝛼). Таким образом, дзета-
функция 𝜁(𝑀 |𝛼) не является идемпотентом относительно умножения, и, следовательно, мо-
ноиды MN и MD неизоморфны.

Остановимся более подробно на структуре моноида MD — моноида произведений дзета-
функций моноидов натуральных чисел.
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Обозначим через 𝜏𝑀1,𝑀2(𝑛) количество решений уравнения 𝑥 ·𝑦 = 𝑛 в натуральных числах
𝑥 ∈𝑀1, 𝑦 ∈𝑀2 для натурального числа 𝑛 ∈𝑀1 ·𝑀2. Ясно, что

𝜏𝑀1,𝑀2(𝑛) =
∑︁

𝑚∈𝑀1,𝑚|𝑛, 𝑛
𝑚
∈𝑀2

1 =
∑︁

𝑚∈𝑀2,𝑚|𝑛, 𝑛
𝑚
∈𝑀1

1.

Пусть задана целочисленная функция 𝑓𝑀 (𝑛), заданная на моноиде 𝑀 . Через 𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼)
будем обозначать ряд Дирихле

𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑓𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
, (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀,𝑓𝑀 ),

где 𝜎𝑀,𝑓𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости.

Лемма 5. Справедливо равенство

𝜁(𝑀1|𝛼) · 𝜁(𝑀2|𝛼) = 𝜁(𝑀1 ·𝑀2, 𝜏𝑀1,𝑀2 |𝛼).

Доказательство. Действительно,

𝜁(𝑀1|𝛼) · 𝜁(𝑀2|𝛼) =

⎛⎝∑︁
𝑛∈𝑀1

1

𝑛𝛼

⎞⎠⎛⎝ ∑︁
𝑚∈𝑀2

1

𝑚𝛼

⎞⎠ =
∑︁

𝑛∈𝑀1·𝑀2

1

𝑛𝛼

∑︁
𝑚∈𝑀1,𝑚|𝑛, 𝑛

𝑚
∈𝑀2

1 =

=
∑︁

𝑛∈𝑀1·𝑀2

𝜏𝑀1,𝑀2(𝑛)

𝑛𝛼
= 𝜁(𝑀1 ·𝑀2, 𝜏𝑀1,𝑀2 |𝛼).

2

В работе [13] изучались алгебры рядов Дирихле моноида натуральных чисел. Здесь мы
пойдём другим путём, следуя подходу, описанному в монографиях [15], [18].

Рассмотрим кольцо Дирихле RD всех арифметических функций 𝑓(𝑛) : N −→ C с операци-
ями поточечного сложения (𝑓 + 𝑔)(𝑛) = 𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛) и операцией свёртка Дирихле:

(𝑓 * 𝑔)(𝑛) =
∑︁
𝑚|𝑛

𝑓(𝑚)𝑔
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
.

Прежде всего, заметим, что любую арифметическую функцию 𝑓𝑀 (𝑛) :M −→ C на моноиде
натуральных чисел𝑀 тривиальным образом можно продолжить до арифметической функции
по формуле

𝑓(𝑛) =

{︂
𝑓𝑀 (𝑛) при 𝑛 ∈𝑀,
0 при 𝑛 ∈ N ∖𝑀.

Обозначим через 𝑓𝑀1,𝑀2(𝑛) свертку Дирихле двух функций 𝑓𝑀1(𝑛) и 𝑓𝑀2(𝑛):

𝑓𝑀1,𝑀2(𝑛) = (𝑓𝑀1 * 𝑓𝑀2)(𝑛) =
∑︁
𝑚|𝑛

𝑓𝑀1(𝑚)𝑓𝑀2

(︁ 𝑛
𝑚

)︁
.

Лемма 6. Справедливо равенство 𝑓𝑀1,𝑀2(𝑛) = 𝑓𝑀1·𝑀2(𝑛), где

𝑓𝑀1·𝑀2(𝑛) =
∑︁

𝑚∈𝑀1,𝑘∈𝑀2,𝑚·𝑘=𝑛
𝑓𝑀1(𝑚)𝑓𝑀2 (𝑘) .
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Доказательство. Действительно, если 𝑚|𝑛 и 𝑚 ̸∈ 𝑀1 или 𝑘 = 𝑛
𝑚 ̸∈ 𝑀2, то

𝑓𝑀1(𝑚)𝑓𝑀2 (𝑘) = 0, что и доказывает утверждение леммы. 2
Из предыдущего следует, что для любого моноида 𝑀 натуральных чисел можно рассмот-

реть подкольцо Дирихле RD(𝑀), состоящее из всех арифметических функций на моноиде 𝑀 :
𝑓𝑀 (𝑛) :M −→ C.

Нетрудно видеть, что кольцо RD(𝑀) является коммутативным кольцом с единицей:
𝜖(1) = 1, 𝜖(𝑛) = 0 при 𝑛 > 1. Отметим, что единица кольца не зависит от моноида 𝑀 .

Каждой арифметической функции 𝑓𝑀 (𝑛) из кольца RD(𝑀) можно поставить в соответ-
ствии формальный ряд Дирихле 𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼).

Теорема 10. Если формальные ряды Дирихле для 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡

𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑓𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
, (𝜎 > 𝜎𝑀,𝑓𝑀 ), 𝜁(𝑀, 𝑔𝑀 |𝛼) =

∑︁
𝑛∈𝑀

𝑔𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
, (𝜎 > 𝜎𝑀,𝑔𝑀 )

имеют не пустые области абсолютной сходимости, то и их произведение имеет непустую
область абсолютной сходимости

𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼) · 𝜁(𝑀, 𝑔𝑀 |𝛼) = 𝜁(𝑀,𝑓𝑀 * 𝑔𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑓𝑀 * 𝑔𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
, (𝜎 > max(𝜎𝑀,𝑓𝑀 , 𝜎𝑀,𝑔𝑀 )).

Доказательство. В силу абсолютной сходимости имеем:

𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼)·𝜁(𝑀, 𝑔𝑀 |𝛼) = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀

𝑓𝑀 (𝑛) · 𝑔𝑀 (𝑚)

(𝑛 ·𝑚)𝛼
= lim

𝑁→∞

(︃
𝑁∑︁

𝑛∈𝑀

𝑓𝑀 * 𝑔𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
+𝑅(𝑀,𝑁 |𝛼)

)︃
,

где

𝑅(𝑀,𝑁 |𝛼) =
𝑁2∑︁

𝑘∈𝑀,𝑘>𝑁

1

𝑘𝛼

∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀,𝑘=𝑛·𝑚

𝑓𝑀 (𝑛) · 𝑔𝑀 (𝑚).

Пусть

𝑅1(𝑀,𝑁 |𝜎) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛>𝑁

|𝑓𝑀 (𝑛)|
𝑛𝜎

, 𝑅2(𝑀,𝑁 |𝜎) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛>𝑁

|𝑔𝑀 (𝑛)|
𝑛𝜎

,

тогда
|𝑅(𝑀,𝑁 |𝛼)| 6 𝜁(𝑀, |𝑓𝑚||𝜎)𝑅2(𝑀,𝑁 |𝜎) + 𝜁(𝑀, |𝑔𝑚||𝜎)𝑅1(𝑀,𝑁 |𝜎).

Так как
lim
𝑁→∞

𝑅1(𝑀,𝑁 |𝜎) = lim
𝑁→∞

𝑅2(𝑀,𝑁 |𝜎) = 0

при 𝜎 > max(𝜎𝑀,𝑓𝑀 , 𝜎𝑀,𝑔𝑀 ), то утверждение теоремы доказано. 2
Тем самым определено кольцо RD*(𝑀) рядов Дирихле на моноиде 𝑀 , состоящее из ря-

дов Дирихле с непустой областью абсолютной сходимости. При этом справедливо равенство
𝜁(𝑀,𝑓𝑀 |𝛼) · 𝜁(𝑀, 𝑔𝑀 |𝛼) = 𝜁(𝑀,𝑓𝑀 * 𝑔𝑀 |𝛼). Последнее равенство можно обобщить на произве-
дение рядов Дирехле на разных моноидах:

𝜁(𝑀1, 𝑓𝑀1 |𝛼) · 𝜁(𝑀2, 𝑔𝑀2 |𝛼) = 𝜁(𝑀1 ·𝑀2, 𝑓𝑀1 * 𝑔𝑀2 |𝛼).

Очевидно, что для этого случая справедлива обобщённая теорема 10 и

𝜎𝑀1·𝑀2,𝑓𝑀1
*𝑔𝑀2

= max(𝜎𝑀1,𝑓𝑀1
, 𝜎𝑀2,𝑔𝑀2

).

Рассмотрим характеристическую функцию моноида 𝑀 :

𝜒𝑀 (𝑛) =

{︂
1 при 𝑛 ∈𝑀,
0 при 𝑛 ̸∈𝑀.
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Нетрудно видеть, что 𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝜁(𝑀,𝜒𝑀 |𝛼). Можно рассмотреть бесконечную функциональ-
ную геометрическую прогрессию 1, 𝜁(𝑀 |𝛼), 𝜁2(𝑀 |𝛼), . . . , 𝜁𝑛(𝑀 |𝛼),. . . , которая, очевидно,
является мультипликативным моноидом 𝐷0(𝑀). Из теоремы 10 следует, что все члены этой
последовательности, начиная со второго, имеют одну и туже область абсолютной сходимости
𝜎 > 𝜎𝑀 .

Рекуррентно определим степенную свертку Дирихле:

𝑓* = 𝑓 * 𝑓, 𝑓*2 = 𝑓* * 𝑓, . . . , 𝑓*(𝑛+1) = 𝑓*𝑛 * 𝑓, . . .

Из предыдущего следует, что 𝜁𝑛(𝑀 |𝛼) = 𝜁(𝑀,𝜒*𝑛
𝑀 |𝛼). Если через 𝜏𝑀,𝑘(𝑛) обозначим коли-

чество решений уравнения 𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑘 = 𝑛 в натуральных числах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝑀 для
натурального числа 𝑛 ∈𝑀 , то 𝜏𝑀,𝑘(𝑛) = 𝜒*𝑘

𝑀 (𝑛).
Для описания структуры моноидаMD введём обобщенную функцию числа делителей 𝑇 (𝑛)

следующим образом:
𝑇−→
𝑀,

−→
𝑘
(𝑛) = (𝜏𝑀1,𝑘1 * . . . * 𝜏𝑀𝑙,𝑘𝑙)(𝑛).

Нетрудно видеть, что 𝑇−→
𝑀,

−→
𝑘
(𝑛) равно количеству решений в натуральных числах следующего

уравнения:
𝑙∏︁

𝜈=1

𝑘𝜈∏︁
𝜇𝜈=1

𝑥𝜈,𝜇𝜈 = 𝑛,

где 𝑥𝜈,𝜇𝜈 ∈𝑀𝜈 (𝜇𝜈 = 1, . . . , 𝑘𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 𝑙) и 𝑛 ∈𝑀1 · . . . ·𝑀𝑙.

Теорема 11. Справедливо равенство

MD = {1}
⋃︁

{𝜁(𝑇−→
𝑀,

−→
𝑘
(𝑛)|𝛼)|𝑀𝜈 (𝜇𝜈 = 1, . . . , 𝑘𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 𝑙)},

при этом каждый ряд Дирихле из этого моноида кроме одного имеет абсциссу абсолютной
сходимости не превосходящую единицы и не меньшую нуля.

Доказательство. Действительно, имеется единственный конечный моноид 𝑀0 = {1}
и ему соответствует единственная дзета-функция 𝜁(𝑀0|𝛼) ≡ 1, которая определена на всей
комплексной плоскости. Для неё абсцисса абсолютной сходимости 𝜎𝑀0 = −∞.

Теперь рассмотрим произвольный бесконечный моноид𝑀 ∈MN. Для дзета-функции этого
моноида 𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝜁(𝑀,𝜒𝑀 |𝛼) имеем 0 6 𝜎𝑀 6 1. Поэтому и для любого ряда Дирихле
из мультипликативного моноида 𝐷0(𝑀) будет та же самая область абсолютной сходимости
𝜎 > 𝜎𝑀 .

Для моноида 𝐷(𝑀) всех рядов Дирихле, порождённых дзета-функциями моноидов нату-
ральных чисел таких, что 𝑀 =𝑀1 ·𝑀2, мы получаем очевидное равенство

𝐷(𝑀) =
⋃︁

𝑀1·𝑀2=𝑀

𝐷(𝑀1) ·𝐷(𝑀2).

При этом, аналогично предыдущему, мы имеем для всех рядов Дирихле, отличных от едини-
цы, одну и ту же область абсолютной сходимости 𝜎 > 𝜎𝑀 .

Так как DN =
⋃︀
𝑀∈MN𝐷(𝑀), то теорема полностью доказана. 2

6. Малая категория моноидов натуральных чисел

Определим две малых категории ℳ𝒩 и 𝒮𝒩 следующим образом.

� Класс объектов является континуальным множеством: 𝑂𝑏ℳ𝒩 =MN, 𝑂𝑏𝒮𝒩 = SN.

� Для каждой пары объектов 𝐴 и 𝐵 из категории 𝒦 3 задан морфизм 𝛽 : 𝐴 → 𝐵, если

3Здесь и далее либо 𝒦 = ℳ𝒩 , либо 𝒦 = 𝒮𝒩 .
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есть объект 𝐶 ∈ 𝑂𝑏𝒦 такой, что 𝐴 ·𝐶 = 𝐵. Будем такой морфизм обозначать через 𝛽𝐴,𝐶 .
Таким образом, Hom𝒦(𝐴,𝐵) = {𝛽𝐴,𝐶 |𝐵 = 𝐴 · 𝐶,𝐶 ∈ 𝑂𝑏𝒦}.

� Для каждого объекта 𝐴 ∈ 𝑂𝑏𝒦 задан тождественный морфизм

id𝐴=𝛽𝐴,{1}∈Hom𝒦(𝐴,𝐴).

� Для пары морфизмов 𝛽𝐴,𝐷 ∈ Hom𝒦(𝐴,𝐵) и 𝛽𝐵,𝐺 ∈ Hom𝒦(𝐵,𝐶) определена композиция
𝛽𝐵,𝐺 ∘ 𝛽𝐴,𝐷 = 𝛽𝐴,𝐷·𝐺 ∈ Hom𝒦(𝐴,𝐶).

Нетрудно проверить, что выполнены две аксиомы:

� Операция композиции ассоциативна: 𝛽𝐶,𝐹 ∘ (𝛽𝐵,𝐺 ∘ 𝛽𝐴,𝐷) = (𝛽𝐶,𝐹 ∘ 𝛽𝐵,𝐺) ∘ 𝛽𝐴,𝐷.

� Тождественный морфизм действует тривиально: 𝛽𝐴,𝐹 ∘ id𝐴 = id𝐵 ∘ 𝛽𝐴,𝐹 = 𝛽𝐴,𝐹 для
любого 𝛽𝐴,𝐹 ∈ Hom𝒦(𝐴,𝐵).

Действительно,

𝛽𝐶,𝐹 ∘ (𝛽𝐵,𝐺 ∘ 𝛽𝐴,𝐷) = 𝛽𝐶,𝐹 ∘ 𝛽𝐴,𝐺·𝐷 = 𝛽𝐴,𝐹 ·𝐺·𝐷, (𝛽𝐶,𝐹 ∘ 𝛽𝐵,𝐺) ∘ 𝛽𝐴,𝐷 = 𝛽𝐵,𝐹 ·𝐺 ∘ 𝛽𝐴,𝐷 = 𝛽𝐴,𝐹 ·𝐺·𝐷,

и, следовательно, аксиома ассоциативности выполнена.
Аналогично, имеем:

𝛽𝐴,𝐹 ∘ id𝐴 = 𝛽𝐴,𝐹 ∘ 𝛽𝐴,{1} = 𝛽𝐴,𝐹 , id𝐵 ∘ 𝛽𝐴,𝐹 = 𝛽𝐵,{1} ∘ 𝛽𝐴,𝐹 = 𝛽𝐴,𝐹 ,

то есть тождественный морфизм действует тривиально.
Так как из 𝛽𝐵,𝐺∘𝛽𝐴,𝐷 = 𝛽𝐴,𝐺·𝐷 = id𝐴 следует, что 𝐺·𝐷 = {1}, что влечёт 𝐺 = 𝐷 = {1}. От-

сюда вытекает, что все изоморфизмы в категории 𝒦 являются тождественными морфизмами
и любой объект этой категории изоморфен только самому себе.

При рассмотрении понятия эндоморфизмов случаи категорий ℳ𝒩 и 𝒮𝒩 необходимо раз-
личать.

Лемма 7. Для категории ℳ𝒩 для любого моноида 𝑀 ∈MN его моноид эндоморфизмов
Endℳ𝒩 (𝑀) = Homℳ𝒩 (𝑀,𝑀) удовлетворяет равенству

Endℳ𝒩 (𝑀) = {𝛽𝑀,𝐴|𝐴 ⊆𝑀,𝐴 ∈MN}.

Доказательство. Действительно, морфизм 𝛽𝑀,𝐴 ∈ Endℳ𝒩 (𝑀) тогда, и только тогда,
когда моноид 𝐴 удовлетворяет равенству 𝑀 · 𝐴 = 𝑀 . Но это возможно только при условии
𝐴 ⊆𝑀 . 2

Из доказанной леммы следует, что для любого объекта 𝑀 ∈ 𝑂𝑏MN имеется единственный
автоморфизм 𝛽𝑀,{1} и Autℳ𝒩 (𝑀) = {𝛽𝑀,{1}}.

Рассмотрим множество SN* = SN∖ ({∅}
⋃︀
MN). Для любого множества натуральных чисел

𝐴 ∈ SN* из равенства 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 следует, что 1 ∈ 𝐵. Если 𝐴 — конечное множество, то отсюда
следует, что 𝐵 = {1}.

Лемма 8. Для категории 𝒮𝒩 для любого множества 𝐴 ∈ SN* его моноид эндоморфизмов
End𝒮𝒩 (𝐴) = Hom𝒮𝒩 (𝐴,𝐴) удовлетворяет равенству

End𝒮𝒩 (𝐴) = {𝛽𝐴,𝐵|𝐵 ⊆ 𝐴*, 1 ∈ 𝐵}.

Доказательство. Действительно, морфизм 𝛽𝐴,𝐵 ∈ End𝒮𝒩 (𝐴) тогда и только тогда,
когда множество 𝐵 удовлетворяет равенству 𝐵 ·𝐴 = 𝐴. Но это возможно только при условии
𝐵 ⊆ 𝐴* и 1 ∈ 𝐵. 2
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7. Заключение

В работе заложены основы алгебраической теории дзета-функций моноидов натуральных
чисел. Возникают естественные вопросы, как те или иные общие алгебраические и функцио-
нальные конструкции реализуются в конкретной структуре множества дзета-функций моно-
ида натуральных чисел. Решение этих вопросов предполагается осуществить в последующих
работах.
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