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Аннотация

В работе доказаны теоремы о разложении действительных чисел по мультиплика-
тивной системе чисел, по последовательности Фибоначчи и по целочисленной последова-
тельности, удовлетворяющей рекуррентным соотношениям и связанной с числами Пизо–
Виджаярагхавана. Особое внимание обращено на “явные формулы” и условия единствен-
ности таких представлений. Отметим, что единственность разложения действительного
числа по обратным значениям мультипликативной системы позволяет получить оценку
вида

𝑒−
𝑛∑︁

𝑘=0

1

𝑘!
=
𝑥𝑛
𝑛!
,

1

𝑛+ 1
≤ 𝑥𝑛 <

1

𝑛
.

Разложения чисел по последовательности обратных чисел Фибоначчи существенно исполь-

зует их представление через степени “золотого сечения” 𝜙 = 1+
√
5

2 .
Системы чисел, связанные с числами Пизо-Виджаярагхавана рассмотрены менее по-

дробно, поскольку требуется конкретизировать свойства рассматриваемых чисел.
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Abstract

In this paper theorems on the expression of real numbers on multiplicative number system,
Fibonacci sequence and integral valued sequences satisfiing recurrent correlations and connected
with Pisot–Vidgajraghavan, are proven. It pay a special attention to “explicit formulas” and
conditions of the uniqueness of such representations. We note that unifiing of an expression of
a real number over inverse values of a multiplicaticative system permits to get the estimation
of the form

𝑒−
𝑛∑︁

𝑘=0

1

𝑘!
=
𝑥𝑛
𝑛!
,

1

𝑛+ 1
≤ 𝑥𝑛 <

1

𝑛
.

Expressions of numbers over the sequence of inverse of Fibonacci numbers essentially uses these

representation throw powers of “the gold section” 𝜙 = 1+
√
5

2 .
Systems numbers connected with Pisot–Vidgajraghavana were considered less than in

details, as demands to make a properties of examinated numbers more concrete.
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1. Введение

В настоящей работе даны обобщения теоремы об однозначном представлении в виде ряда в
позиционной системе счисления действительного числа и формулы А.О.Гельфонда с нецелым
основанием, большим единицы.

Следуя Гельфонду, числу 𝜃 > 1, являющемуся “основанием системы счисления”, для любо-
го действительного числа 𝛼 из полуинтервала [0, 1) определим “цифры” 𝜆̄𝑛 = 𝜆̄𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 1, —
целые числа с условием 0 ≤ 𝜆̄𝑛 < 𝜃. Пусть число 𝛼 представлено сходящимся рядом вида

𝛼 =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝜃𝑘

=
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝜃𝑘

+
𝑥𝑛
𝜃𝑛
, 𝑥0 = 𝛼.
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Отсюда находим

𝛼 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝜃𝑘

+
𝑥𝑛
𝜃𝑛

=
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝜃𝑘

+
𝑥𝑛−1

𝜃𝑛−1
,
𝜆̄𝑛
𝜃𝑛

+
𝑥𝑛
𝜃𝑛

=
𝑥𝑛−1

𝜃𝑛−1
, 𝜆̄𝑛 + 𝑥𝑛 = 𝜃𝑥𝑛−1.

Следовательно, имеем
𝜆̄𝑛 = [𝜃𝑥𝑛−1], 𝑥𝑛 = {𝜃𝑥𝑛−1}.

Будем говорить, что число 𝛼 представлено рядом

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝜃𝑘
, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 < 𝜃(𝑘 ≥ 1),

где 𝑎̄𝑘 — целые числа, и для любого 𝑛 ≥ 1 справедливо условие

0 ≤ 𝛼−𝐴𝑛 < 𝜃−𝑛, 𝐴𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝜃𝑘
.

Тогда найденное выше представление числа 𝛼 в виде ряда — единственно. Предположим про-
тивное. Предположим, что существует представление, отличное от предыдущего,

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑏̄𝑘
𝜃𝑘
, 0 ≤ 𝑏̄𝑘 < 𝜃(𝑘 ≥ 1),

где 𝑏̄𝑘 — целые числа, и для любого 𝑛 ≥ 1 справедливо условие

0 ≤ 𝛼−𝐵𝑛 < 𝜃−𝑛, 𝐵𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏̄𝑘
𝜃𝑘
,

причем найдется число 𝑚 такое, что

𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑚−1 = 𝐵𝑚−1, 𝐴𝑚 ̸= 𝐵𝑚.

Имеем
0 ≤ 𝛼−𝐴𝑚 < 𝜃−𝑚, 0 ≤ 𝛼−𝐵𝑚 < 𝜃−𝑚.

Отсюда получим
1 ≤ |𝑎̄𝑚 − 𝑏̄𝑚| = |𝐴𝑚 −𝐵𝑚|𝜃𝑚 < 1.

Поскольку 𝜃 > 1, последнее неравенство противоречиво. Отсюда следует единственность пред-
ставления числа 𝛼 в виде ряда по убывающим степеням числа 𝜃.

§1. Разложение целых чисел по одной мультипликативной системе чисел

Пусть задана произвольная последовательность натуральных чисел 𝑞𝑘 ≥ 2, 𝑟 ≥ 1. Опреде-
лим мультипликативную систему натуральных чисел 𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 0, вида

𝑚0 = 1,𝑚𝑘 = 𝑚𝑘−1𝑞𝑘, 𝑘 ≥ 1. (1)

Покажем, что любое натуральное число 𝑎 ≥ 1 единственным образом представимо в виде

𝑎 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎̄𝑘𝑚𝑘, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 ≤ 𝑞𝑘 − 1,

где 𝑎̄𝑘 — целые, а число определяется из условий 𝑚𝑛 ≤ 𝑎 < 𝑚𝑛+1.
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При 𝑘 ≥ 0 положим

𝑎̄𝑘 =

[︂
𝑎

𝑚𝑘

]︂
− 𝑞𝑘

[︂
𝑎

𝑚𝑘+1

]︂
.

Из неравенства 𝑏− 1 < [𝑏] ≤ 𝑏 имеем

−1 =
𝑎

𝑚𝑘
− 1− 𝑞𝑘

𝑎

𝑚𝑘+1
< 𝑎̄𝑘 <

𝑎

𝑚𝑘
− 𝑞𝑘

(︂
𝑎

𝑚𝑘+1
− 1

)︂
= 𝑞𝑘,

т.е. 0 ≤ 𝑎̄𝑘 ≤ 𝑞𝑘.
Найдем сумму

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎̄𝑘𝑚𝑘 =
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂[︂
𝑎

𝑚𝑘

]︂
− 𝑞𝑘

[︂
𝑎

𝑚𝑘+1

]︂)︂
𝑚𝑘 =

=

𝑛∑︁
𝑘=0

[︂
𝑎

𝑚𝑘

]︂
𝑚𝑘 −

𝑛∑︁
𝑘=0

[︂
𝑎

𝑚𝑘+1

]︂
𝑚𝑘+1 = [𝑎]−𝑚𝑛+1

[︂
𝑎

𝑚𝑛+1

]︂
= 𝑎.

Докажем единственность такого представления. Предположим, что существуют два различ-
ных представления

𝑎 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎̄𝑘𝑚𝑘 −
𝑙∑︁

𝑡=0

𝑏̄𝑡𝑚𝑡, 0 ≤ 𝑎̄𝑘, 𝑏̄𝑘 < 𝑞𝑘,

где 𝑎0, 𝑏0 могут принимать только два значения либо 0, либо 1.
Тогда, вычитая из одного предствления другое, получим

𝑠∑︁
𝑘=0

𝑐𝑠𝑚𝑠 = 0, 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑏𝑘, 0 ≤ |𝑐𝑘| ≤ 𝑞𝑘 − 1|𝑐𝑠| ≥ 1.

Следовательно,

𝑚𝑠 ≤ |𝑐𝑠|𝑚𝑠 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑚𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑞𝑘 − 1)𝑚𝑘 =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑚𝑘+1 −𝑚𝑘) = 𝑚𝑠 − 1.

Последнее неравенство противоречиво. Значит, указанное представление числа 𝑎 единственно.
§2. Разложение действительных чисел по мультипликативной системе чисел

Пусть 𝑎 — любое действительное число из полуинтервала [0, 1). Говорят, что 𝑎 представимо
в виде ряда

𝑎 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 ≤ 𝑞𝑘 − 1, (2)

где при 𝑘 ≥ 0 числа 𝑎̄𝑘 — целые и 𝑎̄0 могут принимать два значения либо 0, либо 1, причем
для любого натурального числа 𝑛 справедливо неравенство

𝑎−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

< 𝑚−1
𝑛 . (3)

Теорема 1. Любое действительное число единственным образом представимо в виде (2)

и (3).

Доказательство. Сначала установим существование искомого представления числа 𝑎.
Определим при 𝑛 ≥ 1 последовательность {𝑥𝑛}. Положим

𝑎 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

+
𝑥𝑛
𝑚𝑛

, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1, 𝑎̄0 = 0.
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Для любого 𝑛 ≥ 1 находим

𝑎̄𝑛
𝑚𝑛

+
𝑥𝑛
𝑚𝑛

=
𝑥𝑛−1

𝑚𝑛−1
, 𝑎̄𝑛 + 𝑥𝑛 = 𝑞𝑛𝑥𝑛−1.

Следовательно,

𝑎̄𝑛 = [𝑞𝑛𝑥𝑛−1], 𝑥𝑛 = {𝑞𝑛𝑥𝑛−1}.

Отсюда имеем

−1 ≤ 𝑞𝑛𝑥𝑛−1 − 1 < 𝑎̄𝑛 ≤ 𝑞𝑛𝑥𝑛−1 < 𝑞𝑛,

т.е. 𝑎̄𝑛 может принимать целые значения от 0 до 𝑞𝑛 − 1.

Теперь найдем сумму

𝐴𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

=

𝑛∑︁
𝑘=1

[𝑞𝑘𝑥𝑘−1]

𝑚𝑘
=

=
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝑥𝑘−1 − {𝑞𝑘𝑥𝑘−1}
𝑚𝑘

=
𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑥𝑘−1

𝑚𝑘−1
− 𝑥𝑘
𝑚𝑘

)︂
= 𝑎− 𝑥𝑛

𝑚𝑛
.

Таким образом выполняется условие (3) и существование разложения числа 𝑎 в ряд с услови-
ями (2) и (3) установлено.

Докажем единственность представления числа 𝑎 в виде (2) и (3). Будем рассуждать от
противного. Предположим, что найдутся два различных представления

𝑎 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

=

∞∑︁
𝑘=1

𝑏̄𝑘
𝑚𝑘

с условиями (2) и (3).

Найдется 𝑚 такое, что

𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑛−1 = 𝐵𝑛−1, 𝐴𝑛 ̸= 𝐵𝑛,

где

𝐴𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑚𝑘

, 𝐵𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏̄𝑘
𝑚𝑘

, 𝑎̄𝑛 ̸= 𝑏̄𝑛.

Из соотношений (2) получим

0 ≤ 𝑎−𝐴𝑛 < 𝑚−1
𝑛 , 0 ≤ 𝑎−𝐵𝑛 < 𝑚−1

𝑛 .

Отсюда имеем

0 ≤ 𝑚𝑛(𝑎−𝐴𝑛) < 1, 0 ≤ 𝑚𝑛(𝑎−𝐵𝑛) < 1.

Следовательно, при 𝑛 > 1 имеем

−1 < 𝑚𝑛(𝐴𝑛 −𝐵𝑛) < 1, −1 < 𝑚𝑛(𝐴𝑛−1 −𝐵𝑛−1) +
𝑎̄𝑛 − 𝑏̄𝑛
𝑚𝑛

=
𝑎̄𝑛 − 𝑏̄𝑛
𝑚𝑛

< 1,

но

|𝛼̄𝑚 − 𝛽𝑚| = 1,

так как 𝑎̄𝑛 ̸= 𝑏̄𝑛. Из полученных противоречивых неравенств находим, что для любого 𝑛 ≥ 1
справедливы равенства 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛. Тем самым единственность представления (4) и (5) доказана.
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Простейшей мультипликативной системой является “факториальная” система𝑚𝑛=(𝑛−1)!,
𝑞𝑛 = 𝑛, 0! = 1, 𝑛 ≥ 1. Используя теорему 1 о единственности разложения числа по обратным
значениям 𝑚𝑛, оценим 𝑥𝑛 для числа 𝑒. Имеем

𝑥𝑛
𝑛!

= 𝑒−
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
, 1 = 𝜆̄𝑘 = [𝑞𝑘𝑥𝑘−1] = [𝑘𝑥𝑘−1],

1 ≤ 𝑞𝑘𝑥𝑘−1 < 2,
1

𝑛+ 1
≤ 𝑥𝑛 <

2

𝑛+ 1
.

Таким образом,

𝑒 =
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑛!
+
𝑥𝑛
𝑛!
,

1

𝑛+ 1
≤ 𝑥𝑛 <

2

𝑛+ 1
.

Заметим, что известна более точная оценка сверху: 𝑥𝑛 <
1
𝑛 . Следовательно,

1

𝑛+ 1
≤ 𝑥𝑛 <

1

𝑛
.

§3. Разложение целых чисел по последовательности Фибоначчи

Пусть задана последовательность чисел Фибоначчи

𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1(𝑘 ≥ 1),

или как функция своего номера

𝐹𝑛 =
1√
5

⎛⎝(︃√
5 + 1

2

)︃𝑛+1

−

(︃
1−

√
5

2

)︃𝑛+1
⎞⎠ =

=
1√
5
(𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛+1), 𝜙 = 1− 𝜙.

Возьмем любое натуральное число 𝑎 ≥ 1. Тогда найдется натуральное число 𝑛 такое, что
𝐹𝑛 ≤ 𝑎 < 𝐹𝑛+1, и набор {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}, состоящий из чисел 0 и 1, причем 𝑎𝑛 = 1, 𝑎𝑠 ·𝑎𝑠+1 = 0 для
всех 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 1, такой, что имеет место единственное разложение вида

𝑎 = 𝑎1𝐹1 + 𝑎2𝐹2 + · · ·+ 𝑎𝑛𝐹𝑛.

Действительно, положив 𝑎𝑛 = 1, имеем цепочку равенств

𝑎 = 𝑎𝑛𝐹𝑛 + 𝑟𝑛, 0 ≤ 𝑟𝑛 < 𝐹𝑛,

𝑟𝑛 = 𝑎𝑛−1𝐹𝑛−1 + 𝑟𝑛−1, 0 ≤ 𝑟𝑛−1 < 𝐹𝑛−1,

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑟2 = 𝑎1𝐹1 + 𝑟1 0 ≤ 𝑟1 < 𝐹1,

𝑟1 = 𝑎0𝐹0.

Имеем, что 0 ≤ 𝑎𝑘 ≤ 1 при 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, причем при 𝑠 = 𝑛− 1, 𝑛− 2, . . . , 1 получим

𝑎𝑠𝑎𝑠+1 = 0, 𝑎𝑛 = 1.

Докажем теперь единственность такого представления. От противного. Предположим, что
имеется два различных представления числа 𝑎 в виде

𝑎 = 𝑎1𝐹1 + 𝑎2𝐹2 + · · ·+ 𝑎𝑛𝐹𝑛 = 𝑏1𝐹1 + 𝑏2𝐹2 + · · ·+ 𝑏𝑚𝐹𝑚,
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где 𝑎𝑘, 𝑘 ≥ 1, и 𝑏𝑙, 𝑙 ≥ 1, могут принимать только два значения 0 или 1.
Тогда

0 = 𝑎− 𝑎 =

𝑠∑︁
𝑡=0

𝑐𝑡𝐹𝑡, 𝑐𝑡 = 𝑎𝑡 − 𝑏𝑡, |𝑐𝑡| ≤ 1, 𝑐𝑠 ̸= 0.

Без ограничения общности можно считать, что 𝑐𝑠 = 1. Далее, поскольку 𝑎𝑠−1𝑎𝑠 = 0 и
𝑏𝑠−1𝑏𝑠 = 0, получим, что либо 𝑐𝑠−1 = 0, либо 𝑐𝑠−1 = −1 Отсюда находим цепочку эквива-
лентных неравенств

1√
5
(𝜙𝑠+1 − 𝜙𝑠+1) = 𝐹𝑠 ≤ |𝑐𝑠|𝐹𝑠 = |

𝑠−1∑︁
𝑡=0

𝑐𝑡𝐹𝑡| ≤

≤
𝑠−2∑︁
𝑡=0

𝐹𝑡 =
1√
5

(︂
𝜙𝑠 − 1

𝜙− 1
− 𝜙𝑠 − 1

𝜙− 1

)︂
;

𝜙𝑠+1 − 𝜙𝑠+1 ≤ −𝜙
𝑠 − 1

𝜙
+
𝜙𝑠 − 1

𝜙
;

𝜙𝑠+1 − 𝜙𝑠+1 ≤ 𝜙𝑠+1 + 𝜙− 𝜙𝑠+1 + 𝜙; −1 ≥ 0.

Последнее неравенство противоречиво. Следовательно, единственность представления числа
𝑎 в указанном виде доказана.

§4. Представление действительного числа в виде бесконечного ряда по обрат-

ным числам Фибоначчи

Будем говорить, что число 𝑎 ≥ 0 представимо в виде ряда

𝑎 = 𝑎0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘
, (4)

где 𝑎0 = [𝑎] — целая часть числа 𝑎, целые числа 𝛼̄𝑘, 𝑘 ≥ 1, могут принимать всего два значения
0 и 1, и, кроме того, для любого натурального 𝑛 выполняется неравенство

0 ≤ 𝑎− 𝑎0 −
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘

< 𝐹−1
𝑛 . (5)

Теорема 2. Любое действительное число единственным образом представимо в виде (4)

и (5).

Доказательство. Докажем сначала единственность представления 𝑎 в виде (4) и (5).
Предположим противное, т.е. найдутся, по крайней мере, два различных представления числа
𝑎 c условиями (4) и (5):

𝑎 = 𝑎0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘

= 𝑎0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘
𝐹𝑘
.

Поскольку эти представления различны, найдется 𝑚 такое, что

𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑚−1 = 𝐵𝑚−1, 𝐴𝑚 ̸= 𝐵𝑚,

где

𝐴𝑚 = 𝑎0 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘
, 𝐵𝑚 = 𝑎0 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘
𝐹𝑘
, 𝛼̄𝑚 ̸= 𝛽𝑚.

Из соотношений (4) получим

0 ≤ 𝑎−𝐴𝑚 < 𝐹−1
𝑚 , 0 ≤ 𝑎−𝐵𝑚 < 𝐹−1

𝑚 .
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Отсюда имеем
0 ≤ 𝐹𝑚(𝑎−𝐴𝑚) < 1, 0 ≤ 𝐹𝑚(𝑎−𝐵𝑚) < 1.

Следовательно,

−1 < 𝐹𝑚(𝐴𝑚 −𝐵𝑚) < 1, −1 < 𝐹𝑚(𝐴𝑚−1 −𝐵𝑚−1) + 𝛼̄𝑚 − 𝛽𝑚 = 𝛼̄𝑚 − 𝛽𝑚 < 1,

но
|𝛼̄𝑚 − 𝛽𝑚| = 1,

так как 𝛼̄𝑚 ̸= 𝛽𝑚. Из полученных противоречивых неравенств находим, что для любого 𝑚 ≥ 1
справедливы равенства 𝐴𝑚 = 𝐵𝑚. Тем самым единственность представления (4) и (5) доказа-
на.

Теперь докажем существование представления числа 𝑎 в виде (4) и (5). Определим “цифры”
𝜆̄𝑘, 𝑘 ≥ 1.

Положим 𝑎0 = [𝑎]

𝑎 = 𝑎0 +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝐹𝑘

+
𝑥𝑛
𝐹𝑛
, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1, 𝑥0 = {𝑎}. (6)

Отсюда находим 𝑥𝑛 + 𝜆̄𝑛 = 𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1, что дает возможность определить величины

𝜆̄𝑛 =

[︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

]︂
, 𝑥𝑛 =

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︂
.

Таким образом, 𝜆̄𝑛, 𝑛 > 1 — целые, причем

−1 ≤ 𝐹𝑛𝑥𝑛−1

𝐹𝑛−1
− 1 < 𝜆̄𝑛 ≤ 𝐹𝑛𝑥𝑛−1

𝐹𝑛−1
<

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

< 2,

т.е. 𝜆̄𝑛 может принимать только два значения: 0 и 1.
Вычислим сумму

𝐴𝑛 = 𝑎0 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝐹𝑘

= 𝑎0 +

𝑛∑︁
𝑘=1

[︁
𝐹𝑘
𝐹𝑘−1

𝑥𝑘−1

]︁
𝐹𝑘

=

= [𝑎] +
𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑥𝑘−1

𝐹𝑘−1
− 𝑥𝑘
𝐹𝑘

)︂
= [𝑎] +

𝑥0
𝐹0

− 𝑥𝑛
𝐹𝑛

= 𝑎− 𝑥𝑛
𝐹𝑛
.

Следовательно, выполняется условие (5), что и завершает доказательство теоремы.
§5. Целочисленные рекуррентныесоотношения и числа Пизо–Виджаярагхавана

Пусть 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛, . . . — последовательность натуральных чисел, удовлетворяющая
при 𝑛 ≥ 0 линейному рекуррентному соотношению с целыми постоянными коэффициентами

𝑢𝑛+𝑟 = 𝑎1𝑢𝑛+𝑟−1 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑢𝑛, 𝑎𝑟 ̸= 0,

и пусть характеристический многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟−𝑎1𝑥𝑟−1−· · ·−𝑎𝑟 рекуррентного соотношения
имеет следующее разложение на линейные множители

𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝛼1)
𝑒1 . . . (𝑥− 𝛼𝑠)

𝑒𝑠 , 𝑒1 + · · ·+ 𝑒𝑠 = 𝑟.

Тогда 𝑢𝑛 как функция от аргумента 𝑛 ≥ 0 имеет вид

𝑢𝑛 =
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑃𝑘(𝑛)𝛼
𝑛
𝑘 ,
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где степень многочлена 𝑃𝑘(𝑛) не превосходит 𝑒𝑘 − 1, а его коффициенты определяются на-
чальным отрезком 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟−1 последовательности {𝑢𝑛}.

Число 𝛼 = 𝛼1 > 1 называют числом Пизо–Виджаярагхавана (𝑃𝑉 -число), если все его
сопряженные, отличные от 𝛼, лежат внутри единичного круга |𝑧| < 1. Предположим, что для
любого 𝑛 ≥ 1 имеет место неравенство 𝑢𝑛

𝑢𝑛−1
< 𝛼.

Покажем, что любое 𝑎 ∈ [0, 1) можно представить в виде

𝑎 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑢𝑘
, 0 ≤ 𝑎̄𝑘 < 𝛼,

где 𝑎̄𝑘, 𝑘 ≥ 1, — целые числа.

Положим

𝑎 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑢𝑘

+
𝑥𝑛
𝑢𝑛
.

Тогда

𝑎 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑢𝑘

+
𝑥𝑛−1

𝑢𝑛−1
, 𝑎̄𝑛 + 𝑥𝑛 =

𝑢𝑛
𝑢𝑛−1

𝑥𝑛−1,

𝑎̄𝑛 =

[︂
𝑢𝑛
𝑢𝑛−1

𝑥𝑛−1

]︂
, 𝑥𝑛 =

{︂
𝑢𝑛
𝑢𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︂
.

Следовательно,

−1 ≤ 𝑢𝑛
𝑢𝑛−1

𝑥𝑛−1 − 1 < 𝑎̄𝑛 <
𝑢𝑛
𝑢𝑛−1

𝑥𝑛−1 < 𝛼,

т.е. целые числа 𝑎̄𝑛 могут принимать значения от 0 до [𝛼].

Далее, поскольку

0 ≤ 𝑎−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑢𝑘

=
𝑥𝑛
𝑢𝑛

<
1

𝑢𝑛
,

имеем, что

𝑎 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑢𝑘
.

Единственность представления числа 𝑎 в виде ряда по обратным значениям последователь-
ности {𝑢𝑛} доказывается аналогично предыдущему.

2. Заключение

Построенные разложения действительных чисел в позиционной системе счисления, по
мультипликативной системе натуральных чисел, по последовательности Фибоначчи, по це-
лочисленной последовательности, обладающей рекуррентными соотношениями и связанной с
числами Пизо–Виджаярагхавана, представляют интерес при изучении свойств арифметиче-
ских функций и в анализе Фурье. В основе наших исследований лежат работы [1]–[15].
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