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Аннотация

К настоящему времени получен ряд глубоких результатов по проблеме
описания классов унаров (алгебр с одной унарной операцией), полугруппа
эндоморфизмов которых коммутативна, регулярна, является группой или
обладает другим заданным свойством. В данной заметке рассматривается
обратная задача — описание классов полугрупп, каждая из которых изо-
морфна полугруппе эндоморфизмов некоторого унара. В работе описаны
полугруппы эндоморфизмов некоторого класса унаров с одноэлементным
циклом.
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Abstract

In this paper we consider the inverse problem. Our goal is to describe
classes of semigroups which is isomorphic to the endomorphism semigroup
of some monounary algebra. We describe the endomorphism semigroup for
certain class of monounary algebras with an one-element cycle.
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1. Необходимые определения и обозначения

Алгебра A = 〈A, f〉 с одной унарной операцией f называется унаром.
В дальнейшем через N обозначается множество целых положительных чисел

и N0 = N ∪ {0}. Запись n1 | n2 для n1, n2 ∈ N означает, что n1 делит n2.
Для любых m ∈ N0 и a ∈ A под afm подразумевается результат m-кратного

применения операции f к элементу a, при этом af 0 def
= a. Элемент a унара A

называется циклическим, если существует n ∈ N такое, что afn = a. Элемент
a периодический, если afm является циклическим элементом для некоторого
m ∈ N0. Глубиной d(a) элемента a называется наименьшее m ∈ N0 такое, что
afm циклический. Период p(a) элемента a — это наименьшее число n ∈ N такое,
что af d(a)+n = af d(a).

Унар, порожденный элементом a ∈ A, называется моногенным и обознача-
ется через (a) ([1]). Через Cm

n обозначается унар, порождаемый периодическим
элементом a с глубиной d(a) = m и периодом p(a) = n. Если m = 0, то C0

n назы-
вают циклом длины n. Под F1 подразумевается свободный моногенный унар,
называемый лучом.

Если B является подунаром унара A и B 6= A, то будем использовать запись
B < A. Унар, представляющий собой объединение бесконечной возрастающей
цепочки

(a1) < (a2) < . . . < (ai) < . . . ,

где i ∈ N, (ai) ∼= C i
n, n – фиксированное число из N, обозначается через C∞

n .
Элементы a и b унара A называются связными, если afm = bfk для неко-

торых m, k ∈ N0. Отношение связности есть отношение эквивалентности на
A, и каждый класс этой эквивалентности является подунаром A, называемым
связной компонентой. Говорят, что A разбивается на свои связные компоненты.
Унар связный, если любые два его элемента являются связными. Напомним
(см., например, в [2]), что связный унар содержит не более одного цикла.

Другие термины, применяемые в теории унаров, можно найти, например, в
[1].

Сформулируем определение сплетения полугрупп (см. [3]).
Далее T (X) означает множество всех преобразований множества X и

T (X) = 〈T (X), ·〉 — симметрическая полугруппа X, где x(α1α2) = (xα1)α2 для
произвольных α1, α2 ∈ T (X), x ∈ X.

Пусть R = 〈R, ∗〉, S = 〈S, ∗〉 — полугруппы. Через RY обозначается полу-
группа

〈
RY , ·

〉
, где RY — множество всех отображений множества Y во множе-

ство R и для любых τ1, τ2 ∈ RY , y ∈ Y , y(τ1τ2) = (yτ1) ∗ (yτ2).
Сплетением RwrψS полугрупп R и S посредством представления ψ : S →

T (Y ) называется полугруппа
〈
RY × S, ∗

〉
, операция которой задана по правилу:

для произвольных τ1, τ2 ∈ RY , s1, s2 ∈ S
(τ1, s1) ∗ (τ2, s2) = (τ3, s1 ∗ s2),

где yτ3 = (yτ1) ∗ ((y(s1ψ))τ2) для любого y ∈ Y .
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2. Результаты

Приведем сначала несколько вспомогательных результатов.

Лемма 1. ([1], c. 8). Для элемента a унара A равенство afk = afk+h

(k ∈ N0, h ∈ N) имеет место тогда и только тогда, когда d(a) 6 k и p(a) | h.

Лемма 2. ([2], с. 577). Для любого m ∈ N0, f
m – эндоморфизм унара A.

Подполугруппу {fm | m ∈ N0} полугруппы EndA будем обозначать через χ
A
.

Лемма 3. ([2], с. 578). Отображение ϕa, определенное по правилу: xϕa =
a для любого x ∈ A, является эндоморфизмом унара A тогда и только тогда,
когда af = a.

Следствием леммы 1 и обобщением лемм 2.8 и 2.10 из [2] является

Лемма 4. Пусть ϕ : A → B — гомоморфизм A в унар B = 〈B, g〉. Гомо-
морфный образ aϕ периодического элемента a унара A есть также элемент
периодический, причем d(aϕ) 6 d(a) и p(aϕ) | p(a).

Доказательство. Непосредственно вытекает из леммы 1. ✷

Лемма 5. Пусть Aϕ — гомоморфный образ унара A. Если A ∼= C∞
n , то

Aϕ ∼= C0
n1

либо Aϕ ∼= C∞
n1

для некоторого n1 ∈ N.

Доказательство. Следует из определений. ✷

Предложение 1. Если A ∼= C∞
1 , то полугруппа End A разбивается на

подполугруппы
End A = χ

A
∪ {ϕ0} ,

где aϕ0 = a0 для любого a ∈ A (a0 — циклический элемент унара A).
При этом χ

A

∼= 〈N0,+〉.

Доказательство. С учетом леммы 3 включение χ
A
∪ {ϕ0} ⊆ End A оче-

видно.
Пусть ϕ ∈ End — произвольный элемент. Допустим, что ϕ 6= ϕ0. Значит,

найдется элемент a ∈ A такой, что aϕ 6= a0. Отсюда, d(a), d(aϕ) > 0, причем,
согласно лемме 4, d(aϕ) 6 d(a). Покажем, что ϕ = fm, где m = d(a) − d(aϕ).
Для произвольного x ∈ A возможны варианты.
1) x = a. Так как d(afm) = d(a)−m = d(aϕ) и поскольку для любого k ∈ N0 в
унаре A существует единственный элемент с глубиной, равной k, то afm = aϕ.
2) x = afk для некоторого k ∈ N.

Тогда xϕ = (afk)ϕ = (aϕ)fk = (afm)fk = (afk)fm = xfm.
3) a = xf t для некоторого t ∈ N. Обозначим через a1 = xϕ, через a2 = xfm.
Имеем:
a1f

t = (xϕ)f t = (xf t)ϕ = aϕ; a2f t = (xfm)f t = (xf t)fm = afm.
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Таким образом, a1f t = aϕ = a2f
t. Предположим, что a1 6= a2. Не нарушая

общности, положим: a2 = a1f
k для некоторого k ∈ N. Значит, a1f t = a2f

t =
(a1f

k)f t = (a1f
t)fk, откуда a1f

t = a0. Это противоречит тому, что aϕ 6= a0.
Поэтому xϕ = a1 = a2 = xfm. Итак, ϕ = fm ∈ χ

A
. Таким образом, End A ⊆

χ
A
∪ {ϕ0}.
Докажем теперь, что χ

A
∩ {ϕ0} = ∅. Предположим, ϕ0 = f t для некоторого

t ∈ N0. Рассмотрим элемент y ∈ A с глубиной d(y) = t + 1. yf t = yϕ0 = a0,
что противоречит определению глубины элемента. Значит, наше предположение
неверно, и следовательно, End A = χ

A
∪ {ϕ0} есть разбиение множества End A.

Отметим, что fm 6= fk для любых различных m, k ∈ N0. Действительно,
пусть m < k. Если бы fm = fk, тогда для элемента x ∈ A с глубиной d(x) = k
имело бы место равенство xfm = xfk = a0, что противоречило бы определению
глубины.

Ясно, что соответствие α : {fm | m ∈ N0} → N0, определенное правилом:
α(fm) = m для любого m ∈ N0, является изоморфизмом χ

A
на полугруппу

〈N0,+〉. ✷

Пусть A =
⋃
i∈I

Ai — разбиение A на связные компоненты. Рассмотрим унар

A такой, что Ai
∼= C∞

0 для всякого i ∈ I. В каждом Ai зафиксируем элемент ai.
(ai | i ∈ I) — это подунар A, порожденный множеством {ai | i ∈ I}; θ(ai| i∈I) есть
конгруэнция Риса по (ai | i ∈ I). Фактор-унар A/θ(ai| i∈I) будем обозначать через

C
(∞,m)
1 , где m = |I|. Заметим, что при m = 1, C(∞,m)

1
∼= C∞

1 .
Если A ∼= C

(∞,m)
1 , то примем следующие обозначения:

C — цикл с носителем {a0}, содержащийся в унаре A;
W = {W 6 A |W ∼= C∞

1 }, пусть W = {Wi = 〈Wi, f〉 | i ∈ I}, где |I| = m.
Напомним, что XY есть множество всех отображений из Y в X.

Предложение 2. Если A ∼= C
(∞,m)
1 , то для множества End A имеет

место разбиение

End A =
⋃

α∈(W ⋃{C})W
Endα A,

где для каждого α ∈ (W
⋃ {C})W

Endα A = {ϕ : A→ A — соответствие | для любого a ∈ A

a ∈ Wi ⇒ aϕ =





a0, если Wiα = C,
afmi , если Wiα = Wi,
bfmi , если Wiα = Wj , j 6= i, где b ∈ Wj , d(b) = d(a)

,

где mi ∈ N0 } .

Доказательство. Пусть α ∈ (W
⋃ {C})W , ϕ ∈ EndαA. Из способа задания

следует, что ϕ : A → A является отображением. Пусть a ∈ A, a ∈ Wi для
некоторого i ∈ I, откуда af ∈ Wi. Возможны варианты.
1) Wiα = C. Тогда (aϕ)f = a0f = a0 = (af)ϕ.
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2) Wiα = Wi. Отсюда, aϕ = afmi для некоторого mi ∈ N0. Имеем:
(aϕ)f = (afmi)f = (af)fmi = (af)ϕ.
3) Wiα = Wj , j 6= i. Тогда aϕ = bfmi для некоторого mi ∈ N0, где b ∈ Wj , d(b) =
d(a). Отметим, что для произвольных элементов x, y любого унара из равенства
d(x) = d(y) следует d(xgn) = d(ygn), где g есть операция унара, n ∈ N. Так
как d(a) = d(b), следовательно, d(af) = d(bf). При этом bf ∈ Wj. Значит,
(aϕ)f = (bfmi)f = (bf)fmi = (af)ϕ.
Итак, ϕ ∈ EndA. Таким образом, EndαA ⊆ EndA для любого α ∈ (W

⋃ {C})W .
Докажем, что Wiϕ = Wiα для произвольных ϕ ∈ Endα A и i ∈ I. Для Wiα

возможны варианты:
1) Wiα = C. Отсюда, по определению ϕ, aϕ = a0 для любого a ∈ Wi. Следова-
тельно, Wiϕ ⊆ {a0}. Обратное включение очевидно, и значит, Wiϕ = C.
2) Wiα = Wi. Тогда для любого a ∈ Wi, aϕ = afmi ∈ Wi. Поэтому Wiϕ ⊆ Wi.
Далее для произвольного a ∈ Wi ввиду сюръективности отображения f на мно-
жестве Wi существует x ∈ Wi такой, что xfmi = a, откуда xϕ = xfmi = a,
следовательно, a ∈ Wiϕ. Таким образом, обратное включение имеет место, и
Wiϕ = Wi.
3) Wiα = Wj , j 6= i. Для любого a ∈ Wi, aϕ = bfmi , где b ∈ Wj , d(b) = d(a).
Откуда Wiϕ ⊆ Wj. Пусть x ∈ Wj. Ввиду сюръективности отображения fWj

су-
ществует y ∈ Wj такой, что yfmi = x. Отсюда для элемента z ∈ Wi, d(z) = d(y)
имеем: zϕ = yfmi = x. Значит, Wj ⊆Wiϕ. Итак, Wiϕ = Wj .

Из доказанного следует:
Endα1 A ∩ Endα2 A = ∅ для любых α1, α2 ∈ (W

⋃ {C})W , α1 6= α2.
Рассмотрим произвольный ϕ ∈ End A. Согласно лемме 5, для любого i ∈ I

Wiϕ = C либо Wiϕ = Wj для некоторого j ∈ I. Покажем, что ϕ ∈ Endα A, где
Wiα = Wiϕ для каждого i ∈ I. Пусть a ∈ A — произвольный элемент, a ∈ Wi

для некоторого i ∈ I. Возможны варианты:
1) Wiα = C. Значит, Wiϕ = C, откуда aϕ = a0.
2) Wiα = Wi. Т. е. Wiϕ = Wi. Рассмотрим ограничение ϕWi

отображения ϕ
на множестве Wi. ϕWi

∈ End Wi. Так как WiϕWi
6= {a0}, следовательно, по

предложению 1, ϕWi
∈ χ

Wi
. Отсюда, ϕWi

= fm для некоторого m ∈ N0. Поэтому
aϕ = aϕWi

= afmi, где mi = m ∈ N0.
3) Wiα = Wj , j 6= i. Тогда Wiϕ = Wj. Значит, найдется элемент x ∈ Wi такой,
что xϕ 6= a0. Обозначим через m = d(x)− d(xϕ). Согласно лемме 4, m ∈ N0.

Пусть y ∈ Wi. Возможны случаи:
а) y = x. Тогда найдется zx ∈ Wj такой, что d(zx) = d(x). Так как d(zxf

m) =
d(zx)−m = d(x)−m = d(xϕ) и xϕ ∈ Wj , следовательно, zxfm = xϕ.
б) y = xfk для некоторого k ∈ N. Пусть zy ∈ Wj таков, что d(zy) = d(y).
Поскольку d(zx) = d(x), значит, d(zxfk) = d(xfk). Отсюда, d(zxfk) = d(zy).
Поэтому zxf

k = zy. Имеем: yϕ = (xfk)ϕ = (xϕ)fk = (zxf
m)fk = (zxf

k)fm =
zyf

m.
в) x = yfk для некоторого k ∈ N. Выберем элемент zy ∈ Wj такой, что d(zy) =
d(y). Так как d(y) = d(zy), следовательно, d(yfk) = d(zyf

k), откуда d(zx) =
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d(zyf
k). При этом zx, zyf

k ∈ Wj . Таким образом, zx = zyf
k.

Положим далее b1 = yϕ и b2 = zyf
m. Тогда b1f

k = (yϕ)fk = (yfk)ϕ = xϕ.
С другой стороны, xϕ = zxf

m = (zyf
k)fm = (zyf

m)fk = b2f
k. Отсюда следует.

что b1fk = b2f
k = xϕ. Предположим, что b1 6= b2. Пусть, для определенности,

b2 = b1f
t для некоторого t ∈ N. Отсюда, b2fk = (b1f

t)fk = (b1f
k)f t = (b2f

k)f t.
Таким образом, получили противоречие с тем, что xϕ 6= a0. Следовательно,
b1 = b2.

Итак, для любого y ∈ Wi, yϕ = zyf
m, где zy ∈ Wj , d(zy) = d(y). Поэтому

aϕ = bfmi , где mi = m ∈ N0, b ∈ Wj , d(b) = d(a). Значит, ϕ ∈ Endα A, где
Wiα = Wiϕ для любого i ∈ I.

Таким образом, End A разбивается на множества Endα A, α ∈ (W
⋃ {C})W .

✷

В следующей теореме под O подразумевается нуль полугруппы.

Теорема 1. Пусть A ∼= C
(∞,m)
1 . Если m = 1, то End A ∼= 〈N0

⋃ {O} ,+〉.
При m > 1

End A ∼=
(
EndW wrψT(X)

)
/ρ,

где W 6 A,W ∼= C∞
1 ; |X| = m; ψ есть тождественный автоморфизм полу-

группы T(X); конгруэнция ρ определена по правилу:
для любых τ1, τ2 ∈ (EndW)X , t1, t2 ∈ T (X)

(τ1, t1) ρ (τ2, t2)
def⇔ (τ1 = τ2)& ((∀x ∈ X)(xτ1 6= ϕ0 ⇒ xt1 = xt2)) (здесь ϕ0 ∈

EndW).

Доказательство. Положим сначала, что m = 1. Изоморфность полугрупп
End A и 〈N0

⋃ {O} ,+〉 очевидна с учетом предложения 1 и того факта, что ϕ0

является нулем полугруппы End A.
Пусть теперь m > 1. Конструкция ρ для сплетения R wrξS, где R — полу-

группа с нулем, построена в [4]. Здесь же [4, лемма 1.1] приводится доказатель-
ство того, что бинарное отношение ρ является конгруэнцией R wrξS.

Определим соответствие γ : EndA→
(
(EndW)X × T (X)

)
/ρ следующим об-

разом.
Пусть EndA ∋ ϕ— произвольный элемент. Согласно предложению 2, ϕ ∈ EndαA
для некоторого α ∈ (W

⋃ {C})W . Полагаем, что X = {xi | i ∈ I}. Обозначим че-
рез tϕ преобразование множества X, заданное по правилу: для любого i ∈ I

xitϕ =

{
xi, если Wiα = C или Wiα = Wi,
xj , если Wiα = Wj , j 6= i .

Элемент τϕ ∈ (EndW)X определим так. Пусть I ∋ i — произвольный элемент.
Поскольку ϕ ∈ Endα A, значит, для любого a ∈ Wi

aϕ =





a0, если Wiα = C,
afmi , если Wiα = Wi,
bfmi , если Wiα = Wj, j 6= i, где b ∈ Wj, d(b) = d(a)

, где mi ∈ N0.
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Мы полагаем:

xiτϕ =

{
ϕ0, если Wiα = C,
fmi , в противном случае.

Итак, γ(ϕ) = [(τϕ, tϕ)]ρ.
Из способа задания ясно, что γ — отображение. Можно показать, что γ —

биекция.
Пусть End A ∋ β1, β2 — произвольные элементы. γ(β1β2) = [(τβ1β2, tβ1β2)]ρ.
С другой стороны,

γ(β1) ∗ γ(β2) = [(τβ1 , tβ1)]ρ ∗ [(τβ2 , tβ2)]ρ = [(τβ1 , tβ1) ∗ (τβ2 , tβ2)]ρ;

(τβ1 , tβ1) ∗ (τβ2, tβ2) = (τ, tβ1tβ2), где xτ = (xτβ1)((xtβ1)τβ2) для любого x ∈ X.
По предложению 2, β1 ∈ Endα1A, β2 ∈ Endα2A, β1β2 ∈ EndαA для некоторых

α1, α2, α ∈ (W
⋃ {C})W . Для произвольного i ∈ I возможны варианты.

1) Wiα1 = C. Тогда xiτβ1 = ϕ0, откуда xiτ = ϕ0. Напомним (см. доказа-
тельство предложения 2), что Wiα = Wi(β1β2). Имеем: Wi(β1β2) = (Wiβ1)β2 =
Cβ2 = C. Следовательно, xiτβ1β2 = ϕ0.

2) Wiα1 = Wj для некоторого j ∈ I. Отсюда, xitβ1 = xj . Для любого a ∈ Wi

aβ1 = bfmi , где b ∈ Wj , d(b) = d(a), mi ∈ N0. Значит, xiτβ1 = fmi. Возможны
случаи.

а) Wjα2 = C. Тогда xjτβ2 = ϕ0, и xiτ = ϕ0. С другой стороны,
Wi(β1β2) = (Wiα1)α2 = Wjα2 = C. Поэтому xiτβ1β2 = ϕ0.
б) Wjα2 = Wh для некоторого h ∈ I. В этом случае для любого y ∈ Wj , yβ2 =

zfkj для подходящего kj ∈ N0, где z ∈ Wh, d(z) = d(y). Следовательно, xjτβ2 =
fkj . Таким образом, xiτ = fmifkj = fmi+kj . С другой стороны, Wi(β1β2) =
Wjα2 = Wh. При этом для произвольного a ∈ Wi

a(β1β2) = (aβ1)β2 = (bfmi)β2 = zfkj , где b ∈ Wj, d(b) = d(a), z ∈ Wh, d(z) =
d(bfmi).

Рассмотрим элемент za ∈ Wh, d(za) = d(a).
Так как d(za) = d(a) = d(b), значит, d(zafmi) = d(bfmi).
Отсюда, z = zaf

mi , и, следовательно, a(β1β2) = (zaf
mi)fkj = zaf

mi+kj . Итак,
xiτβ1β2 = fmi+kj .

Таким образом, τ = τβ1β2.
Пусть i ∈ I таков, что xiτ 6= ϕ0. Откуда xiτβ1 , (xitβ1)τβ2 6= ϕ0. Поскольку

xiτβ1 6= ϕ0, значит, Wiα1 = Wj для некоторого j ∈ I. Имеем xitβ1 = xj . Из того,
что xjτβ2 6= ϕ0, следует: Wjα2 = Wh для подходящего h ∈ I. Поэтому xjtβ2 =
xh. Таким образом, xi(tβ1tβ2) = (xitβ1)tβ2 = xjtβ2 = xh. При этом Wi(β1β2) =
(Wiα1)α2 = Wjα2 = Wh. Отсюда, xitβ1β2 = xh. Итак, (τ, tβ1tβ2) ρ (τβ1β2 , tβ1β2).
Значит, γ(β1β2) = γ(β1) ∗ γ(β2) для любых β1, β2 ∈ End A. Следовательно, γ –
изоморфизм полугрупп End A и

(
EndW wrψT(X)

)
/ρ. ✷
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