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Аннотация

Гельфонд доказал равномерность распределения сумм цифр двоичных разложений на-
туральных чисел по арифметическим прогрессиям. В дальнейшем этот результат был обоб-
щен на многие другие системы счисления, в том числе, на систему счисления Фибоначчи.

Эминян нашел асимптотическую формулу для количества натуральных чисел 𝑛, не
превосходящих заданного, у которых 𝑛 и 𝑛 + 1 имеют заданную четность суммы цифр
двоичного разложения. Недавно данный результат был обобщен Шутовым на случай раз-
ложений натуральных чисел в систему счисления Фибоначчи.

В настоящей работе мы рассматриваем более общую задачу о количестве натуральных
чисел 𝑛, не превосходящих заданного 𝑋, у которых 𝑛 и 𝑛 + 𝑙 имеют заданную четность
суммы цифр разложения в систему счисления Фибоначчи. Приведен метод, позволяющий
получить асимптотическую формулу для данного количества при всех 𝑙. В основе метода
– изучение некоторых специальных сумм, связанных с задачей и рекуррентных соотноше-
ний, которым удовлетворяют эти суммы. Показано, что при всех 𝑙 и при всех вариантах
четности главный член асимптотики отличен от ожидаемого значения 𝑋

4 . Также доказано,
что остаточный член имеет порядок 𝑂(log𝑋). В случае 𝑙 ≤ 10 константы в главном члене
асимптотической формулы найдены в явном виде.

В заключении работы сформулирован ряд открытых проблем для дальнейшего иссле-
дования.
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Abstract

Gelfond proved the uniformity of distribution of the sums of binary digits expansions of
natural numbers in arithmetic progressions. Later, this result was generalized to many other
numeration systems, including Fibonacci numeration system.

Eminyan find an asymptotic formula for the number of natural 𝑛, not exceeding a given
one, such that 𝑛 and 𝑛+ 1 have a given parity of the sum of digits of their binary expansions.
Recently, this result was generalized by Shutov to the case of Fibonacci numeration system.

In the paper we consider quite more general problem about the number of natural 𝑛,
not exceeding 𝑋, such that 𝑛 and 𝑛 + 𝑙 have a given parity of the sum of digits of their
representations in Fibonacci numeration system. A method is presented that allows to obtain
asymptotic formula for a given quantity for all 𝑙. It is based on the study of some special sums
associated with the problems and recurrence relations for these sums. It is shown that for any
𝑙 and all variants of parity the leading term of the asymptotic is different from the expected
value 𝑋

4 . Als it is proved that the remainder has the order 𝑂(log𝑋). For 𝑙 ≤ 10 constants in
the leading term of asymptotic formulas are found explicitly.

In the conclusion of the work, some open problems for further research are formulated.
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1. Введение

Представим натуральное число 𝑛 в двоичной системе счисления:

𝑛 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖2
𝑖,

где 𝑛𝑖 ∈ {0, 1} и определим множества

N0 = {𝑛 : 𝑛 ∈ N,
∞∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 ≡ 0 (mod 2)},
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N1 = N ∖ N0.

Изучение множеств N𝑖 было начато А.О. Гельфондом в статье [2], в которой была показана
равномерность распределения чисел из данных множеств по арифметическим прогрессиям.
Дальнейшие многочисленные теоретико-числовые результаты о множествах N𝑖 были получены
К.М. Эминяном [13], [14], [15], А.А. Карацуба [8], [9], А.П. Науменко [10], [11] и рядом других
авторов.

Теперь рассмотрим последовательность чисел Фибоначчи {𝐹𝑖}:𝐹0 = 𝐹1 = 1,𝐹𝑖+1 = 𝐹𝑖+𝐹𝑖−1

и напомним, что любое натуральное число 𝑛 имеет представление Цеккендорфа [6]

𝑛 =

𝑙𝑓(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝐹𝑖,

где 𝑓𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑓𝑖𝑓𝑖+1 = 0, 𝑙𝑓(𝑛) = min{𝑘 : 𝐹𝑘+1 > 𝑛}. Очевидно, что 𝑙𝑓(𝑛) = 𝑂(log 𝑛). Будем
кратко записывать разложение 𝑛 в систему счисления Фибоначчи как 𝑛 = (𝑓𝑙𝑓(𝑛)𝑓𝑙𝑓(𝑛)−1...𝑓1)𝐹 .

Определим множества

F0 = {𝑛 : 𝑛 ∈ N,
𝑙𝑓(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖 ≡ 0 (mod 2)},

F1 = N ∖ F0,

то есть множества натуральных чисел с четной и нечетной суммой цифр представления в
системе счисления Фибоначчи. Результаты, аналогичные результатам Гельфонда для системы
счисления Фибоначчи, были получены в работе [3].

Положим

𝜀(𝑛) =

{︂
1, 𝑛 ∈ F0,
−1, 𝑛 ∈ F1.

Очевидно, что

𝜀(𝑛) = (−1)
𝑙𝑓(𝑛)∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖
.

Рассмотрим множество

𝑁𝜀1,𝜀2(𝑋) = ♯{𝑛 < 𝑋 : 𝜀(𝑛) = 𝜀1, 𝜀(𝑛+ 1) = 𝜀2},

где 𝜀1 и 𝜀2 могут принимать значения, равные −1 или 1.
В работе [5] найдена следующая асимптотическая формула для 𝑁𝜀1,𝜀2(𝑋).

Теорема 1. Если 𝜀1 = 𝜀2, то

𝑁𝜀1,𝜀2(𝑋) =

√
5

10
𝑋 +𝑂(log𝑋).

Если 𝜀1 ̸= 𝜀2, то

𝑁𝜀1,𝜀2(𝑋) =
5−
√
5

10
𝑋 +𝑂(log𝑋).

Доказательство данной теоремы основывалось на представлении 𝑁𝜀1,𝜀2(𝑋) в виде двух
сумм

∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛) и 𝑆1(𝑋) =
∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+1). В свою очередь асимптотическая формула для 𝑆1(𝑋)

получена с помощью сведения ее к сумме 𝑆*
1(𝑘) = 𝑆1(𝐹𝑘) и нахождению явного рекуррентного

соотношения для сумм 𝑆*
1(𝑘).
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Еще одно доказательство этой теоремы было получено в [12]. Это доказательство основы-
вается на доказанной в [7] теореме о геометризации системы счисления Фибоначчи.

В случае двоичной системы счисления асимптотика аналогичной суммы была найдена в
[4] и, независимо, в [15].

Положим
𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) = ♯{𝑛 < 𝑋 : 𝜀(𝑛) = 𝜀1, 𝜀(𝑛+ 𝑙) = 𝜀2},

где 𝜀1 и 𝜀2 могут принимать значения, равные −1 или 1, 𝑙 – фиксированное натуральное число.
𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) можно также проинтерпретировать как число решений уравнения

𝑛−𝑚 = 𝑙

в натуральных числах с условиями

𝑛 ≤ 𝑋, 𝜀(𝑛) = 𝜀2, 𝜀(𝑚) = 𝜀1.

Основным результатом работы является следующая теорема:

Теорема 2. Существует постоянная 𝐶𝑙 ̸= 0 такая, что справедлива асимптотическая
формула

𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) =
1 + 𝜀1𝜀2𝐶𝑙

4
𝑋 +𝑂(log𝑋).

Получение данной асимптотической формулы состоит из следующих шагов:
1. Сведение 𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) к суммам вида

∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛) и 𝑆(𝑋) =
∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙).

2. Использование оценки для
∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛), полученной ранее в работах [1] и [5].

3. Нахождение оценки 𝑆(𝑋) начнем с получения рекуррентного соотношения для 𝑆*(𝑘) =
= 𝑆(𝐹𝑘), которое имеет вид 𝑆*(𝑘+1) = 𝑆*(𝑘)+𝑆*(𝑘− 1)+𝜒4,𝑙(𝑘), где 𝜒4,𝑙(𝑘) – периодическая
функция с периодом, равным 4.

4. Последнее уравнение является неоднородным, поэтому его общее решение находим как
сумму общего решения однородного 𝑆*(𝑘) и частного решения неоднородного ̃︁𝑆*(𝑘), причем̃︁𝑆*(𝑘) – это периодическая функция с периодом 4.

5. Общее решение неоднородного уравнения имеет вид 𝑆*(𝑘) = 𝐶1

(︁
1+

√
5

2

)︁𝑘
+ 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
.

6. Затем доказываем, что 𝐶1 ̸= 0 и записываем оценку для 𝑆*(𝑘) как 𝐶1

(︁
1+

√
5

2

)︁𝑘
+𝑂(1).

7. Представляя 𝑋 =
∑︀𝑡

𝑗=1 𝐹𝑘𝑗 , где 𝑘𝑖 > 𝑘𝑖+1 +2, а 𝑆(𝑋) как сумму значений 𝑆*(𝑘𝑗) +𝑂(𝑡),

находим асимптотическую формулу для 𝑆(𝑋) = 5−
√
5

2 𝐶1𝑋+𝑂(log𝑋), и получаем утверждение
теоремы.

При 𝑙 ≤ 10 значения 𝐶𝑙 вычислены нами в явном виде.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Имеет место оценка∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛) = 𝑂(log𝑋).

Доказательство данного утверждения можно найти в [1], [5].

Лемма 2. Пусть натуральное 𝑚 таково, что 𝑚 < 𝐹𝑖, тогда справедливо соотношение

𝜀(𝐹𝑖 +𝑚) =

{︂
−𝜀(𝑚) при 𝑚 < 𝐹𝑖−1,
𝜀(𝑚) при 𝐹𝑖−1 6 𝑚 < 𝐹𝑖.
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Доказательство. Если 𝑚 < 𝐹𝑖−1, то 𝐹𝑖+𝑚 < 𝐹𝑖+1 и разложение числа 𝐹𝑖+𝑚 в систему
счисления Фибоначчи имеет вид (10𝑓𝑖−2𝑓𝑖−3...𝑓1)𝐹 , а числа 𝐹𝑖 = (1 00...0⏟  ⏞  

𝑖−1

)𝐹 . Представим 𝑚 как

(𝐹𝑖 +𝑚)− 𝐹𝑖 и получим, что 𝜀(𝐹𝑖 +𝑚) = −𝜀(𝑚).
Если 𝐹𝑖−1 6 𝑚 < 𝐹𝑖, то 𝑚 = (10𝑓𝑖−3𝑓𝑖−4...𝑓1)𝐹 , 𝐹𝑖 = (1 00...0⏟  ⏞  

𝑖−1

)𝐹 . В таком случае разло-

жение в систему счисления Фибоначчи числа 𝐹𝑖 + 𝑚 имеет вид (100𝑓𝑖−3𝑓𝑖−4...𝑓1)𝐹 , а зачит
𝜀(𝐹𝑖 +𝑚) = 𝜀(𝑚).

Таким образом, утверждение леммы 2 полностью доказано.

Лемма 3. При любом натуральном 𝑖 > 1 справедливо равенство

𝐹𝑖 + 𝐹𝑖−2 + 𝐹𝑖−4 + . . . = 𝐹𝑖+1 − 1.

Доказательство. Проверим справедливость утверждения при 𝑖 = 1 и 𝑖 = 2.
При 𝑖 = 1 получаем верное равенство 𝐹1 = 𝐹2 − 1, т.е. 1 = 2− 1.
При 𝑖 = 2 имеем 𝐹2 = 𝐹3 − 1, т.е. 2 = 3− 1, что также верно.
В предположении, что равенство справедливо при 𝑖 = 𝑗, т.е. 𝐹𝑗+𝐹𝑗−2+𝐹𝑗−4+. . . = 𝐹𝑗+1−1,

убедимся в его справедливости при 𝑖 = 𝑗 + 2:

𝐹𝑗+2 + 𝐹𝑗 + 𝐹𝑗−2 + 𝐹𝑗−4 + . . . = 𝐹𝑗+2 + 𝐹𝑗+1 − 1 = 𝐹𝑗+3 − 1,

так как 𝐹𝑗+3 = 𝐹𝑗+2 + 𝐹𝑗+1.
Следовательно, равенство справедливо при всех 𝑖 > 1.

Лемма 4. Предположим, что 𝑘𝑖−1 − 2 > 𝑘𝑖, где 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑗 и 𝑚 < 𝐹𝑘𝑗−1, тогда
справедливо равенство

𝜀

(︃
𝑚+

𝑗∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

)︃
= (−1)𝑗𝜀(𝑚).

Доказательство.

По условию 𝑘𝑖−1 − 2 > 𝑘𝑖, где 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑗, значит

𝜀

(︃
𝑗∑︁

𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

)︃
= (−1)𝑗 .

Представим
𝑗∑︀

𝑖=1
𝐹𝑘𝑖 в системе счисления Фибоначчи как (𝑓𝑟𝑓𝑟−1 . . . 𝑓1 00...0⏟  ⏞  

𝑘𝑗−1

)𝐹 , где 𝑓1 = 1.

В свою очередь известно, что 𝑚 < 𝐹𝑘𝑗−1, поэтому разложение 𝑚 в систему счисления
Фибоначчи имеет вид (𝑚𝑠𝑚𝑠−1 . . .𝑚1)𝐹 , где 𝑠 6 𝑘𝑗 − 2, и, соответственно,

𝑚+

𝑗∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖 = (𝑓𝑟𝑓𝑟−1 . . . 𝑓1 00...0⏟  ⏞  
𝑘𝑗−𝑠−1

𝑚𝑠𝑚𝑠−1 . . .𝑚1)𝐹 ,

где 𝑘𝑗 − 𝑠− 1 > 1, а среди чисел 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑟 имеется ровно 𝑗 единиц и 𝑟 − 𝑗 нулей.
Из последнего представления следует утверждение леммы 4.

Лемма 5. Пусть 𝑙 ∈ N, тогда если 𝑛 > 𝑙𝑓(𝑙)+1 и 𝑙 фиксированное, то функция 𝜀(𝐹𝑛− 𝑙)
является периодической по 𝑛 с периодом 4.
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Доказательство. Найдем сумму четырех последовательных значений 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙):

𝑛+3∑︁
𝑖=𝑛

𝜀(𝐹𝑖 − 𝑙) = 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+1 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+2 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+3 − 𝑙) =

= 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+1 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+1 + (𝐹𝑛 − 𝑙)) + 𝜀(𝐹𝑛+2 + (𝐹𝑛+1 − 𝑙)).

Если 𝑛 > 𝑙𝑓(𝑙) + 1, то очевидно, что 𝐹𝑛 − 𝑙 < 𝐹𝑛+1, 𝐹𝑛+1 − 𝑙 < 𝐹𝑛+2, следовательно, можно
воспользоваться леммой 2. Получаем

𝑛+3∑︁
𝑖=𝑛

𝜀(𝐹𝑖 − 𝑙) = 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙) + 𝜀(𝐹𝑛+1 − 𝑙)− 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙)− 𝜀(𝐹𝑛+1 − 𝑙) = 0.

Заменяя в полученном равенстве 𝑛 на 𝑛 + 1, получаем
𝑛+4∑︀

𝑖=𝑛+1
𝜀(𝐹𝑖 − 𝑙) = 0. Вычитая данное

раенство из предыдущего, получаем, что

𝜀(𝐹𝑛+4 − 𝑙) = 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙).

Это означает, что функция 𝜀(𝐹𝑛 − 𝑙) является периодической по 𝑛 с периодом 4. Таким
образом утверждение леммы 5 доказано.

3. Доказательство основной теоремы

Обозначим
𝑆(𝑋) =

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙), 𝑆*(𝑘) = 𝑆(𝐹𝑘).

Лемма 6. Пусть 𝑙 ∈ N, тогда для любого 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4 справедливо рекуррентное соот-
ношение

𝑆*(𝑘 + 1) = 𝑆*(𝑘) + 𝑆*(𝑘 − 1) + 𝜒4,𝑙(𝑘), (1)

где 𝜒4,𝑙(𝑘) периодическая функция с периодом 4.

Доказательство. Представим 𝑆*(𝑘 + 1) в виде суммы нескольких слагаемых:

𝑆*(𝑘 + 1) = 𝑆(𝐹𝑘+1) =
∑︁

𝑛<𝐹𝑘+1

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =
∑︁
𝑛<𝐹𝑘

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +

𝐹𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝐹𝑘

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =

= 𝑆(𝐹𝑘) +

𝐹𝑘+𝐹𝑘−1−1∑︁
𝑛=𝐹𝑘

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) = 𝑆(𝐹𝑘) +

𝐹𝑘−1−1∑︁
𝑛′=0

𝜀(𝑛′ + 𝐹𝑘)𝜀(𝑛
′ + 𝐹𝑘 + 𝑙).

Рассмотрим отдельно сомножители, входящие в последнюю сумму. В силу леммы 2 при
всех 0 6 𝑛′ < 𝐹𝑘−1 получаем, что 𝜀(𝑛′ + 𝐹𝑘) = −𝜀(𝑛′).

Если 0 6 𝑛′ < 𝐹𝑘−1 − 𝑙, то 𝑙 6 𝑛′ + 𝑙 < 𝐹𝑘−1, и в соответствии с леммой 2 мож-
но утверждать, что 𝜀(𝑛′ + 𝐹𝑘 + 𝑙) = −𝜀(𝑛′ + 𝑙). Если же 𝐹𝑘−1 − 𝑙 6 𝑛′ < 𝐹𝑘−1, то
𝐹𝑘−1 6 𝑛′ + 𝑙 < 𝐹𝑘−1 + 𝑙 < 𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2 = 𝐹𝑘, то согласно лемме 2 𝜀(𝑛′ + 𝐹𝑘 + 𝑙) = 𝜀(𝑛′ + 𝑙).
Значит

𝜀(𝑛′ + 𝐹𝑘)𝜀(𝑛
′ + 𝐹𝑘 + 𝑙) =

{︂
𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙) при 0 6 𝑛′ < 𝐹𝑘−1 − 𝑙,
−𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙), при 𝐹𝑘−1 − 𝑙 6 𝑛′ < 𝐹𝑘−1.
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В таком случае

𝑆*(𝑘 + 1) = 𝑆*(𝑘) +
∑︁

𝑛′<𝐹𝑘−1−𝑙

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙)−
𝐹𝑘−1−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘−1−𝑙

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙) =

= 𝑆*(𝑘) +
∑︁

𝑛′<𝐹𝑘−1

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙)− 2

𝐹𝑘−1−1∑︁
𝑛′=𝐹𝑘−1−𝑙

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙) =

= 𝑆*(𝑘) + 𝑆*(𝑘 − 1)− 2

𝐹𝑘−1−1∑︁
𝑛′=𝐹𝑘−1−𝑙

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙).

Последнюю сумму, содержащую 𝑙 слагаемых, обозначим 𝜒′
4,𝑙(𝑘) и распишем как

𝜒′
4,𝑙(𝑘) =

𝐹𝑘−1−1∑︁
𝑛′=𝐹𝑘−1−𝑙

𝜀(𝑛′)𝜀(𝑛′ + 𝑙) = 𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙)𝜀(𝐹𝑘−1) + 𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙 + 1)𝜀(𝐹𝑘−1 + 1)+

+𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙 + 2)𝜀(𝐹𝑘−1 + 2) + . . .+ 𝜀(𝐹𝑘−1 − 1)𝜀(𝐹𝑘−1 − 1 + 𝑙).

Согласно определению 𝜀(𝐹𝑘−1) = −1, а из условия 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4 можно заключить, что
𝑘−1 > 𝑙𝑓(𝑙)+3 и 𝐹𝑘−1 > 𝑙−𝑚, где 1 6 𝑚 6 𝑙−1. Таким образом условия леммы 2 выполнены
и

𝜒′
4,𝑙(𝑘) = −𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙)− 𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙 + 1)𝜀(1)− 𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙 + 2)𝜀(2)− . . .− 𝜀(𝐹𝑘−1 − 1)𝜀(𝑙 − 1).

Ранее было доказано (лемма 5), что при фиксированном 𝑙 функция 𝜀(𝐹𝑘−𝑙) является периоди-
ческой с периодом 4, следовательно, функция 𝜒′

4,𝑙(𝑘) также будет периодической с периодом
4.

При 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4 положим 𝜒4,𝑙(𝑘) = −2𝜒′
4,𝑙(𝑘), т.е.

𝜒4,𝑙(𝑘) = 2
𝑙−1∑︁
𝑚=0

𝜀(𝐹𝑘−1 − 𝑙 +𝑚)𝜀(𝑚), (2)

получаем утверждение леммы 6. Продолжим определение функции 𝜒4,𝑙(𝑘) на все 𝑘 по перио-
дичности.

Лемма 7. Пусть 𝑙 ∈ N, тогда для любого 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙)+4 значение функции 𝑆*(𝑘) находится
по формуле:

𝑆*(𝑘) = 𝐶1

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+ 𝐶2

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

+ ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘),

где ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) – периодическая функция с периодом 4, такая что

̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
5 (−3𝜒4,𝑙(0)− 𝜒4,𝑙(1)− 2𝜒4,𝑙(2) + 𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 0 (mod 4),

1
5 (𝜒4,𝑙(0)− 3𝜒4,𝑙(1)− 𝜒4,𝑙(2)− 2𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 1 (mod 4),

1
5 (−2𝜒4,𝑙(0) + 𝜒4,𝑙(1)− 3𝜒4,𝑙(2)− 𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 2 (mod 4),
1
5 (−𝜒4,𝑙(0)− 2𝜒4,𝑙(1) + 𝜒4,𝑙(2)− 3𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 3 (mod 4).

(3)
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Доказательство. Уравнение (1) является линейным неоднородным, поэтому его решение
– это сумма общего решения линейного однородного уравнения

𝑆*(𝑘 + 1) = 𝑆*(𝑘) + 𝑆*(𝑘 − 1) (4)

и частного решения неоднородного уравнения (1).
Составим характеристического уравнение для (4) и решим его:

𝜆2 − 𝜆− 1 = 0,

𝜆 =
1±
√
5

2
.

Таким образом, общее решение уравнения (4) будет иметь вид:

𝑆*(𝑘) = 𝐶1

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+ 𝐶2

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

.

Частное решение неоднородного уравнения (1) будем искать в виде:

̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘0 при 𝑘 ≡ 0 (mod 4),
𝑘1 при 𝑘 ≡ 1 (mod 4),
𝑘2 при 𝑘 ≡ 2 (mod 4),
𝑘3 при 𝑘 ≡ 3 (mod 4).

При 𝑘 ≡ 0 (mod 4) уравнение (1) принимает вид 𝑘1 = 𝑘0+𝑘3+𝜒4,𝑙(0). Если 𝑘 ≡ 1 (mod 4),
то получим уравнение 𝑘2 = 𝑘1 + 𝑘0 + 𝜒4,𝑙(1). В случае 𝑘 ≡ 2 (mod 4) приходим к уравнению
𝑘3 = 𝑘2 + 𝑘1 + 𝜒4,𝑙(2). Если же 𝑘 ≡ 3 (mod 4), то получаем уравнение 𝑘0 = 𝑘3 + 𝑘2 + 𝜒4,𝑙(3).

Составим систему из четырех уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘1 = 𝑘0 + 𝑘3 + 𝜒4,𝑙(0),
𝑘2 = 𝑘1 + 𝑘0 + 𝜒4,𝑙(1),
𝑘3 = 𝑘2 + 𝑘1 + 𝜒4,𝑙(2),
𝑘0 = 𝑘3 + 𝑘2 + 𝜒4,𝑙(3).

Последняя система имеет ненулевое решение, так как

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −1 1 0 −1
−1 −1 1 0
0 −1 −1 1
1 0 −1 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 5 ̸= 0.

Находим это решение и получаем, что частное решение уравнения (1) будет следующим:

̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
5 (−3𝜒4,𝑙(0)− 𝜒4,𝑙(1)− 2𝜒4,𝑙(2) + 𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 0 (mod 4),

1
5 (𝜒4,𝑙(0)− 3𝜒4,𝑙(1)− 𝜒4,𝑙(2)− 2𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 1 (mod 4),

1
5 (−2𝜒4,𝑙(0) + 𝜒4,𝑙(1)− 3𝜒4,𝑙(2)− 𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 2 (mod 4),
1
5 (−𝜒4,𝑙(0)− 2𝜒4,𝑙(1) + 𝜒4,𝑙(2)− 3𝜒4,𝑙(3)) при 𝑘 ≡ 3 (mod 4).

Таким образом, нами действительно найдено частное решение неоднородного уравнения.
Складывая общее решение однородного и частное решение неоднородного, получаем утвер-
ждение леммы 7.
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Лемма 8. Для любого натурального 𝑙 справедлива асимптотическая формула:

𝑆*(𝑘) = 𝐶1

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+𝑂(1),

где 𝐶1 – отличная от нуля постоянная, зависящая от 𝑙.

Доказательство. Вначале убедимся, что 𝐶1 ̸= 0. Предположим противное: 𝐶1 = 0, то-

гда в силу утверждения леммы 7 𝑆*(𝑘) = 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
+ ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘). Согласно определению 𝑆*(𝑘)

является целым, а ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) рациональным числом, значит 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
также должно быть ра-

циональным числом при любом 𝑘.

Пусть при 𝑘 = 1 выражение 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
будет равно 𝑎1, а при 𝑘 = 2 — 𝑎2, где 𝑎1 и 𝑎2 –

целые числа. Отношение 𝑎2 к 𝑎1 при 𝑎1 ̸= 0 равно 1−
√
5

2 , которое не является рациональным

числом, значит не существует 𝐶2 ̸= 0, такое что 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
∈ Q при любом 𝑘. Если же

предположить, что 𝑎1 = 0, то в силу иррациональности 1−
√
5

2 получаем, что 𝐶2 = 0 и 𝑆*(𝑘) –
периодическая функция с периодом 4.

Убедимся, что 𝑆*(𝑘) не является периодической функцией с периодом 4. Согласно опреде-
лению 𝑆*(𝑘) = 𝑆(𝐹𝑘). С другой стороны

𝑆(𝑚) =
∑︁
𝑛<𝑚

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙),

следовательно, если 𝑚 ∈ N, то 𝑆(𝑚) – это сумма 𝑚 слагаемых, каждое из которых равно
либо −1, либо 1 (нечетное число). Очевидно, если сложить 𝑚 нечетных чисел, то получится
нечетное число при 𝑚 нечетном, и четное число при 𝑚 четном.

Значит, 𝑆(𝑚) ≡ 𝑚 (mod 2), если 𝑚 ∈ N. В таком случае 𝑆*(𝑘) ≡ 𝐹𝑘 (mod 2).
Рассмотрим последовательность чисел Фибоначчи:

𝐹1 = 1, 𝐹2 = 2, 𝐹3 = 3, 𝐹4 = 5, 𝐹5 = 8, 𝐹6 = 13, 𝐹7 = 21, . . .

Заметим, что

𝐹𝑘 ≡
{︂

0 (mod 2), если 𝑘 = 3𝑚+ 2,
1 (mod 2), если 𝑘 ̸= 3𝑚+ 2,

поэтому

𝑆*(𝑘) ≡
{︂

0 (mod 2), если 𝑘 = 3𝑚+ 2,
1 (mod 2), если 𝑘 ̸= 3𝑚+ 2,

т.е. 𝑆*(𝑘) будет четным числом при 𝑘 = 3𝑚+ 2, и нечетным при 𝑘 ̸= 3𝑚+ 2.
В таком случае получаем, что 𝑆*(3𝑚+1) – нечетное число, а 𝑆*(3𝑚+5) = 𝑆*(3(𝑚+1)+2)

– четное число, т.е. существуют такие 𝑘, что 𝑆*(𝑘) ̸= 𝑆*(𝑘 + 4). Значит 𝑆*(𝑘) не является
периодической функцией с периодом 4, а, следовательно, постоянная 𝐶1 отлична от нуля.

Очевидно, что при всех натуральных 𝑘 ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) = 𝑂(1) и справедливо неравенство⃒⃒⃒⃒(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘 ⃒⃒⃒⃒
< 1, поэтому 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁𝑘
= 𝑂(1).

Таким образом, лемма 8 доказана.

Лемма 9. Пусть 𝑋 = 𝐹𝑘1+𝐹𝑘2+. . .+𝐹𝑘𝑡, где 𝑘𝑖 > 𝑘𝑖+1+2, 𝑋 > 2𝑙, 𝑙 ∈ N – фиксированное
число, тогда справедливо неравенство:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑆(𝑋)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2(𝑡+ 1)𝑙.
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Доказательство. Введем множества 𝐴𝑗 , определив их следующим образом:

𝐴1 = {𝑛 : 0 6 𝑛 < 𝐹𝑘1} ,

𝐴𝑗 =

{︃
𝑛 :

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖 6 𝑛 <

𝑗∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

}︃
, где 2 6 𝑗 6 𝑡.

В таком случае

𝑆(𝑋) =

𝑡∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙).

Возможны два случая: 1) 𝑙 < 𝐹𝑘𝑡 ; 2) 𝐹𝑘𝑡 6 𝑙 < 𝐹𝑘1 . Случай 𝑙 > 𝐹𝑘1 невозможен.
Дейстительно, из условий 𝑋 = 𝐹𝑘1 + 𝐹𝑘2 + . . . + 𝐹𝑘𝑡 и 𝑋 > 2𝑙 при 𝑙 > 𝐹𝑘1 следует, что
𝐹𝑘1 + 𝐹𝑘2 + . . .+ 𝐹𝑘𝑡 > 2𝐹𝑘1 или 𝐹𝑘2 + . . .+ 𝐹𝑘𝑡 > 𝐹𝑘1 , что противоречит тому, что 𝐹𝑘𝑖 – числа
Фибоначчи, удовлетворяющие условию 𝑘𝑖 > 𝑘𝑖+1 + 2.

В случае, когда 𝑙 < 𝐹𝑘𝑡 , каждую из сумм
∑︀

𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) представим как

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =
∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +
∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙).

В первой из записанных сумм представим 𝑛 как 𝑛′ +
𝑗−1∑︀
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖 , тогда условие 𝑛 ∈ 𝐴𝑗 можно

записать в виде двойного неравенства:

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖 6 𝑛′ +

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖 <

𝑗∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

или 0 6 𝑛′ < 𝐹𝑘𝑗 , а условие 𝑛+𝑙 ∈ 𝐴𝑗 , соответственно, 0 6 𝑛′+𝑙 < 𝐹𝑘𝑗 , а значит 0 6 𝑛′ < 𝐹𝑘𝑗−𝑙.
В данном случае

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =

𝐹𝑘𝑗
−𝑙−1∑︁

𝑛′=0

𝜀

(︃
𝑛′ +

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

)︃
𝜀

(︃
𝑛′ + 𝑙 +

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑘𝑖

)︃
.

Каждый из сомножителей слагаемых последней суммы удовлетворяет условиям леммы 4,
поэтому ∑︁

𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =

𝐹𝑘𝑗
−𝑙−1∑︁

𝑛′=0

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
.

Значит можно утверждать, что∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =
∑︁

𝑛′<𝐹𝑘𝑗
−𝑙

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
+

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) =

=
∑︁

𝑛′<𝐹𝑘𝑗

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
−

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
+

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)
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= 𝑆*(𝑘𝑗)−
𝐹𝑘𝑗

−1∑︁
𝑛′=𝐹𝑘𝑗

−𝑙

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
+

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙).

Получаем, что ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑆(𝑋)−

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
+

𝑡∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 6

6
𝑡∑︁

𝑗=1

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

⃒⃒
𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀⃒⃒
+

𝑡∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)| =
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆1(𝑗) +

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆2(𝑗).

Проведем оценку 𝑆1(𝑗) и 𝑆2(𝑗):

𝑆1(𝑗) =

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

⃒⃒
𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀⃒⃒
6

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

1 = 𝑙,

𝑆2(𝑗) 6
∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)| 6
∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

1 = 𝑙.

Таким образом, при 𝑙 < 𝐹𝑘𝑡⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑆(𝑋)−

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑙 = 2𝑙𝑡.

Во втором случае, при 𝐹𝑘𝑗 6 𝑙 < 𝐹𝑘1 справедливо неравенство

𝐹𝑘𝑡 < 𝐹𝑘𝑡−1 < . . . < 𝐹𝑘𝑟+1 6 𝑙 < 𝐹𝑘𝑟 < . . . < 𝐹𝑘1 .

Представим 𝑆(𝑋) следующим образом:

𝑆(𝑋) =

𝑟∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +

𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙).

Для первой из записанных сумм справедливы все рассуждения, приведенные для первого
случая, поэтому⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑆(𝑋)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑟∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀
+

+
𝑟∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +
𝑡∑︁

𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 6
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6
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐹𝑘𝑗
−1∑︁

𝑛′=𝐹𝑘𝑗
−𝑙

⃒⃒
𝜀
(︀
𝑛′
)︀
𝜀
(︀
𝑛′ + 𝑙

)︀⃒⃒
+

𝑟∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗,

𝑛+𝑙/∈𝐴𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)|+
𝑡∑︁

𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)|+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑟∑︁

𝑗=1

𝑆1(𝑗) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑆2(𝑗) + 𝑆3 + 𝑆4.

Найдем оценку сверху для 𝑆3 и 𝑆4, учитывая утвеждение леммы 3:

𝑆3 =

𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)| 6
𝑡∑︁

𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛∈𝐴𝑗

1 =

𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

𝐹𝑘𝑗 6

6 𝐹𝑘𝑟+1 + 𝐹𝑘𝑟+1−2 + 𝐹𝑘𝑟+1−4 + . . . = 𝐹𝑘𝑟+1 + 𝐹𝑘𝑟+1−1 < 2𝐹𝑘𝑟+1 < 2𝑙,

𝑆4 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝑡∑︁

𝑗=𝑟+1

⃒⃒
𝑆(𝐹𝑘𝑗 )

⃒⃒
=

𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛<𝐹𝑘𝑗

|𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙)| 6

6
𝑡∑︁

𝑗=𝑟+1

∑︁
𝑛<𝐹𝑘𝑗

1 =

𝑡∑︁
𝑗=𝑟+1

𝐹𝑘𝑗 < 2𝑙.

Итак, во втором случае, когда 𝐹𝑘𝑡 6 𝑙 < 𝐹𝑘1 , получаем, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑆(𝑋)−

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 2

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑙 + 4𝑙 = 2(𝑟 + 2)𝑙 6 2(𝑡+ 1)𝑙,

так как 𝑟 < 𝑡.
Утверждение леммы 9 полностью доказано.

Лемма 10. Для любого натурального 𝑙 справедлива асимптотическая формула

𝑆(𝑋) = 𝐶𝑙𝑋 +𝑂(log𝑋),

где 𝐶𝑙 – отличная от нуля константа, вычисляемая по формуле

𝐶𝑙 =
5−
√
5

2
𝐶1

и 𝐶1 – постоянная из леммы 8.

Доказательство. Методом математической индукции можно убедиться в том, что при
условии, что 𝐹0 = 𝐹1 = 1 для чисел Фибоначчи справедлива явная формула

𝐹𝑖 =

√
5 + 1

2
√
5

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑖

+

√
5− 1

2
√
5

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑖

.

Отметим, что данная формула отличается от классической формулы Бине, в которой предпо-
лагается нумерация 𝐹1 = 𝐹2 = 1.

Учитывая, что
⃒⃒⃒
1−

√
5

2

⃒⃒⃒
6 1 можем записать, что

𝐹𝑘𝑗 =

√
5 + 1

2
√
5

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘𝑗

+𝑂(1).
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Воспользуемся утверждением леммы 8 и получим, что

𝑆*(𝑘𝑗) =
5−
√
5

2
𝐶1𝐹𝑘𝑗 +𝑂(1),

а

𝑆(𝑋)−
𝑡∑︁

𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗) = 𝑆(𝑋)−
𝑡∑︁

𝑗=1

(︃√
5(
√
5− 1)

2
𝐶1𝐹𝑘𝑗 +𝑂(1)

)︃
=

= 𝑆(𝑋)−
√
5(
√
5− 1)

2
𝐶1

𝑡∑︁
𝑗=1

𝐹𝑘𝑗 +𝑂(𝑡) = 𝑆(𝑋)−
√
5(
√
5− 1)

2
𝐶1𝑋 +𝑂(log𝑋),

т.к.
𝑡∑︀

𝑗=1
𝐹𝑘𝑗 = 𝑋, следовательно, 𝐹𝑘𝑡 < 𝑋 и 𝑡 = 𝑂(log𝑋).

В таком случае, из леммы 9 при фиксированном 𝑙 получаем⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑆(𝑋)−

𝑡∑︁
𝑗=1

𝑆*(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐶3 log𝑋,

где 𝐶3 – постоянная, зависящая от 𝑙.
Из последнего неравенства следует утверждение леммы 10. Кроме того, из леммы 8 выте-

кает, что 𝐶𝑙 ̸= 0.
Доказательство теоремы 2.

Согласно определению

𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) = ♯{𝑛 < 𝑋 : 𝜀(𝑛) = 𝜀1, 𝜀(𝑛+ 𝑙) = 𝜀2},

где 𝜀1 и 𝜀2 могут принимать значения, равные −1 или 1, 𝑙 – фиксированное натуральное число.
Поэтому для 𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) справедлива явная формула

𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) =
∑︁
𝑛<𝑋

𝜀1 · 𝜀(𝑛) + 1

2
· 𝜀2 · 𝜀(𝑛+ 𝑙) + 1

2
.

Преобразуем данную формулу, используя утверждение леммы 1, к виду

𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) =
𝜀1𝜀2
4

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +
𝜀1
4

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛) +
𝜀2
4

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛+ 𝑙) +
1

4

∑︁
𝑛<𝑋

1 =

=
𝜀1𝜀2
4

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙) +
𝑋

4
+𝑂(log𝑋).

Пусть
𝑆(𝑋) =

∑︁
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 𝑙),

тогда воспользуемся утверждением леммы 10 и получим, что

𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) =
𝜀1𝜀2
4
𝐶𝑙𝑋 +

𝑋

4
+𝑂(log𝑋),

где

𝐶𝑙 =
5−
√
5

2
𝐶1. (5)

Таким образом, теорема 2 доказана.
Найдем асимптотическую формулу в явном виде для 𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) при 𝑙 6 10.
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Теорема 3. Справедливы равенства

𝐶𝑙 =
−5 + 2

√
5

5
при 𝑙 = 1, 2, 3, 5, 6, 8;

𝐶𝑙 = 9− 4
√
5 при 𝑙 = 4;

𝐶𝑙 =
−35 + 16

√
5

5
при 𝑙 = 7;

𝐶𝑙 =
−85 + 38

√
5

5
при 𝑙 = 9;

𝐶𝑙 =
125− 56

√
5

5
при 𝑙 = 10.

Доказательство. Для нахождения постоянной 𝐶𝑙 необходимо вначале найти 𝐶1. Заме-
тим, что из леммы 7 следует, что

𝑆*(𝑘)− ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) = 𝐶1

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+ 𝐶2

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

,

где 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4.
Обозначим 𝑆*(𝑘)− ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) через 𝑇 (𝑘), тогда при всех 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4 согласно предыдущему

равенству

𝑇 (𝑘) = 𝐶1

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+ 𝐶2

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

.

Следовательно, для того, чтобы найти 𝐶1 надо знать два значения 𝑇 (𝑘) для конкретного 𝑙.
Для заданного 𝑙 вычисляем по определению 𝑆*(𝑘) =

∑︀
𝑛<𝐹𝑘

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛 + 𝑙), 𝜒4,𝑙(𝑘) по формуле

(2) и ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) по формуле (3), а затем 𝑇 (𝑘) = 𝑆*(𝑘)− ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘).
Значения 𝑆*(𝑘), 𝜒4,𝑙(𝑘), ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) и 𝑇 (𝑘) для трех 𝑘 > 𝑙𝑓(𝑙) + 4 при 𝑙 = 1, 2, . . . , 10 приведем

в таблице
Теперь рассмотрим различные случаи значений 𝑙.
В случае 𝑙 = 1 составим систему уравнений⎧⎨⎩ 𝐶1

(︁
1+

√
5

2

)︁5
+ 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁5
= −0, 8,

𝐶1

(︁
1+

√
5

2

)︁6
+ 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁6
= −1, 4.

Решением этой системы являются {︃
𝐶1 = −3+

√
5

10 ,

𝐶2 = −3−
√
5

10 .

Таким образом формула для нахождения 𝑇 (𝑘) при 𝑙 = 1 имеет вид:

𝑇 (𝑘) =
−3 +

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
−3−

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

, где 𝑘 > 5.

Проделывая эти же шаги при 𝑙 = 2, 3, . . . , 10, получаем следующие формулы для нахож-
дения 𝑇 (𝑘):
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𝑘 𝑆*(𝑘) 𝜒4,𝑙(𝑘) ̂︀𝜒4,𝑙(𝑘) 𝑇 (𝑘)

𝑙 = 1

5 -2 2 -1,2 -0,8
6 -1 2 0,4 -1,4
7 -1 -2 1,2 -2,2

𝑙 = 2

6 -3 0 -1,6 -1,4
7 -3 4 -0,8 -2,2
8 -2 0 1,6 -3,6

𝑙 = 3

7 -5 2 -2,8 -2,2
8 -4 6 -0,4 -3,6
9 -3 -2 2,8 -5,8

𝑙 = 4

7 1 0 0 1
8 2 0 0 2
9 3 0 0 3

𝑙 = 5

8 -8 2 -4,4 -3,6
9 -7 10 -1,2 -5,8
10 -5 -2 4,4 -9,4

𝑙 = 6

8 -2 0 -0,8 -3,6
9 -5 -4 1,6 -5,8
10 -11 0 0,8 -9,4

𝑙 = 7

8 4 2 -1,2 5,2
9 9 2 0,4 8,6
10 15 -2 1,2 13,8

𝑙 = 8

9 -13 4 -7,2 -5,8
10 -11 16 -1,6 -9,4
11 -8 -4 7,2 -15,2

𝑙 = 9

9 1 -2 1,2 -0,2
10 -1 -2 -0,4 -0,6
11 -2 2 -1,2 -0,8

𝑙 = 10

9 -1 0 1,6 -2,6
10 -3 -4 0,8 -3,8
11 -8 0 -1,6 -6,4
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1) при 𝑙 = 1, 2, 3, 5, 6, 8

𝑇 (𝑘) =
−3 +

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
−3−

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

;

2) при 𝑙 = 4

𝑇 (𝑘) =
25− 11

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
25 + 11

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

;

3) при 𝑙 = 7

𝑇 (𝑘) =
−19 + 9

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
−19− 9

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

;

4) при 𝑙 = 9

𝑇 (𝑘) =
−47 + 21

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
−47− 21

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

;

5) при 𝑙 = 10

𝑇 (𝑘) =
69− 31

√
5

10

(︃
1 +
√
5

2

)︃𝑘

+
69 + 31

√
5

10

(︃
1−
√
5

2

)︃𝑘

.

Теперь воспользуемся формулой (5), утверждением теоремы 2 и получим явные асимпто-
тические формулы для 𝑁𝑙,𝜀1,𝜀2(𝑋) при конкретных значениях 𝑙, равных 1, 2, . . . 10.

4. Заключение

В работе продолжено исследование совместного распределения сумм цифр представлений
натуральных чисел в систему счисления Фибоначчи. Предложен метод получения асимптоти-
ческих формул, для количества натуральных чисел 𝑛 ≤ 𝑋 таких, что 𝑛 и 𝑛+𝑙 имеют заданную
четность суммы цифр разложения. При 𝑙 ≤ 10 соответствующие асимптотики найдены в яв-
ном виде.

В заключение приведем несколько открытых проблем.
1) Как ведет себя постоянная 𝐶𝑙? Можно ли получить оценки для 𝐶𝑙 или ее среднего

значения? Есть ли значения, встречающиеся среди 𝐶𝑙 бесконечно много раз?
Отметим, что в случае двоичной системы счисления некоторые результаты в данном на-

правлении можно найти в [4] и [10]. При этом в отличие от двоичной системы счисления, в
случае системы счисления Фибоначчи имеет смысл рассматривать не только нечетные, но и
четные 𝑘.

2) Что можно сказать о совместном распределении сумм цифр для 𝑛 и 𝑘𝑛+ 𝑙 при 𝑘 > 1?.
В частности, что можно сказать о сумме

∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑘𝑛+ 𝑙)?

Отметим, что оценки суммы
∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑘𝑛 + 𝑙) во многих случаях могут быть получены на

основе работы [3].
3) Что можно сказать о совместном распределении сумм цифр для наборов натуральных

чисел, включающих более, чем два числа? В простейшем случае, что можно сказать о сумме∑︀
𝑛<𝑋

𝜀(𝑛)𝜀(𝑛+ 1)𝜀(𝑛+ 2)?
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4) Что можно сказать о совместном распределении сумм цифр разложений натуральных
чисел в систему счисления Фибоначчи по модулям, отличным от двойки?

5) Можно ли получить аналоги рассматриваемых результатов для других систем счисле-
ния, в частности для разложений по линейным рекуррентным последовательностям?
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