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Аннотация

В работе рассматриваются четыре новых понятия: модифицированная основная мера
качества набора коэффициентов, абсолютно оптимальные коэффициенты индекса 𝑠, ма-
тематическое ожидание локального отклонения параллелепипедальной сетки и дисперсия
локального отклонения параллелепипедальной сетки.

Показано, что не менее чем (𝑝−1)𝑠

2 различных наборов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) целых чисел, взаимно
простых с модулем 𝑝, будут абсолютно оптимальными наборами индекса 𝑠 с константой
𝐵 = 2𝑠.

Установлено, что любой абсолютно оптимальный набор оптимальных коэффициентов
индекса 𝑠 является оптимальным набором оптимальных коэффициентов индекса 𝑠, при
этом любой его поднабор из 𝑠1 коэффициентов является оптимальным набором оптималь-
ных коэффициентов индекса 𝑠1.

Для конечного отклонения, введенного Н. М. Коробовым в 1967 году, для параллеле-
пипедальных сеток получены новые формулы и оценки.

В работе впервые рассмотрено понятие математического ожидания локального откло-
нения и найдена удобная формула для его вычисления.

Также впервые рассмотрено понятие дисперсии локального отклонения.
В работе намечены направления дальнейших исследований по данной тематике.

Ключевые слова: конечное отклонение, основная мера качества, сетки Коробова, конеч-
ные ряды Фурье.
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Abstract

The paper considers four new concepts: a modified basic measure of the quality of a set
of coefficients, absolutely optimal coefficients of the index 𝑠, the mathematical expectation of
the local deviation of the parallelepipedal grid and the variance of the local deviation of the
parallelepipedal grid.

It is shown that at least (𝑝−1)𝑠

2 of different sets (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) integers mutually prime with
the module 𝑝 will be absolutely optimal sets of the index 𝑠 with the constant 𝐵 = 2𝑠.

It is established that any absolutely optimal set of optimal coefficients of the 𝑠 index is an
optimal set of optimal coefficients of the 𝑠 index, while any subset of its 𝑠1 coefficients is an
optimal set of optimal coefficients of the 𝑠1 index.

For the finite deviation introduced by N. M. Korobov in 1967, new formulas and estimates
are obtained for parallelepipedal grids.

In this paper, for the first time, the concept of the mathematical expectation of a local
deviation is considered and a convenient formula for its calculation is found.

The concept of local deviation variance is also considered for the first time.
The paper outlines the directions of further research on this topic.
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1. Введение

Как указывалось в работе [7]: "Метод оптимальных коэффициентов построения для много-
мерного куба многомерных квадратурных формул с параллелепипедальными сетками факти-
чески основан на самых простых фактах теории сравнений. Этот метод был заложен Н. М. Ко-
робовым в работах [10], [11], [12], и его развитие продолжается и по настоящее время.

Важной особенностью метода оптимальных коэффициентов является тот факт, что алго-
ритм численного интегрирования с помощью квадратурных формул с параллелепипедальны-
ми сетками является ненасыщаемым. Свойство алгоритма быть ненасыщаемым относится к
числу его важных качеств (более подробно см. [2] и [16]) и заключается в том, что точность
алгоритма связана с гладкостью функции и не имеет ограничений на параметр гладкости.

Параллелепипедальные сетки 𝑀 (⃗𝑎, 𝑝), состоящие из точек

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝), (1)

имеют ещё более простой вид, чем неравномерные сетки, но уже требуется не только усло-
вие взаимной простоты коэффициентов сетки ((𝑎𝑗 , 𝑝) = 1 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠)), но и выполнение
принципиального условия оптимальности, которое формулируется в терминах основной ме-
ры качества 𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) набора коэффициентов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠). 𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) выражается через
сумму3

𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧1𝑚1 + . . .+ 𝑧𝑠𝑚𝑠)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
, (2)

где 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 – произвольные целые,𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного𝑚, 𝑝1 =
[︁
𝑝−1
2

]︁
,

𝑝2 =
[︀𝑝
2

]︀
и символ Коробова 𝛿𝑝(𝑏) задан равенствами

𝛿𝑝(𝑏) =

{︂
0, если 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝),
1, если 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝).

(3)

Согласно определению, если существуют константы 𝛽 = 𝛽(𝑠) и 𝐵 = 𝐵(𝑠) такие, что
для некоторой бесконечной последовательности значений 𝑝 выполняется неравенство

𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝐵
ln𝛽 𝑝

𝑝
, (4)

то целые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 называются оптимальными коэффициентами индекса 𝛽 по модулю 𝑝.

Известно (см.[15] стр. 81), что для любых целых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 выполняется оценка

𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) > 𝐵0
ln𝑠 𝑝

𝑝
, (5)

с некоторой константой 𝐵0."
Важную роль в современной теории метода оптимальных коэффициентов играют работы

[3]–[6], [9].
Цель данной работы — рассмотреть четыре новых понятия: модифицированная основ-

ная мера качества набора коэффициентов, абсолютно оптимальные коэффициенты индекса 𝑠,
математическое ожидание локального отклонения параллелепипедальной сетки и дисперсия
локального отклонения параллелепипедальной сетки. Изучить их свойства и взаимосвязь.

3Здесь
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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2. Абсолютно оптимальные коэффициенты

Мы дадим определение нового понятия — абсолютно оптимальные коэффициенты индек-

са 𝑠 следующим образом. Через 𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) обозначим 𝜈-ую компоненту основной меры

качества

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

∑︁
16𝑗1<...<𝑗𝜈6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗1
=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗𝜈=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧𝑗1𝑚𝑗1 + . . .+ 𝑧𝑗𝜈𝑚𝑗𝜈 )

𝑚1 . . .𝑚𝑠
(2 6 𝜈 6 𝑠).

Ясно, что

𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑠∑︁
𝜈=2

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠).

Определение 1. Модифицированной основной мерой качества назовём величину
𝑆*
𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠), заданную равенством

𝑆*
𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑠∑︁
𝜈=2

𝑆
(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠)

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈

,

где 𝛾 — константа Эйлера.

Определение 2. Набор коэффициентов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) будем называть абсолютно опти-
мальным индекса 𝑠 с константой 𝐵 по модулю 𝑝, если выполняется оценка для модифици-
рованной меры качества вида

𝑆*
𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6

𝐵

𝑝
.

Нетрудно видеть, что каждый абсолютно оптимальным набор коэффициентов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)
индекса 𝑠 с константой 𝐵 по модулю 𝑝 будет оптимальным набором коэффициентов индекса
𝑠 c константой 2𝑠𝐵.

Действительно, если (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) — абсолютно оптимальный набор коэффициентов индекса
𝑠 с константой 𝐵 по модулю 𝑝, то из определения следует, что

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝐶𝜈

𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈 · 𝐵
𝑝

(2 6 𝜈 6 𝑠).

Отсюда вытекает, что

𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =
𝑠∑︁

𝜈=2

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6

𝑠∑︁
𝜈=2

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+2𝛾−2 ln 2)𝜈 ·𝐵

𝑝
<
𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝑠

𝑝
,

и утверждение доказано.
Более того, легко показать, что каждый поднабор (𝑎𝑗1 , . . . , 𝑎𝑗𝜈 ) с 1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝜈 6 𝑠

также будет оптимальным набором коэффициентов индекса 𝜈 c константой 𝐶𝜈
𝑠 2

𝜈𝐵.
Действительно,

𝑆𝑝(𝑎𝑗1 , . . . , 𝑎𝑗𝜈 ) 6
𝜈∑︁

𝜇=2

𝑆(𝜇)
𝑝 (𝑎𝑗1 , . . . , 𝑎𝑗𝜈 ) 6

𝜈∑︁
𝜇=2

𝑆(𝜇)
𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6

6
𝜈∑︁

𝜇=2

𝐶𝜈
𝑠𝐶

𝜇
𝜈 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜇 · 𝐵

𝑝
< 𝐶𝜈

𝑠

𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝜈

𝑝
.

Следующая лемма, доказательство которой фактически повторяет доказательство извест-
ной леммы Коробова (см. [13], лемма 20), доказывает существование абсолютно оптимального
набора коэффициентов индекса 𝑠 с константой 𝐵 = 𝑠 по простому модулю 𝑝.
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Лемма 1. Пусть 𝑝 — произвольное нечетное простое число, 𝑝 > 𝑠, тогда существуют
взаимно простые с 𝑝 целые числа 𝑎𝜈 = 𝑎𝜈(𝑝) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) такие, что

𝑆*
𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6

𝑠

𝑝
.

Доказательство. Действительно, пусть при 𝑧1 = 𝑎1, . . . , 𝑧𝑠 = 𝑎𝑠 достигается минимум
модифицированной меры качества 𝑆*

𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) по всем наборам 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 взаимно простых
с 𝑝, тогда

𝑆*
𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6

1

(𝑝− 1)𝑠

𝑝−1∑︁
𝑧1,...,𝑧𝑠=1

𝑆*
𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑠∑︁
𝜈=2

1

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈

×

× 1

(𝑝− 1)𝑠

𝑝−1∑︁
𝑧1,...,𝑧𝑠=1

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑠∑︁
𝜈=2

1

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈

×

×
∑︁

16𝑗1<...<𝑗𝜈6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗1
=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗𝜈=−𝑝1

1

𝑚1 . . .𝑚𝑠

1

(𝑝− 1)𝑠

𝑝−1∑︁
𝑧1,...,𝑧𝑠=1

𝛿𝑝(𝑧𝑗1𝑚𝑗1 + . . .+ 𝑧𝑗𝜈𝑚𝑗𝜈 ) 6

6
1

𝑝− 1

𝑠∑︁
𝜈=2

1

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈

∑︁
16𝑗1<...<𝑗𝜈6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗1
=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗𝜈=−𝑝1

1

𝑚1 . . .𝑚𝑠
6

6
1

𝑝− 1

𝑠∑︁
𝜈=2

1

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈

∑︁
16𝑗1<...<𝑗𝜈6𝑠

(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈 =
𝑠− 1

𝑝− 1
6
𝑠

𝑝
.

2

Из доказательства видно, что не менее чем (𝑝−1)𝑠

2 различных наборов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) целых
чисел, взаимно простых с модулем 𝑝, будут абсолютно оптимальными наборами индекса 𝑠 с
константой 𝐵 = 2𝑠.

Отметим, что доказательство аналогичного утверждения для произвольного составного
модуля требует преодоления значительных технических трудностей, как и в случае леммы
Коробова.

3. Конечное отклонение

В работе [14] Н. М. Коробов следующим образом определил конечное отклонение или меру
равномерности распределения сетки. Мы приведём это определение для параллелепипедаль-
ной сетки

𝑀𝑘 =

(︂
𝑘

𝑝
,

{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠−1𝑘

𝑝

}︂)︂
(𝑘 = 0, . . . , 𝑝− 1),

где (𝑎𝜈 , 𝑝) = 1 (1 6 𝜈 6 𝑠− 1). Для удобства далее везде полагаем 𝑎0 = 1.

Пусть 𝑁𝑝

(︁
𝑛1
𝑝 , . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︁
— число точек сетки, лежащих в области

Ω𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

{︂
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)

⃒⃒⃒⃒
0 6 𝑥𝜈 <

𝑛𝜈
𝑝

(0 6 𝜈 6 𝑠)

}︂
.

Локальное отклонение задается равенством

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=
𝑁𝑝

(︁
𝑛1
𝑝 , . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︁
𝑝

− 𝑛1
𝑝
· . . . · 𝑛𝑠

𝑝
.
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Очевидно, что при 𝑠 = 1 локальное отклонение тождественно равно 0.
По определению конечное отклонение определяется равенством

𝐷𝑝 = max
16𝑛𝜈6𝑝 (16𝜈6𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Для локального отклонения в [14] доказано, что4

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝑠∏︁
𝜈=1

⎛⎝1

𝑝

𝑛𝜈−1∑︁
𝑘𝜈=0

𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝜈𝑚𝜈

𝑝

⎞⎠ 𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) =

=

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

(︃
𝑠∏︁

𝜈=1

𝑐𝑛𝜈 (𝑚𝜈)

)︃
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1),

где 𝑝1 =
[︁
𝑝−1
2

]︁
, 𝑝2 =

[︀𝑝
2

]︀
,

𝑐𝑛(𝑚) =
1

𝑝

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑝 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛
𝑝 при 𝑚 = 0,

𝑒
−𝜋𝑖

(𝑛−1)𝑚
𝑝 sin

(︁
𝜋 𝑛𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ при 1 6 |𝑚| 6 𝑝2.

Так как для коэффициентов 𝑐𝑛(𝑚) справедлива оценка |𝑐𝑛(𝑚)| 6 1
𝑚 , то справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
6 𝑆𝑝(1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1).

Отсюда следует, что для любого абсолютно оптимального набора (1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) индекса 𝑠 c
константой 𝐵 справедлива оценка для конечного отклонения

𝐷𝑝 6
𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝑠

𝑝
.

Выражение для локального отклонения представим в виде двух сумм

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
= 𝐷*

𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
+𝐷(0)

𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
,

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑠=−𝑝1

𝑒
−𝜋𝑖

(𝑛1−1)𝑚1+...+(𝑛𝑠−1)𝑚𝑠
𝑝

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=1

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

×𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1),

𝐷(0)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1,𝑚1·...·𝑚𝑠=0

(︃
𝑠∏︁

𝜈=1

𝑐𝑛𝜈 (𝑚𝜈)

)︃
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1).

Определение 3. Назовём 𝑘-ой компонентой локального отклонения величину

𝐷(𝑘)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

∑︁
16𝜈1<...<𝜈𝑘6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝜈1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝜈𝑘
=−𝑝1

𝑒
−𝜋𝑖

(𝑛𝜈1−1)𝑚𝜈1+...+(𝑛𝜈𝑘
−1)𝑚𝜈𝑘

𝑝 ×

×

⎛⎝ ∏︁
𝜈 ̸=𝜈1,....𝜈𝑘

𝑛𝜈
𝑝

⎞⎠⎛⎝ 𝑘∏︁
𝑗=1

sin
(︁
𝜋
𝑛𝜈𝑗𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋
𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
⎞⎠ 𝛿𝑝(𝑚𝜈1𝑎𝜈1−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1).

4
∑︀′ означает, что из области суммирования исключён набор (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) = (0, . . . , 0).
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Нетрудно видеть, что модуль 𝑘-ой компоненты локального отклонения оценивается через
𝑘-ую компоненту основной меры качества⃒⃒⃒⃒

𝐷(𝑘)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
6 𝑆(𝜈)

𝑝 (1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠−1).

Кроме этого, справедливы следующие два очевидных равенства

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
= 𝐷(𝑠)

𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
,

𝐷(0)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑠−1∑︁
𝑘=2

𝐷(𝑘)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
.

Лемма 2. Для любого абсолютно оптимального набора (1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) индекса 𝑠 c кон-
стантой 𝐵 справедлива оценка

𝐷𝑝 = max
16𝑛𝜈6𝑝 (16𝜈6𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
< max

16𝑛𝜈6𝑝 (16𝜈6𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷*

𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+
𝑠𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝑠−1

𝑝
.

Доказательство. Действительно, из оценки для коэффициентов 𝑐𝑛(𝑚) следует, что⃒⃒⃒⃒
𝐷(0)

𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
6

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1,𝑚1·...·𝑚𝑠=0

𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
=

=
𝑠−1∑︁
𝜈=2

∑︁
16𝑗1<...<𝑗𝜈6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗1
=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑗𝜈=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧𝑗1𝑚𝑗1 + . . .+ 𝑧𝑗𝜈𝑚𝑗𝜈 )

𝑚1 . . .𝑚𝑠
=

=

𝑠−1∑︁
𝜈=2

𝑆(𝜈)
𝑝 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) 6

𝑠−1∑︁
𝜈=2

𝐶𝜈
𝑠 (2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈 · 𝐵

𝑝
<

<
𝑠−1∑︁
𝜈=2

𝑠𝐶𝜈
𝑠−1(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2)𝜈 · 𝐵

𝑝
<
𝑠𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝑠−1

𝑝
.

2

Для простоты изложения далее будем считать, что 𝑝 — простое, нечетное число. Следова-
тельно, 𝑝1 = 𝑝2 =

𝑝−1
2 . Заметим, что если 𝛿𝑝(𝑚+ 𝑎) = 1 и |𝑚| 6 𝑝−1

2 , то

𝑚 =

⎧⎨⎩ 𝑝
{︁
−𝑎

𝑝

}︁
при

{︁
−𝑎

𝑝

}︁
< 1

2 ,

𝑝
{︁
−𝑎

𝑝

}︁
− 𝑝 при

{︁
−𝑎

𝑝

}︁
> 1

2

=

⎧⎨⎩ 𝑝− 𝑝
{︁

𝑎
𝑝

}︁
при 1

2 <
{︁

𝑎
𝑝

}︁
,

−𝑝
{︁

𝑎
𝑝

}︁
при

{︁
𝑎
𝑝

}︁
< 1

2 .

Это можно записать одной формулой

𝑚 = 𝑝

[︂
1

2
+

{︂
𝑎

𝑝

}︂]︂
− 𝑝

{︂
𝑎

𝑝

}︂
=
𝑝

2
− 𝑝

{︂
1

2
+

{︂
𝑎

𝑝

}︂}︂
=
𝑝

2
− 𝑝

{︂
1

2
+
𝑎

𝑝

}︂
.

Лемма 3. Справедливо равенство

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑠=−𝑝1

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=1

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠ ·

· cos𝜋 (𝑛1 − 1)𝑚1 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1).
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Доказательство. Так как при отображении

(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)→ (−𝑚1, . . . ,−𝑚𝑠)

область суммирования переходит в себя, то

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

1

2

⎛⎝ 𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑠=−𝑝1

𝑒
−𝜋𝑖

(𝑛1−1)𝑚1+...+(𝑛𝑠−1)𝑚𝑠
𝑝

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=1

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

×𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) +

𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑠=−𝑝1

𝑒
𝜋𝑖

(𝑛1−1)𝑚1+...+(𝑛𝑠−1)𝑚𝑠
𝑝 ×

×

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=1

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠ 𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

⎞⎠ =

=

𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝑠=−𝑝1

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=1

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

× cos𝜋
(𝑛1 − 1)𝑚1 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1).

2

Лемма 4. Справедливо равенство

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′...′

𝑚2,...,𝑚𝑠=−𝑝1,𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1 ̸≡0 (mod 𝑝)

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=2

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

×
sin
(︁
𝜋 𝑛1(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
−(𝑛1 − 1)(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂
.

Доказательство. Рассмотрим сумму

𝑆 =

𝑝2∑︁′

𝑚1=−𝑝1

sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚1

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚1

𝑝

)︁ cos𝜋
(𝑛1 − 1)𝑚1 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1).

Ясно, что она равна 0 при 𝛿𝑝(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) = 1.

Если𝑚2𝑎1+. . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1 ̸≡ 0 (mod 𝑝), то в этой сумме только одно слагаемое отлично от ну-

ля. А именно, при 𝑚1 =
𝑝
2 − 𝑝

{︁
1
2 + 𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

}︁
. Если положить 𝑘 =

[︁
1
2 + 𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

]︁
,

то 𝑚1 = −(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + 𝑝𝑘. Таким образом, для 𝑆 справедливо равенство
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𝑆 =
sin
(︁
𝜋 𝑛1(−(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)+𝑝𝑘)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋−(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)+𝑝𝑘

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)(−(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + 𝑝𝑘) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂
=

= (−1)(𝑛1−1)𝑘
sin
(︁
𝜋 𝑛1(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

)︁ ×
×(−1)(𝑛1−1)𝑘 cos

(︂
𝜋
−(𝑛1 − 1)(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂
=

=
sin
(︁
𝜋 𝑛1(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
−(𝑛1 − 1)(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂
.

Отсюда следует, что

𝐷*
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′...′

𝑚2,...,𝑚𝑠=−𝑝1,𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1 ̸≡0 (mod 𝑝)

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=2

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

×
sin
(︁
𝜋 𝑛1(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
−(𝑛1 − 1)(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂
.

2

Доказанные леммы нетрудно перенести на случай 𝑘-ой компоненты локального отклоне-
ния.

Лемма 5. Справедливо равенство

𝐷(𝑘)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

∑︁
16𝜈1<...<𝜈𝑘6𝑠

𝑝2∑︁′

𝑚𝜈1=−𝑝1

. . .

𝑝2∑︁′

𝑚𝜈𝑘
=−𝑝1

⎛⎝ ∏︁
𝜈 ̸=𝜈1,....𝜈𝑘

𝑛𝜈
𝑝

⎞⎠⎛⎝ 𝑘∏︁
𝑗=1

sin
(︁
𝜋
𝑛𝜈𝑗𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋
𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
⎞⎠×

× cos𝜋
(𝑛𝜈1 − 1)𝑚𝜈1 + . . .+ (𝑛𝜈𝑘 − 1)𝑚𝜈𝑘

𝑝
𝛿𝑝(𝑚𝜈1𝑎𝜈1−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1).

Доказательство. Повторяя дословно доказательство леммы 3, получим доказываемое
утверждение. 2

Прежде чем формулировать аналог леммы 4, введём новые обозначения. Пусть 𝑎𝜈,𝑗=𝑎𝜈 ·𝑎−1
𝑗

(𝜈, 𝑗 = 0, . . . , 𝑠− 1). Ясно, что 𝑎𝜈,𝜈 = 1 (𝜈 = 0, . . . , 𝑠− 1).
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Лемма 6. Справедливо равенство

𝐷(𝑘)
𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

∑︁
16𝜈1<...<𝜈𝑘6𝑠

𝑝2∑︁′...′

𝑚𝜈2 ,...,𝑚𝜈𝑘
=−𝑝1,

𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1+...+𝑚𝜈𝑘
𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1 ̸≡0 (mod 𝑝)

⎛⎝ 𝑘∏︁
𝑗=2

sin
(︁
𝜋
𝑛𝜈𝑗𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋
𝑚𝜈𝑗

𝑝

)︁
⎞⎠×

×
sin
(︁
𝜋
𝑛𝜈1 (𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1+...+𝑚𝜈𝑘

𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋
𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1+...+𝑚𝜈𝑘

𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
−(𝑛𝜈1 − 1)(𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1) + (𝑛𝜈2 − 1)𝑚𝜈2 + . . .+ (𝑛𝜈𝑘 − 1)𝑚𝜈𝑘

𝑝

)︂
.

Доказательство. Рассмотрим сумму

𝑆 =

𝑝2∑︁′

𝑚𝜈1=−𝑝1

sin
(︁
𝜋
𝑛𝜈1𝑚𝜈1

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋
𝑚𝜈1
𝑝

)︁ cos𝜋
(𝑛𝜈1 − 1)𝑚𝜈1 + . . .+ (𝑛𝜈𝑘 − 1)𝑚𝜈𝑘

𝑝
×

×𝛿𝑝(𝑚𝜈1𝑎𝜈1−1 +𝑚𝜈2𝑎𝜈𝑘−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1).

Ясно, что она равна 0 при 𝛿𝑝(𝑚𝜈2𝑎𝜈𝑘−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1) = 1.
В новых обозначениях имеем:

𝛿𝑝(𝑚𝜈2𝑎𝜈𝑘−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1) = 𝛿𝑝(𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1),

𝛿𝑝(𝑚𝜈1𝑎𝜈1−1 +𝑚𝜈2𝑎𝜈𝑘−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1) = 𝛿𝑝(𝑚𝜈1 +𝑚𝜈2𝑎𝜈2−1,𝜈1−1 + . . .+𝑚𝜈𝑘𝑎𝜈𝑘−1,𝜈1−1).

Далее, продолжая дословно доказательство леммы 4 с очевидными изменениями, получим
требуемое утверждение. 2

Теорема 1. Для любого абсолютно оптимального набора (1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) индекса 𝑠 c
константой 𝐵 справедлива оценка

𝐷𝑝 = max
16𝑛𝜈6𝑝 (16𝜈6𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑝2∑︁′...′

𝑚2,...,𝑚𝑠=−𝑝1,𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1 ̸≡0 (mod 𝑝)

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝜈=2

sin
(︁
𝜋 𝑛𝜈𝑚𝜈

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝜈

𝑝

)︁
⎞⎠×

×
sin
(︁
𝜋 𝑛1(𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1)

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚2𝑎1+...+𝑚𝑠𝑎𝑠−1

𝑝

)︁ ×
× cos

(︂
𝜋
−(𝑛1 − 1)(𝑚2𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠−1) + (𝑛2 − 1)𝑚2 + . . .+ (𝑛𝑠 − 1)𝑚𝑠

𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+𝜃
𝑠𝐵(2 ln 𝑝+ 2𝛾 − 2 ln 2 + 1)𝑠−1

𝑝
,

где 0 6 𝜃 6 1.

Доказательство. Из лемм 2 и 4 следует утверждение теоремы. 2

4. Математическое ожидание локального отклонения

Естественно рассмотреть математическое ожидание локального отклонения, заданное ра-
венством

𝑀𝐷𝑠 =
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
.
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Теорема 2. Справедливо равенство

𝑀𝐷𝑠 =
1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂
−
(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂𝑠

.

Доказательство. Действительно, как показано в работе [14], для локального отклонения
имеем равенство

𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
=

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(︂
𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)−

1

𝑝𝑠

)︂
.

Отсюда следует, что

𝑀𝐷𝑠=
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(︂
𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)−

1

𝑝𝑠

)︂
=

=
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑝−1∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑠=0

⎛⎝𝛿𝑝(𝑘−𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘−𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘−𝑘𝑠)
𝑝∑︁

𝑛1=𝑘1+1

. . .

𝑝∑︁
𝑛𝑠=𝑘𝑠+1

1

𝑝𝑠
− (𝑝−𝑘1) . . . (𝑝−𝑘𝑠)

𝑝2𝑠

⎞⎠=
=

1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂
−
(︂
𝑝+ 1

2𝑝

)︂𝑠

.

2

Для оценки математического ожидания локального отклонения параллелепипедальной
сетки применим конечные ряды Фурье.

Лемма 7. Для функции 𝑓
(︁
𝑘
𝑝

)︁
= 1− 𝑘

𝑝 справедливо разложение в конечный ряд Фурье

𝑓

(︂
𝑘

𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁
𝑚=−𝑝1

𝑐(𝑚)𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑝 , 𝑐(𝑚) =

⎧⎨⎩
𝑝+1
2𝑝 при 𝑚 = 0,

1

𝑝
(︁
1−𝑒

−2𝜋𝑖𝑚𝑝
)︁ при 𝑚 ̸= 0, (𝑘 = 0, . . . , 𝑝− 1).

Доказательство. Действительно,

𝑐(𝑚) =
1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑝 =

⎧⎨⎩
𝑝+1
2𝑝 при 𝑚 = 0,

1

𝑝
(︁
1−𝑒

−2𝜋𝑖𝑚𝑝
)︁ при 𝑚 ̸= 0,

так как при 𝑚 ̸≡ 0 (mod 𝑝) имеем:

1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑝 =
1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

1

𝑝

𝑘∑︁
𝑛=0

𝑒
−2𝜋𝑖𝑛𝑚

𝑝 =
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘=0

1− 𝑒−2𝜋𝑖
(𝑘+1)𝑚

𝑝

1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑚
𝑝

=

=
1− 𝛿𝑝(𝑚)

𝑝
(︁
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑚

𝑝

)︁ =
1

𝑝
(︁
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑚

𝑝

)︁ .
2

Лемма 8. Для математического ожидания локального отклонения параллелепипедаль-
ной сетки справедливы равенство и оценка:

𝑀𝐷𝑠 =

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝑠∏︁
𝜈=1

𝑐(𝑚𝜈)𝛿𝑝(𝑚1 + 𝑎1𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠−1𝑚𝑠),

|𝑀𝐷𝑠| < 𝑆𝑝(1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1).
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Доказательство. Действительно, применяя конечный ряд Фурье для функции 𝑓
(︁
𝑘
𝑝

)︁
=

= 1− 𝑘
𝑝 получим:

𝑀𝐷𝑠 =
1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑝2∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝑠∏︁
𝜈=1

𝑐(𝑚𝜈)𝑒
2𝜋𝑖

𝑘𝑚1+𝑘𝑎1𝑚2+...+𝑘𝑎𝑠−1𝑚𝑠
𝑝 −

(︂
𝑝+ 1

2𝑝

)︂𝑠

=

=

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝑠∏︁
𝜈=1

𝑐(𝑚𝜈)𝛿𝑝(𝑚1 + 𝑎1𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠−1𝑚𝑠).

Для коэффициента Фурье 𝑐(𝑚) имеем оценки:
при 𝑚 = 0 𝑐(0) = 𝑝+1

2𝑝 < 1 = 1
𝑚 ;

при 1 6 |𝑚| 6 𝑝−1
2

|𝑐(𝑚)| = 1⃒⃒⃒
𝑝
(︁
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑚

𝑝

)︁⃒⃒⃒ = 2⃒⃒⃒
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁⃒⃒⃒ 6 1

𝑝
⃦⃦⃦
𝑚
𝑝

⃦⃦⃦ =
1

𝑚
,

поэтому

|𝑀𝐷𝑠| 6
𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝑠∏︁
𝜈=1

1

𝑚𝜈
𝛿𝑝(𝑚1 + 𝑎1𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠−1𝑚𝑠) = 𝑆𝑝(1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1).

2

5. Дисперсия локального отклонения

Дисперсия локального отклонения задаётся формулой

𝐷𝐷𝑠 =
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂
−𝑀𝐷𝑠

)︂2

=

=
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂)︂2

− (𝑀𝐷𝑠)
2 .

Лемма 9. Для математического ожидания квадрата локального отклонения справед-
ливо равенство

𝑀

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂)︂2

=

=
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

(︂
1−max

(︂
𝑘

𝑝
,
𝑘′

𝑝

)︂)︂ 𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂{︂
𝑎𝜈𝑘

𝑝

}︂
,

{︂
𝑎𝜈𝑘

′

𝑝

}︂)︂)︂
−

−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(𝑝− 𝑘)(𝑝+ 1 + 𝑘)

2𝑝2

𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︁
1−

{︁
𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁(︁
1 + 1

𝑝 +
{︁

𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁
2

+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

.

Доказательство. Действительно,

𝑀

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂)︂2

=
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂)︂2

=
1

𝑝𝑠

𝑝∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠=1

1×

×

⎛⎝1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(︂
𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)−

1

𝑝𝑠

)︂⎞⎠2

.
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Имеем: ⎛⎝1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(︂
𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)−

1

𝑝𝑠

)︂⎞⎠2

=

=
1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑘,𝑘′=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1,𝑘′1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠,𝑘′𝑠=0

𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑘′ − 𝑘′1)
𝑠∏︁

𝜈=2

𝛿𝑝(𝑎𝜈−1𝑘 − 𝑘𝜈)𝛿𝑝(𝑎𝜈−1𝑘
′ − 𝑘′𝜈)−

−2

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)
𝑠∏︁

𝜈=1

𝑛𝜈
𝑝

+
𝑠∏︁

𝜈=1

𝑛2𝜈
𝑝2
.

Суммируя по 𝑛1,. . . ,𝑛𝑠, получим:

𝑀

(︂
𝐷𝑠

(︂
𝑛1
𝑝
, . . . ,

𝑛𝑠
𝑝

)︂)︂2

=
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

𝑛1−1∑︁
𝑘1,𝑘′1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠,𝑘′𝑠=0

𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑘′ − 𝑘′1)×

×
𝑠∏︁

𝜈=2

𝛿𝑝(𝑎𝜈−1𝑘 − 𝑘𝜈)𝛿𝑝(𝑎𝜈−1𝑘
′ − 𝑘′𝜈)

𝑠∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂
𝑘𝜈
𝑝
,
𝑘′𝜈
𝑝

)︂)︂
−

−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑛1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

𝑛𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝛿𝑝(𝑘 − 𝑘1)𝛿𝑝(𝑎1𝑘 − 𝑘2) . . . 𝛿𝑝(𝑎𝑠−1𝑘 − 𝑘𝑠)
𝑠∏︁

𝜈=1

(𝑝− 𝑘𝜈)(𝑝+ 1 + 𝑘𝜈)

2𝑝2
+

+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

=
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

(︂
1−max

(︂
𝑘

𝑝
,
𝑘′

𝑝

)︂)︂ 𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂{︂
𝑎𝜈𝑘

𝑝

}︂
,

{︂
𝑎𝜈𝑘

′

𝑝

}︂)︂)︂
−

−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(𝑝− 𝑘)(𝑝+ 1 + 𝑘)

2𝑝2

𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︁
1−

{︁
𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁(︁
1 + 1

𝑝 +
{︁

𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁
2

+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

.

2

Теорема 3. Справедливо равенство

𝐷𝐷𝑠 =
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

(︃(︂
1−max

(︂
𝑘

𝑝
,
𝑘′

𝑝

)︂)︂ 𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂{︂
𝑎𝜈𝑘

𝑝

}︂
,

{︂
𝑎𝜈𝑘

′

𝑝

}︂)︂)︂
−

−
(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂(︂
1− 𝑘′

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

′

𝑝

}︂)︂⎞⎠−
−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝(𝑝− 𝑘)(𝑝+ 1 + 𝑘)

2𝑝2

𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︁
1−

{︁
𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁(︁
1 + 1

𝑝 +
{︁

𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁
2

−

−
(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂𝑠
⎞⎠+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

−
(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂2𝑠

.

Доказательство. Действительно,

𝐷𝐷𝑠 =
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

(︂
1−max

(︂
𝑘

𝑝
,
𝑘′

𝑝

)︂)︂ 𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂{︂
𝑎𝜈𝑘

𝑝

}︂
,

{︂
𝑎𝜈𝑘

′

𝑝

}︂)︂)︂
−
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−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(𝑝− 𝑘)(𝑝+ 1 + 𝑘)

2𝑝2

𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︁
1−

{︁
𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁(︁
1 + 1

𝑝 +
{︁

𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁
2

+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

−

−

⎛⎝1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂
−
(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂𝑠
⎞⎠2

=

=
1

𝑝2

𝑝−1∑︁
𝑘,𝑘′=0

(︃(︂
1−max

(︂
𝑘

𝑝
,
𝑘′

𝑝

)︂)︂ 𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︂
1−max

(︂{︂
𝑎𝜈𝑘

𝑝

}︂
,

{︂
𝑎𝜈𝑘

′

𝑝

}︂)︂)︂
−

−
(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂(︂
1− 𝑘′

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

′

𝑝

}︂)︂⎞⎠−
−2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝(𝑝− 𝑘)(𝑝+ 1 + 𝑘)

2𝑝2

𝑠−1∏︁
𝜈=1

(︁
1−

{︁
𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁(︁
1 + 1

𝑝 +
{︁

𝑘𝑎𝜈
𝑝

}︁)︁
2

−

−
(︂
1− 𝑘

𝑝

)︂ 𝑠−1∏︁
𝑗=1

(︂
1−

{︂
𝑎𝑗𝑘

𝑝

}︂)︂(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂𝑠
⎞⎠+

(︂
(2𝑝+ 1)(𝑝+ 1)

6𝑝2

)︂𝑠

−
(︂
𝑝− 1

2𝑝

)︂2𝑠

.

2

6. Двумерный случай

При 𝑠 = 2 теорема 1 существенно уточняется

Лемма 10. Для любого набора (1, 𝑎) справедливо равенство

𝐷𝑝 = 2 max
16𝑛1,𝑛26𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝2∑︁
𝑚=1

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ · cos(︂𝜋 (−(𝑛1 − 1)𝑎+ 𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ .
Доказательство. Так как

𝐷
(0)
2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
=

𝑝2∑︁′

𝑚1,𝑚2=−𝑝1,𝑚1𝑚2=0

(︃
2∏︁

𝜈=1

𝑐𝑛𝜈 (𝑚𝜈)

)︃
𝛿𝑝(𝑚1 +𝑚2𝑎1) = 0,

то

𝐷2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
= 𝐷*

2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
и

𝐷𝑝 = max
16𝑛1,𝑛26𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐷*

2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Теперь утверждение леммы следует из леммы 4 и равенства

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ · cos(︂𝜋 (−(𝑛1 − 1)𝑎+ 𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂
=

=
sin
(︁
𝜋−𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋−𝑚

𝑝

)︁ sin
(︁
𝜋−𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋−𝑚𝑎

𝑝

)︁ · cos(︂𝜋−(−(𝑛1 − 1)𝑎+ 𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂
.
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2

Из доказательства леммы 10 следует, что для локального отклонения 𝐷2

(︁
𝑛1
𝑝 ,

𝑛2
𝑝

)︁
справед-

ливо равенство

𝐷2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
= 2

𝑝2∑︁
𝑚=1

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ · cos(︂𝜋 (−(𝑛1 − 1)𝑎+ 𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂
.

Естественно рассмотреть математическое ожидание локального отклонения, заданное ра-
венством

𝑀𝐷2 =
1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑛1,𝑛2=1

𝐷2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
,

и дисперсию локального отклонения:

𝐷𝐷2 =
1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑛1,𝑛2=1

(︂
𝐷2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂)︂2

− (𝑀𝐷2)
2.

Лемма 11. Для любого набора (1, 𝑎) справедливы равенства:

𝑝∑︁
𝑛1=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
· cos

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂
=
𝑝

4
sin

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
,

𝑝∑︁
𝑛2=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
· sin

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂
=
𝑝

4
cos

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
.

Доказательство. Из известного равенства для символа Коробова

𝛿𝑝(𝑏) =

{︂
1 при 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝),
0 при 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝)

=
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑒
2𝜋𝑖 𝑏𝑘

𝑝

сразу следует, что

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

cos 2𝜋
𝑏𝑘

𝑝
=

{︂
1 при 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝),
0 при 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝)

,
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

sin 2𝜋
𝑏𝑘

𝑝
= 0.

Отсюда следует, что
𝑝∑︁

𝑛1=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
· cos

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂
=

1

2

𝑝∑︁
𝑛1=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂(︂
cos

(︂
𝜋
𝑛1𝑎𝑚

𝑝

)︂
cos

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂
+

+sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑎𝑚

𝑝

)︂
sin

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂)︂
=

1

4
cos

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂ 𝑝∑︁
𝑛1=1

sin

(︂
2𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
+

1

4
sin

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
×

×
𝑝∑︁

𝑛1=1

(︂
1− cos

(︂
2𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂)︂
=
𝑝

4
sin

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
;

𝑝∑︁
𝑛2=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
× sin

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂
=

1

2

𝑝∑︁
𝑛1=1

sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂(︂
sin

(︂
𝜋
𝑛1𝑎𝑚

𝑝

)︂
cos

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂
−

− cos

(︂
𝜋
𝑛1𝑎𝑚

𝑝

)︂
sin

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂)︂
=

1

4
cos

(︂
𝜋
𝑎𝑚

𝑝

)︂ 𝑝∑︁
𝑛1=1

(︂
1− cos

(︂
2𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂)︂
− 1

4
sin

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
×

×
𝑝∑︁

𝑛1=1

sin

(︂
2𝜋
𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︂
=
𝑝

4
cos

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
.
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Теорема 4. Для математического ожидания локального отклонения справедливо ра-
венство

𝑀𝐷2 =
𝑝− 1

16𝑝2
+

1

16𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

ctg

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
ctg

(︂
𝜋
𝑚

𝑝

)︂
.

Доказательство. Из определения математического ожидания локального отклонения
имеем:

𝑀𝐷2 =
1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑛1,𝑛2=1

𝐷2

(︂
𝑛1
𝑝
,
𝑛2
𝑝

)︂
=

=
1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑛1,𝑛2=1

2

𝑝2∑︁
𝑚=1

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ · cos(︂𝜋 (−(𝑛1 − 1)𝑎+ 𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂
=

=
2

𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

⎛⎝ 𝑝∑︁
𝑛1=1

sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ cos

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂⎞⎠⎛⎝ 𝑝∑︁
𝑛2=1

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ cos

(︂
𝜋
(𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂⎞⎠+

+
2

𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

⎛⎝ 𝑝∑︁
𝑛1=1

sin
(︁
𝜋 𝑛1𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ sin

(︂
𝜋
(𝑛1 − 1)𝑎𝑚

𝑝

)︂⎞⎠⎛⎝ 𝑝∑︁
𝑛2=1

sin
(︁
𝜋 𝑛2𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ sin

(︂
𝜋
(𝑛2 − 1)𝑚

𝑝

)︂⎞⎠ .

Применяя лемму 6, получим:

𝑀𝐷2 =
2

𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

𝑝
4 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ 𝑝
4 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ +
2

𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

𝑝
4 cos

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚𝑎

𝑝

)︁ 𝑝
4 cos

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁
𝑝 sin

(︁
𝜋𝑚

𝑝

)︁ =

=
𝑝− 1

16𝑝2
+

1

16𝑝2

𝑝2∑︁
𝑚=1

ctg

(︂
𝜋
𝑚𝑎

𝑝

)︂
ctg

(︂
𝜋
𝑚

𝑝

)︂
.

2

7. Заключение

Заметим, что математическое ожидание квадрата локального отклонения имеет много об-
щего с хорошо известным квадратичным отклонением, которое ввёл К. Рот в работе [17] в
1954 году. Естественно, что возникает вопрос о получении нижней оценки для математическо-
го ожидания квадрата локального отклонения параллелепипедальных сеток. В последующих
работах мы планируем получить такие оценки.

В заключении выражаем свою благодарность В. Н. Чубарикову за внимание к работе.
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