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Одной из важных задач универсальной алгебры является изучение свойств
конгруэнций алгебр. Помимо свойств, относящихся к решеткам конгруэнций, к
наиболее известным конгруэнц-свойствам алгебр можно отнести перестановоч-
ность, однородность, регулярность, слабую регулярность.

На необходимость изучения регулярных и слабо регулярных алгебр обращал
внимание А. Тарский (см. [1]).

Обозначим класс конгруэнции θ, порожденный элементом a, через [a]θ.
Универсальная алгебра A называется конгруэнц-регулярной (регулярной),

если любые конгруэнции θ и ϕ алгебры A, имеющие общий класс [a]θ = [a]ϕ
для некоторого элемента a ∈ A, совпадают.

Свойство слабой регулярности имеет смысл для алгебр, сигнатура которых
содержит нульарную операцию.
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Универсальная алгебра A, имеющая нульарную операцию e, называется сла-
бо регулярной (0-регулярной), если любые конгруэнции θ и ϕ алгебры A, име-
ющие общий класс [e]θ = [e]ϕ, порожденный элементом e ∈ A, совпадают.

Конгруэнц-регулярность тесно связана со свойством конгруэнц-однороднос-
ти алгебр. Универсальная алгебра называется конгруэнц-однородной (однород-
ной, равномерной, uniform)[2], если для любой ее конгруэнции θ все классы
конгруэнции θ имеют одну и ту же мощность.

Известно [3], что каждая конечная однородная алгебра является регуляр-
ной, но для любого бесконечного кардинального числа существует однородная
алгебра мощности, равной этому кардинальному числу, которая не является
регулярной.

Перечисленным выше конгруэнц-свойствам посвящено значительное число
работ (см., напр., [1–5]).

Важную роль в современной универсальной алгебре играют алгебры с маль-
цевской операцией. Мальцевской называется тернарная операция d, удовлетво-
ряющая тождествам

d(x, y, y) = d(y, y, x) = x. (1)

Интерес к мальцевской операции обусловлен, в первую очередь, ее ролью в
изучении связей между решетками конгруэнций алгебр данного многообразия
и термальными операциями на этих алгебрах.

Мальцевские алгебры также находят приложения в современной теорети-
ческой информатике, в частности, в рамках алгебраического подхода к ис-
следованиям вычислительной сложности ограничений задачи CSP (Constraint
Satisfaction Problem)[6].

Унаром с мальцевской операцией [7] называется алгебра 〈A, d, f〉 с унарной
операцией f и тернарной операцией d, на которой истинны тождества Мальцева
(1) и тождество перестановочности f(d(x, y, z)) = d(f(x), f(y), f(z)).

Заметим, что унар с мальцевской операцией является алгеброй с оператором
(в смысле А.Г. Куроша).

В настоящей работе унары с мальцевской операцией изучаются в терминах
их унарных редуктов. Если f — унарная операция из сигнатуры Ω, то унарным
редуктом алгебры 〈A,Ω〉 называется унар 〈A, f〉.

В [7] показано, что на любом унаре 〈A, f〉 можно задать тернарную опера-
цию p так, что алгебра 〈A, p, f〉 становится унаром с мальцевской операцией.
Операция p, заданная этим способом, называется стандартной. Ее определение
приведено ниже.

Пусть 〈A, f〉 — произвольный унар и x, y ∈ A. Для любого элемента x унара
〈A, f〉 через fn(x) обозначается результат n-кратного применения операции f к
элементу x; при этом f 0(x) = x. Положим Mx,y = {n ∈ N0 | fn(x) = fn(y)}, а
также k(x, y) = min Mx,y, если Mx,y 6= ∅ и k(x, y) =∞, если Mx,y = ∅. Положим
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далее

p(x, y, z)
def
=

{
z, если k(x, y) 6 k(y, z)
x, если k(x, y) > k(y, z).

Конгруэнции унаров со стандартной мальцевской операцией изучались в [8,
9]. Там были найдены необходимые и достаточные условия конгруэнц-простоты,
псевдопростоты и подпрямой неразложимости для алгебр из этого класса, а так-
же получено полное описание унаров со стандартной мальцевской операцией,
решетка конгруэнций которых будет цепью.

В работе [10] автора были полностью описаны конгруэнц-однородные унары
со стандартной мальцевской операцией.

Теорема 1. [10]. Пусть 〈A, f, p〉 — унар со стандартной мальцевской опе-
рацией. Алгебра 〈A, f, p〉 является конгруэнц-однородной тогда и только тогда,
когда унар 〈A, f〉 удовлетворяет одному из следующих условий:

1) операция f на A является инъективной;
2) унар 〈A, f〉 содержит такой элемент a, что f(x) = a для любого x ∈ A.

Также было получено полное описание конгруэнц-регулярных алгебр из рас-
сматриваемого класса:

Теорема 2. [11]. Унар со стандартной мальцевской операцией является
регулярным тогда и только тогда, когда он однороден.

В теории унаров наиболее часто рассматривается нульарная операция e на
унаре 〈A, f〉, заданная условием f(e) = e. В этом случае алгебру 〈A, f, e〉 назы-
вают унаром с нулем.

В настоящей работе дается описание слабо регулярных унаров 〈A, p, e, f〉 со
стандартной мальцевской операцией p и нульарной операцией e, для которой
f(e) = e.

Приведем некоторые определения и обозначения, которые потребуются для
дальнейшего изложения.

Неодноэлементная алгебра называется простой, если она имеет в точности
две конгруэнции (наибольшую ▽ и наименьшую △). Через ConA обозначается
решетка конгруэнций алгебры A.

Через Ct
h, h > 0, t > 0 обозначается унар 〈a|f t(a) = fh+t(a)〉. Унар C0

n назы-
вается циклом длины n.

Элемент a унара называется периодическим, если f t(a) = f t+n(a) для неко-
торых t > 0 и n > 1. Через T (A) обозначается множество периодических эле-
ментов унара A. Если a — периодический элемент, то наименьшее из чисел t,
для которых f t(a) = f t+n(a) при некоторых n > 1, называется глубиной элемен-
та a и обозначается через t(a). Глубиной t(A) унара A называются наибольшая
из глубин его периодических элементов, если T (A) 6= ∅, и нуль, если T (A) = ∅.
Если множество {t(a) | a ∈ T (A)} не ограничено, глубина унара считается бес-
конечной.
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Объединение двух непересекающихся унаров B и C называется их суммой
и обозначается через B + C. Унар 〈A, f〉 называется связным, если для любых
x, y ∈ A выполняется условие fn(x) = fm(y) для некоторых n,m > 0. Мак-
симальный по включению связный подунар унара A называется компонентой
связности унара A.

Элемент a унара называется узловым, если найдутся такие различные эле-
менты b и c, отличные от a, что f(b) = a = f(c). Элемент a унара 〈A, f〉 назы-
вается неподвижным, если f(a) = a. Связный унар с неподвижным элементом
называется корнем.

Пусть B — подунар произвольного унара 〈A, f〉. Через θB обозначается кон-
груэнция унара 〈A, f〉, определенная по правилу [12]: условие xθBy для x, y ∈ A
выполняется тогда и только тогда, когда либо x = y, либо x, y ∈ B.

Пусть v – узловой элемент унара 〈A, f〉. Через θv обозначается конгруэнция
унара 〈A, f〉 , определенная по правилу [9]: xθvy для любых x, y ∈ A верно тогда
и только тогда, если либо x = y, либо x, y ∈ f−1(v).

Пусть n ∈ N. В [8] на унаре 〈A, f〉 определяется бинарное отношение σn, по
следующему правилу: xσny для x, y ∈ A выполнено тогда и только тогда, когда
fn(x) = fn(y); при этом полагаем σ0 = △.

Далее везде через 〈A, p, f〉 обозначается унар со стандартной мальцевской
операцией p, а через e обозначается нульарная операция на A.

Следующее замечание очевидно.

Замечание 1. Каждая конгруэнция алгебры 〈A, p, f〉 является конгруэн-
цией алгебры 〈A, p, e, f〉.

Из замечания 1 и [9, лемма 1] вытекает

Лемма 1. Пусть v – узловой элемент унара 〈A, f〉. Конгруэнция θv алгебры
〈A, p, f〉 является конгруэнцией алгебры 〈A, p, e, f〉.

Теорема 3. Пусть 〈A, p, e, f〉 — унар со стандартной мальцевской опе-
рацией p и нульарной операцией e, для которой f(e) = e. Алгебра 〈A, p, e, f〉
является слабо регулярной тогда и только тогда, когда унар 〈A, f〉 изоморфен
одному из следующих унаров:

1) C0
1 ;

2) сумме компоненты вида C0
1 и произвольного унара с инъективной опера-

цией;
3) корню, либо не имеющему узловых элементов, либо такому, в котором

единственным узловым элементом является неподвижный элемент;
4) сумме компоненты связности из пункта 3) и произвольного унара с

инъективной операцией.

Доказательство. Необходимость. Пусть унар 〈A, f〉 не удовлетворяет
условиям 1) – 4) теоремы.
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Допустим, что унар 〈A, f〉 связный. Тогда, по условию, унар 〈A, f〉 содержит
узловой элемент d 6= e глубины t(d) > 1. Следовательно, найдутся такие различ-
ные элементы a, b ∈ A, что f(a) = d = f(b). По лемме 1, бинарное отношение θd
на унаре 〈A, f〉 является конгруэнцией алгебры 〈A, p, e, f〉. Поскольку t(d) > 1,
то имеем [e]θd = {e}. При этом, класс [e]△ также равен {e}. Но конгруэнции △
и θd не равны, поскольку класс [a]θd содержит, как минимум, элементы a и b.
Отсюда, алгебра 〈A, p, e, f〉 не является слабо регулярной.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 несвязный. Обозначим через B компоненту связ-
ности унара A, содержащую элемент e (таким образом, подунар B является
корнем), а через C — подунар A\B. При этом возможны два случая.

Случай 1: Операция f на C инъективна.
По условию, унар 〈A, f〉 не удовлетворяет условиям 2) и 4) теоремы. Тогда

найдется узловой элемент d ∈ B глубины t(d) > 1, а следовательно и такие
различные элементы a, b ∈ B, что f(a) = d = f(b). Как и выше, бинарное
отношение θd, является конгруэнцией алгебры 〈A, p, e, f〉, для которой [e]θd =
{e} = [e]△, но △ 6= θd.

Случай 2: Операция f на C не инъективна.
Тогда найдутся такие различные элементы c, d ∈ C, что f(c) = f(d).
Если |{f(c), c, d}| = 3, то f(c) — узловой элемент подунара C. Так как e /∈ C,

то [e]θf(c) = {e}. Дальнейшие рассуждения аналогичны приведенным выше в
случае 1.

Пусть теперь f(c) совпадает с одним из элементов c, d. Без ограничения
общности положим f(c) = c. Тогда c – неподвижный элемент унара C, а сле-
довательно, компонента связности D, содержащая элемент c, является корнем.
Если c — узловой элемент унара D, то используя конгруэнцию θc унара D,
аналогично случаю 1, получаем, что 〈A, p, e, f〉 не является слабо регулярной.

Если же c не является узловым, то элемент d — единственный предшеству-
ющий для элемента c (то есть, такой, что f(d) = c и d 6= c). Отсюда, {c, d} — это
подунар компоненты D, изоморфный C1

1 . Тогда, по следствию из [9, лемма 8], с
учетом замечания 1, бинарное отношение θ{c,d} является конгруэнцией алгебры
〈A, p, e, f〉. Поскольку e /∈ C, то [e]θ{c,d} = {e} = [e]△. Но θ{c,d} 6= △, так как
(c, d) ∈ θ{c,d}. Отсюда, 〈A, p, e, f〉 не является слабо регулярной.

Достаточность. В случае, когда 〈A, f〉 ∼= C0
1 , утверждение очевидно.

Пусть унар 〈A, f〉 удовлетворяет условию 2) теоремы. Тогда по [8, теоре-
ма 2] и замечанию 1, алгебра 〈A, p, e, f〉 является простой, то есть, имеет только
тривиальные конгруэнции. Поскольку △ 6= ▽, и у нулевой и единичной конгру-
энций нет совпадающих классов, то алгебра 〈A, p, e, f〉 слабо регулярна.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 удовлетворяет условию 3) теоремы. По [8, лемма 12]
и замечанию 1, любая неединичная конгруэнция алгебры 〈A, p, e, f〉 имеет вид
σn для некоторого n > 0. Пусть 0 6 n 6 t(A), 0 6 m 6 t(A) и n < m. Тогда σn
и σm — несовпадающие конгруэнции алгебры 〈A, p, e, f〉. Так как 0 6 n 6 t(A),
0 6 m 6 t(A), то найдутся такие элементы a, b ∈ A, для которых t(a) = n и
t(b) = m, причем, a 6= b, поскольку n < m. Предположим, что [e]σn ⊃ [e]σm.
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Так как t(b) = m, то fm(b) = e. Учитывая, что fm(e) = e, имеем fm(b) = fm(e),
откуда b ∈ [e]σm. Тогда b ∈ [e]σn. Следовательно, fn(b) = e, и значит, t(b) 6 n,
что противоречит условию n < m. Окончательно, [e]σn 6= [e]σm для любых
n < m. Таким образом, алгебра 〈A, p, e, f〉 слабо регулярна.

Если унар 〈A, f〉 удовлетворяет условию 4) теоремы, то по [9, лемма 15], ре-
шетка Con〈A, p, f〉 изоморфна решетке Con〈B, p, f〉 с присоединенной внешней
единицей, где B — компонента связности унара 〈A, f〉, содержащая нульарную
операцию. Тогда, учитывая замечание 1 и доказанное в предыдущем абзаце,
получаем, что алгебра 〈A, p, e, f〉 слабо регулярна. ✷
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