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Аннотация
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Abstract

The paper studies the question of representing numbers as the sum of two primes from an
arithmetic progression, that is, the binary Goldbach problem, when primes are taken from an
arithmetic progression. New estimates are proved for the number of even natural numbers that
are (possibly) not representable as a sum of two primes from an arithmetic progression and
for a number representing a given natural number, as a sum of two primes from an arithmetic
progression.
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1. Введение

Формулировка результатов

Пусть𝑋 — достаточно большое действительное число, 𝑛 — натуральное, 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 — простые
числа, 𝐸(𝑋) — количество четных натуральных чисел которые (возможно) не представимы в
виде суммы двух простых, т.е. в виде

𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2. (0.1)

Далее, пусть 𝑀(𝐷,𝑋) — множество четных натуральных чисел 𝑛 ≤ 𝑋, которые (возмож-
но) не представимы в виде

𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2, 𝑝𝑖 ≡ 𝑙𝑖(mod𝐷), (𝑙𝑖, 𝐷) = 1, 𝑖 = 1, 2; (0.2)

здесь 𝑙1 и 𝑙2 произвольные фиксированные целые числа, удовлетворяющие условиям
1 ≤ 𝑙1, 𝑙2 < 𝐷, (𝑙1, 𝐷) = 1, (𝑙2, 𝐷) = 1. Обозначим: 𝐸(𝐷,𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑀(𝐷,𝑋);𝑅(𝑛,𝐷) — чис-
ло представлений 𝑛 в виде (0.2); 𝑐𝑗(𝑗 = 1, 2, . . .) — некоторые положительные постоянные,
𝜙(𝑎) — функция Эйлера.. Числа, которые представимые в виде (0.1) будем называть гольдба-
ховым числами [1], а числа, которые представимы в виде (0.2), будем называть гольдбаховыми
числами в арифметической прогрессии . После известных работ И.М.Виноградова [2,3],и Хуа
Ло Кена [4,5], Ван дер Корпут [6], А.Г.Чудаков [7] и Т.Эстерман [8] применили круговой метод
Харди-Литтлвуда [9,10] к решению бинарной проблемы Гольдбаха и доказали, что почти все
четные числа представимы в виде суммы двух нечетных простых чисел. Точнее говоря, они
доказали, что если обозначить через 𝐸(𝑋) — число четных чисел 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑋 , которые возмож-
но не представимы в виде суммы двух простых чисел, тогда 𝐸(𝑋)≪ 𝑋

𝑙𝑛𝐴𝑋
. А.Ф.Лаврик [11]

получил асимптотическую формулу для 𝑅(𝑛,𝐷) , которые справедливы для всех 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑋,
за исключением 𝐸(𝐷,𝑋) ≪ 𝑋

𝑙𝑛𝐴𝑋
значений из них (где 𝐴 — некоторое число, ≪ — символ

Виноградова, запись 𝑓 ≪ 𝑔 — означает, что | 𝑓 |≤ 𝑐1𝑔 , (т.е. это символ 𝑂− большое), где 𝑐1
— постоянное число.

Затем Р.Вон [12], Г.Монтгомери и Р.Вон [13] улучшили эту оценку показав, что 𝐸(𝑋) <
< 𝑋𝑒𝑥𝑝(−𝑐2

√
𝑙𝑛𝑋) и 𝐸(𝑋) < 𝑋1−𝛿 , соответственно. Здесь 𝑋 — достаточно большое, 𝛿 —

малое действительные числа, 𝑐2 — абсолютное постоянное. И.Аллаков [14], реализуя идею Б.М.
Бредихина, получил оценку снизу для 𝑅(𝑛) справедливую для всех 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑋 , за исключением
𝐸(𝑋) < 𝑋1−𝛿 значений из них. Здесь 𝑅(𝑛) — числа представления данного натурального
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числа 𝑛 в виде (0,1). Аналогичные результаты были получены относительно задач: Харди-
Литтлвуда [15,16], Хуа-Ло-Кена [17,18,19] и об одновременном представлении чисел суммой
простых чисел [20,21,22]. Используя схемы работы А.Ф.Лаврика [11] и Р.Вона [12], И.Аллаков
[23] доказал теорему:

Теорема А. При 𝐷 = 𝑝𝜐 и 𝐷 ≪ 𝑙𝑛𝐴𝑋 справедливы оценки:

𝐸(𝐷,𝑋) ≤ 𝑐3
𝑋

𝜙(𝐷)
𝑒𝑥𝑝(−𝑐4

√
𝑙𝑛𝑋)

и для 𝑛 /∈𝑀(𝐷,𝑋), 𝑛 ≤ 𝑋

𝑅(𝑛,𝐷) ≥ 𝑐5
𝑛

𝜙(𝐷)𝑙𝑛2𝑛

(︂
1− 𝑙𝑛𝐴𝑛

𝑒𝑥𝑝(𝑐6
√
𝑙𝑛𝑛)

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐7

4

√
𝑙𝑛𝑛
)︁
.

В настоящей работе докажем теорему:
Теорема 1. Если 𝑋 достаточно большое и 𝛿 > 0 достаточно малое действительное числа,

то при 𝐷 < 𝑋𝛿1 , (10𝛿1 < 𝛿) справедливы оценки:

𝐸(𝐷,𝑋) ≤ 𝑐8
𝑋1−𝛿1

𝜙(𝐷)

и для 𝑛 /∈𝑀(𝐷,𝑋), 𝑛 ≤ 𝑋

𝑅(𝑛,𝐷) ≥ 𝑐9
𝑛1−

7
8
𝛿

𝜙(𝐷)𝑙𝑛2𝑛

(︁
𝑛

𝛿
8 − 1

)︁
. (0.3)

Теорема 1 является усилением и обобщением в арифметическую прогрессии соответствующих
результатов И.Аллакова [23] и Монтгомери - Вона [13].Отметить, что теорема 1 отличается
от теоремы А в следующем: в теореме А разность арифметической прогрессии равна 𝐷 = 𝑝𝜗

(т.е. равна степени простого числа) и 𝐷 ≪ 𝑙𝑛𝐴𝑋, а исключительное множество удовлетворяет
оценку 𝐸(𝐷,𝑋) ≤ 𝑐3

𝑋
𝜙(𝐷)𝑒𝑥𝑝(−𝑐4

√
𝑙𝑛𝑋) , а в теореме 1 𝐷 — произвольное и 1 < 𝐷 < 𝑋𝛿1 (

𝛿1 достаточно малое) и исключительное множество удовлетворяет оценку 𝐸(𝐷,𝑋) ≤ 𝑐8
𝑋1−𝛿

𝜙(𝐷)

(где 𝛿 достаточное малое и (10𝛿1 < 𝛿) ).
Замечание 1. При доказательстве теоремы 1 мы исключаем из рассмотрения некоторые

𝑛 ≤ 𝑋, которые не можем получить, используя наши методы, подходящих оценок. Сово-
купность всех этих исключаемых 𝑛 составляет так называемое исключительное множество
рассматриваемой задачи.

Замечание 2. Словосочетание "возможно непредставимые в виде . . . "здесь означает, что
для таких 𝑛 также могут существовать такие представления, но их количество 𝑅(𝑛,𝐷) для
данного 𝑛 уже не будет, удовлетворят неравенство, указанное в теореме 1, а будет удовлетво-
рять обратное неравенство, т.е.

𝑅(𝑛,𝐷) < 𝑐9
𝑛1−

7
8
𝛿

𝜙(𝐷)𝑙𝑛2𝑛

(︁
𝑛

𝛿
8 − 1

)︁
.

2. Обозначение и необходимые леммы

Пусть 𝑎 и 𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1 — целые положительные числа, а 𝛼, (0 < 𝛼 < 1) произвольное
действительное числа, 𝜒𝑞 — характер Дирихле по модулю 𝑞 (см.[24]), 𝜒̄𝑞 — характер Дирихле
по модулю 𝑞 сопряжены с 𝜒𝑞.

Положим 𝑒(𝛼) = 𝑒2𝜋𝑖𝛼, 𝛼 = 𝑎
𝑞 + 𝜂, 𝑑 = (𝑞,𝐷), 𝑁 = 𝑔𝑞

𝑑 (mod𝑞) , (т.е. через 𝑁 обозначен
наименьший положительный вычет числа 𝑔𝑞

𝑑 по модулю 𝑞 ), здесь 𝑔 определяется из сравнения



24 И. Аллаков, А. Ш. Сафаров

𝑔𝑞𝑑−1 ≡ 1(mod𝑑);𝐻(𝑞) = 1, если (𝑞𝑑−1;𝐷) = 1; противном случае 𝐻(𝑞) = 0 (см. [11,23]). Для
удобства записи также обозначим

𝑆𝑖 = 𝑆𝑖(𝑋;𝛼) =
1

𝜙(𝐷)

∑︁
𝜒𝐷

𝜒̄𝑝(𝑙𝑖)
∑︁

𝑃<𝑝≤𝑋

𝜒𝐷(𝑝𝑖)(𝑙𝑛𝑝𝑖)𝑒(𝑝𝑖𝛼), 𝑖 = 1, 2 (1.1)

𝑔(𝑖)𝑢 = 𝑔(𝑖)𝑢 (𝑋;𝛼) =
∑︁

𝑃<𝑛𝑖≤𝑋
𝑛𝑖≡𝑙(𝑚𝑜𝑑𝐷)

𝑛𝑢−1
𝑖 𝑒(𝑛𝑖𝛼), 𝑖 = 1, 2 (1.2)

где 𝑃 достаточно большое действительное число, зависящее от 𝑋 . При этих обозначениях,
используя свойство характеров Дирихле [24,25], имеем

𝑆 = 𝑆1 · 𝑆2 =
1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑃<𝑝1,𝑝2≤𝑋

𝑙𝑛𝑝1𝑙𝑛𝑝2((𝑝1 + 𝑝2)𝛼)
∑︁
𝜒𝐷

𝜒̄𝐷(𝑙1)𝜒𝐷(𝑝1)
∑︁
𝜒𝐷

𝜒̄𝐷(𝑙2)𝜒𝐷(𝑝2) =

=
∑︁

𝑃<𝑝1,𝑝2≤𝑋
𝑝1≡𝑙𝑙,𝑝2≡𝑙2(𝑚𝑜𝑑𝐷)

𝑙𝑛𝑝1𝑙𝑛𝑝2((𝑝1 + 𝑝2)𝛼) =
∑︁

𝑃<𝑛≤2𝑋

𝑅(𝑛,𝐷)𝑒(𝑛𝛼), (1.3)

где
𝑅(𝑛,𝐷) =

∑︁
𝑛=𝑝1+𝑝2

𝑃<𝑝1,𝑝2≤𝑋
𝑝1≡𝑙1,𝑝2≡𝑙2(mod𝐷)

ln 𝑝1 ln 𝑝2. (1.4)

Если 1
2 ≤ 𝑢 ≤ 1, то используя суммирование по частям (см. лемма 3.5 работы [23]), получим

𝑔(𝑖)𝑢 (𝑋;𝛼)≪ 𝑚𝑖𝑛

(︂
𝛼−𝑢,

(︂
𝑋

𝐷

)︂𝑢)︂
, (1.5)

где ‖𝛼‖ — означает расстояние от 𝛼 до ближайшего целого числа, т.е.

‖𝛼‖ =

{︃
𝛼, если0 ≤ 𝛼 ≤ 1

2 ,

1− 𝛼, если1
2 < 𝛼 < 1.

Полагая
𝑃 = 𝑋6𝛿и𝑄 = 𝑋𝑃−1, (1.6)

делим интервал [0, 1] на основные и дополнительные подинтервалы. Для 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 ≤ 𝑃,
(𝑎, 𝑞) = 1 через 𝑀(𝑞, 𝑎) обозначим основной интервал [𝑎𝑞 −

1
𝑞𝑄 ,

𝑎
𝑞 + 1

𝑞𝑄 ]. Ясно, что основные
интервалы не пересекаются, так как⃒⃒⃒⃒

𝑎

𝑞
− 𝑎′

𝑞′

⃒⃒⃒⃒
≥ 1

𝑞𝑞′
>

2𝑃

𝑞𝑞′𝑄
≥ 𝑞 + 𝑞′

𝑞𝑞′𝑄
=

1

𝑞𝑄
+

1

𝑞′𝑄
.

Объединение основных интервалов обозначим через 𝑁 . Далее, пусть 𝑇 — множество тех 𝛼,
для которых 𝑄−1 < 𝛼 < 1 + 𝑄−1, 𝛼 /∈ 𝑁 Таким образом, 𝑇 — объединение дополнительных
интервалов. Теперь 𝑅(𝑛,𝐷) можно представить в виде

𝑅(𝑛,𝐷) = 𝑅1(𝑛,𝐷) +𝑅2(𝑛,𝐷), (1.7)

где

𝑅1(𝑛,𝐷) =

∫︁
𝑁
𝑆(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼,𝑅2(𝑛,𝐷) =

∫︁
𝑇
𝑆(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼.
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При изучении 𝑅(𝑛,𝐷) будем использовать следующее леммы.
Лемма 1.1 Пусть 𝜒 — характер Дирихле модуля 𝑞 ≤ 𝑃 и 𝐿(𝑠, 𝜒) — соотвествующие 𝐿 —

функции Дирихле, тогда:
а) функции 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 в области:

1− 0, 0019128

𝑙𝑛𝑃
≤ 𝜎 ≤ 1,𝑚𝑖𝑑𝑡 |≤ 𝑃

19
4 , (1.8)

могут иметь единственный вещественный нуль 𝛿 = 1−𝛽 для одного вещественного примитив-
ного характера 𝜒̃ по модулю 𝑞 ≤ 𝑃 ; (если существует такой вещественный исключительный
нуль, то положим 𝐸𝛽 = 1, иначе положим 𝐸𝛽 = 0).

б) если 𝐿(𝑠, 𝜒) имеет такой (исключительный) нуль, то область (1.8) можно заменить на
область

𝜎 > 1− 1

81𝑙𝑛𝑃
𝑙𝑛

(︂
1

200𝛿𝑙𝑛𝑃

)︂
, |𝑡| ≤ 𝑃 𝜀, 𝛿𝑙𝑛𝑃 ≤ 1

200𝑒
; (1.9)

в) этот исключительный нуль удовлетворяет неравенствам

0, 4961

𝑞1/2𝑙𝑛2𝑞
< 1− 𝛽 < 0, 3

𝑙𝑛𝑞
.

Доказательство леммы 1.1 имеется в работах [14,25,26,27].
Лемма 1.2 Пусть

ℵ =
(1 + 16𝛿)

115
, 0 < 𝛿 < 0, 01 и exp(𝑙𝑛1/2X) 6 𝑃 6 𝑋ℵ, 𝑋𝑃−1 6 ℎ 6

1

2
𝑋,

тогда

∑︁
𝑞6𝑃

∑︁
𝜒

* max
𝑥6 3

2
𝑋

max
ℎ6 1

2
𝑋

(︂
ℎ+

𝑋

𝑃

)︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑥∑︁
𝑥−ℎ

#𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ <
{︃
𝑐2 exp

(︀
−𝑐3 ln𝑋

ln𝑃

)︀
, 𝐸𝛽 = 0;

𝑐4 exp
(︀
−𝑐5 ln𝑋

ln𝑃

)︀
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑃, 𝐸𝛽 = 1,

где

∑︁
#𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥∑︀
𝑥−ℎ

lnp−
∑︀

𝑥−ℎ<𝑛6𝑥

1, при 𝑞 = 1,

𝑥∑︀
𝑥−ℎ

𝜒̃(𝑝) lnp +
∑︀

𝑥−ℎ<𝑛6𝑥
𝑛>0

𝑛𝛽−1, при 𝐸𝛽 = 1,

𝑥∑︀
𝑥−ℎ

𝜒(𝑝) lnp, в остальных случаях.

Доказательство леммы 1.2 имеется в работах [13,14,28].
Лемма 1.3 [13]. Пусть 𝜒0− главный характер по модулю 𝑞, 𝜒𝑖− примитивные характеры

по модулю 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 2; 𝑟3 = [𝑟1, 𝑟2]− наименьший общий кратный 𝑟1 и 𝑟2. Тогда для 𝑚 ̸= 0∑︁
𝑞

1

𝜙2(q)
|𝑐𝜒1𝜒2𝜒0(𝑚)𝜏(𝜒̃1𝜒0)𝜏(𝜒̃2𝜒0)| ≪

|𝑚|
𝜙(|𝑚|)

,

где суммирование ведется по всем 𝑞 кратным 𝑟1 и 𝑟2.

§2. Дополнительные интервалы

Рассмотрим 𝑅2(𝑛,𝐷) . В силу равенству (1.7) и тождества Парсеваля [29], имеем∑︁
𝑛

𝑅2
2(𝑛,𝐷) =

∫︁
𝑇
|𝑆(𝛼)|2𝑑𝛼 ≤ (max

𝑇
|𝑆1(𝛼)|)2

∫︁
𝑇
|𝑆2(𝛼)|2𝑑𝛼, (2.1)
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здесь∫︁
𝑇
|𝑆2(𝛼)|2𝑑𝛼 ≤

∫︁ 1+𝑄−1

𝑄−1

|𝑆2(𝛼)|2𝑑𝛼 ≤
∑︁

𝑃<𝑝1𝑝2≤𝑋

𝑙𝑛𝑝1𝑙𝑛𝑝2

∫︁ 1+𝑄−1

𝑄−1

𝑒((𝑝1 − 𝑝2)𝛼)𝑑𝛼 ≤
∑︁

𝑃<𝑝≤𝑋

𝑙𝑛2𝑝.

Согласно, теореме 5.2.1 К.Прахара [27] при 𝑋 ≥ 2 и 𝐷 ≤ 𝑋1/2 , имеем

∑︁
𝑝≤𝑋

𝑝≡𝑙(𝑚𝑜𝑑𝐷)

𝑙𝑛𝑝≪ 𝑋

𝜙(𝐷)
.

Поэтому ∫︁
𝑇
|𝑆1(𝛼)|2𝑑𝛼≪ (𝑙𝑛𝑋)

∑︁
𝑃<𝑝≤𝑋

𝑝≡𝑙(𝑚𝑜𝑑𝐷)

𝑙𝑛𝑝≪ 𝑋

𝜙(𝐷)
𝑙𝑛𝑋. (2.2)

Для того, чтобы оценить max
𝛼∈𝑇
|𝑆1 (𝛼)|2 будем использовать оценки, полученный в работе

[16], согласно которым: если 𝑅 6 𝑞 6 𝑋
𝑅 и 1 6 𝑅 6 𝑋

1
3 , (𝑎, 𝑞) = 1,

⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
6 2𝑅

𝑞𝑁 , тогда

𝑆 (𝛼)≪ 𝑋𝐷𝑅− 1
2 (ln𝑋)

11
2 . (2.3)

Согласно теореме Дирихле об аппроксимации существуют такие 𝑞 6 𝑄 и 𝑎 с условием
1 6 𝑎 6 𝑞 , (𝑎, 𝑞) = 1, для которых

⃒⃒
𝛼− 𝑎𝑞−1

⃒⃒
6 (𝑞𝑄)−1. Это означает, что 𝛼 ∈ 𝑀 (𝑞, 𝑎) , если

𝑞 6 𝑃 . Значит для 𝛼 ∈ 𝑇 имеем 𝑞 > 𝑃 и, следовательно, в (2.3) можем полагать 𝑅 = 𝑃. Теперь
из (2.1),(2.2),(2.3) следует ∑︁

𝑛6𝑋

𝑅2
2 (𝑛,𝐷)≪ 𝑋3𝐷2

𝑃𝜙 (𝐷)
ln12𝑋. (2.4)

3. Упрощение интеграла по основным интервалам.

Согласно обозначению (1.1) имеем

𝑆𝑖 = 𝑆𝑖 (𝑋;𝛼) =
1

𝜙 (𝐷)

∑︁
𝜒𝐷

𝜒̄𝐷 (𝑙𝑖)
∑︁

𝑃<𝑝6𝑋

𝜒𝐷 (𝑝𝑖) (𝑙𝑛𝑝𝑖) 𝑒 (𝑝𝑖𝛼) , 𝑖 = 1, 2.

Так как 𝛼 = 𝑎
𝑞 + 𝜂 и если 𝑝 > 𝑃 и 𝑞 6 𝑃 , то (𝑝, 𝑞) = 1. Отсюда следует, что

𝑒 (𝑝𝛼) =
1

𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒𝑞

𝜒𝑞 (𝑝𝑎) 𝜏 (𝜒̄𝑞) 𝑒 (𝑝𝜂) (3.1)

Используя (3.1) в (1.1), 𝑆𝑖 можем написать в виде:

𝑆𝑖 =
1

𝜙 (𝐷)

∑︁
𝜒𝐷

𝜒̄𝐷 (𝑙𝑖)
∑︁

𝑃<𝑝𝑖6𝑋

𝜒𝐷 (𝑝𝑖) (ln 𝑝𝑖)

⎛⎝ 1

𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒𝑞

𝜒𝑞 (𝑝𝑖𝑎) 𝜏 (𝜒̄𝑞) 𝑒 (𝑝𝜂)

⎞⎠ =

=
1

𝜙 (𝐷)𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒𝐷, 𝜒𝑞

𝜒̄𝐷 (𝑙𝑖)

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒̄𝑞 (ℎ) 𝑒

(︂
𝑎ℎ

𝑞

)︂ ∑︁
𝑃<𝑝𝑖6𝑋

(𝑙𝑛𝑝𝑖)𝜒𝐷 (𝑝𝑖)𝜒𝑞 (𝑝𝑖) 𝑒 (𝑝𝑖𝜂) . (3.2)
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Для удобство обозначим:

𝐴𝑖 =
1

𝜙 (𝐷)𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒𝐷, 𝜒𝑞

𝜒̄𝐷 (𝑙𝑖)

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒̄𝑞 (ℎ) 𝑒

(︂
𝑎ℎ

𝑞

)︂
,

𝐺𝑖 =
∑︁

𝑃<𝑝𝑖6𝑋

(𝑙𝑛𝑝𝑖)𝜒𝐷 (𝑝𝑖)𝜒𝑞 (𝑝𝑖) 𝑒 (𝑝𝑖𝜂) 𝑖 = 1, 2.

Рассмотрим 𝐺𝑖. Так как произведение характеров есть характер, ведущий модуль которого
равняется наибольшему общему кратному модулей [10,26], то можем полагать

𝜒𝐷 (𝑝𝑖)𝜒𝑞 (𝑝𝑖) = 𝜒𝑚 (𝑝𝑖) , 𝑚 =
𝑞𝐷

(𝑞,𝐷)
=
𝑞𝐷

𝑑
.

Следовательно, 𝐺𝑖 =
∑︀

𝑃6𝑝𝑖6𝑋

𝑙𝑛𝑝𝑖𝜒𝑚 (𝑝𝑖) 𝑒 (𝑝𝑖𝜂) = 𝐺𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂) . Из (2.2) получим

𝑆𝑖 = 𝐴𝑖𝐺𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂) . (3.3)

Применяя леммы 2.4 и 2.5 работы [11],при 𝑄′ = 𝐷, 𝑄′′ = 𝑞, 𝑄 = 𝑚 находим 𝜒𝑚 = 𝜒0
𝑚, тогда

и только, когда

𝐴𝑖 =
1

𝜙 (𝐷)𝜙 (𝑞)

∑︁
𝜒𝑑

𝑞∑︁′

ℎ=1

𝜒̄𝑑 (𝑙𝑖)𝜒𝑑 (ℎ) 𝑒

(︂
ℎ𝑎

𝑞

)︂
=

=
𝜙 (𝑑)

𝜙 (𝐷)𝜙 (𝑞)

𝑞∑︁′

ℎ = 1
ℎ ≡ 𝑙𝑖 (mod 𝑑)

𝑒

(︂
ℎ𝑎

𝑞

)︂
= 𝐻 (𝑞)

𝜇
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙 (𝐷)𝜙

(︀ 𝑞
𝑑

)︀𝑒(︂𝑎
𝑞
𝑁1 𝑙𝑖

)︂
= 𝐿𝑖 𝑖 = 1, 2, (3.4)

где 𝐻(𝑞) равен 1, если
(︀ 𝑞
𝑑 , 𝐷

)︀
= 1, иначе 𝐻(𝑞) равен 0. У нас 𝑝 > 𝑃 обеспечивает, что

𝐺𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂) = 𝐺𝑖 (𝜒
*
𝑚, 𝜂) , где 𝜒

*
𝑚− примитивный характер по модулю 𝑚. Далее, положим,

𝐺𝑖 (𝜒
𝑜
𝑚, 𝜂) = 𝑔

(𝑖)
1 (𝑋, 𝜂) +𝑊𝑖

(︀
𝜒0
𝑚, 𝜂

)︀
, 𝐺𝑖 (𝜒̃𝑚𝜒

𝑜
𝑚, 𝜂) = 𝑔

(𝑖)

𝛽
(𝑋, 𝜂) +𝑊𝑖 (𝜒̃𝑚𝜒

𝑜
𝑚, 𝜂) (3.5)

и 𝐺𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂) = 𝑊𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂) , если 𝜒𝑚 ̸= 𝜒0
𝑚 𝜒𝑚 ̸= 𝜒̃𝑚𝜒

0
𝑚, где 𝜒

0
𝑚−главный характер по модулю

𝑚, а 𝜒̃𝑚 — исключительный характер по модулю 𝑚, Сначала пусть не существует исключи-
тельный нуль 𝛽, тогда, используя (3.3) и (3.5) из (3.2), находим

𝑆𝑖 = 𝐻 (𝑞)
𝜇
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙 (𝐷)𝜙

(︀ 𝑞
𝑑

)︀𝑒(︂𝑎
𝑞
𝑁 𝑙𝑖

)︂ (︁
𝑔
(𝑖)
1 (𝑋, 𝜂) +𝑊𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂)

)︁
.

Отсюда
𝑆1 · 𝑆2 = 𝐴1𝐴2𝑔

(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)
1 (𝑋, 𝜂) +𝐴1𝐴2𝑔

(1)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂)+

+𝐴1𝐴2𝑔
(2)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) + 𝐴1𝐴2𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) .

Следовательно,

∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝑆1𝑆2𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝐻 (𝑞)
𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2 (𝐷)𝜙2

(︀ 𝑞
𝑑

)︀ 𝑞∑︁′

𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎

𝑞
𝑁1 (𝑙1 + 𝑙2)

)︂
×

×
∫︁

𝑀(𝑞,𝑎)

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼+
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+
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼+

+
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(2)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼+

+
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼 =

=𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑀4. (3.6)

На правой части (3.6) второе и третье (𝑀2 и 𝑀3) слагаемые оценивается одинаково. Рас-
смотрим 𝑀2. Имеем 𝛼 = 𝑎

𝑞 + 𝜂 и

𝑀2 =
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼 =

=
∑︁
𝑞6𝑃

𝜇
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2 (𝐷)𝜙

(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙 (𝑞)

𝑞∑︁′

𝑎=1

∑︁
𝜒𝑚

𝜒𝑚 (𝑙2) 𝑒

(︂
𝑎

𝑞
𝑁 𝑙1 − 𝑛

)︂
𝜏 (𝜒̄𝑚)×

×
∫︁

𝑀(𝑞,𝑎)

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪

∑︁
𝑚6𝑃𝐷

1

𝜙2 (𝑚)
𝐶𝜒 (𝑁𝑙1 − 𝑛) 𝜏 (𝜒̄𝑚)×

×

⎛⎜⎜⎝
1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

⃒⃒⃒
𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜂

⎞⎟⎟⎠
1
2
⎛⎜⎜⎝

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

|𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂)|2𝑑𝜂

⎞⎟⎟⎠
1
2

.

Используя оценку (см. лемма 3.5, [23])

𝑔(𝑖)𝑢 (𝑋,𝛼) 6 min

(︂
𝛼−𝑢,

(︂
𝑋

𝐷

)︂𝑢)︂
(3.7)

и лемму 1.3, получим

𝑀2 ≪
(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑁𝑙1 − 𝑛|
𝜙 (|𝑁𝑙1 − 𝑛|)

𝑊2. (3.8)

Аналогично для 𝑀3, имеем

𝑀3 ≪
(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑁𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑁𝑙2 − 𝑛|)

𝑊1. (3.9)

Теперь рассмотрим 𝑀4. В силу (3.6) имеем

𝑀4 =
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

1

𝜙2 (𝐷)𝜙2 (𝑞)

⎛⎝ ∑︁
𝑋𝐷, 𝑋𝑞

𝜒̄𝐷 (𝑙1)

𝑞∑︁
ℎ1=1

𝜒̄𝑞 (ℎ1) 𝑒

(︂
𝑎ℎ1
𝑞

)︂⎞⎠×
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×
∑︁

𝜒𝐷, 𝜒𝑞

𝜒̄𝐷 (𝑙2)

𝑞∑︁
ℎ2=1

𝜒̄𝑞 (ℎ2) 𝑒

(︂
𝑎ℎ2
𝑞

)︂
𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪

≪
∑︁

𝑚6𝑃𝐷

1

𝜙2 (𝑚)

⃒⃒
𝐶𝜒𝑚 𝜒′

𝑚
(|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|) 𝜏 (𝜒̄𝑚) 𝜏

(︀
𝜒̄′
𝑚

)︀⃒⃒
·

·

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪
|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|

𝜙 ( |−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|)
𝑊1𝑊2,

где

𝑊𝑖 =
∑︁

𝑚6𝑃𝐷

∑︁
𝜒𝑚

𝑊𝑖 (𝜒𝑚), 𝑊𝑖 (𝜒𝑚) =

⎛⎜⎝ 1/𝑞𝑄∫︁
−1/𝑞𝑄

|𝑊𝑖 (𝜒𝑚, 𝜂)|2𝑑𝜂

⎞⎟⎠ 1
2 , 𝑖 = 1, 2.

Таким образом, из (3.6), получим

𝑅1 (𝑛,𝐷) = 𝑀1 +𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑛−𝑁𝑙2|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙2|)

𝑊1

)︃
+ 𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑛−𝑁𝑙1|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙1|)

𝑊2

)︃
+

+𝑂

(︂
|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|

𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)
𝑊1𝑊2

)︂
. (3.10)

Теперь рассмотрим 𝑀1. Согласно (3.6), имеем

𝑀1 =
∑︁
𝑞 6 𝑃

𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2 (𝐷)𝜙2

(︀ 𝑞
𝑑

)︀ 𝑞∑︁′

𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎

𝑞
𝑁 (𝑙1 + 𝑙2)− 𝑛

)︂ 1/𝑞𝑄∫︁
−1/𝑞𝑄

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂.

В силу (2.7)
1/2∫︁
1/𝑞𝑄

⃒⃒⃒
𝑔
(𝑖)
𝑖 (𝑋, 𝜂)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜂 ≪

1
2∫︁
1
𝑞𝑄

𝜂−2 𝑑𝜂 ≪ 𝑞𝑄.

Следовательно,
1∫︁
0

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑛+𝑂 (𝑞𝑄) .

Поэтому

𝑀1 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2 (𝐷)𝜙2

(︀ 𝑞
𝑑

)︀ 𝐶𝑞 ( |𝑁(𝑙1 + 𝑙2)− 𝑛|) (𝑛+𝑂 (𝑞𝑄)) . (3.11)

Оценим остаточный член в (3.11), используя равенство

𝐶𝑞 (𝑛) = 𝜇 (𝑞1)
𝜙 (𝑞)

𝜙 (𝑞1)
,

где 𝑞1 =
𝑞

(𝑞,|𝑛−𝑁(𝑙1+𝑙2)|) , находим

≪ 𝑄
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞
𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2 (𝐷)𝜙2

(︀ 𝑞
𝑑

)︀ 𝐶𝑞 (|𝑁 (𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|) ≪ 𝑄
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞
𝜙 (𝑞)

𝜙2
(︁
𝐷𝑞
𝑑

)︁
𝜙 (𝑞1)

≪ 𝑋1+𝛿𝑃−1.
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Главный член в (3.11) можно написать как сумму по всем 𝑞 ≥ 1 в виде (см.[13,14])⎛⎝ ∞∑︁
𝑞=1

𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
𝜙2(𝐷)𝜙2( 𝑞𝑑)

𝐶𝑞(|𝑁(𝑙1 + 𝑙2)− 𝑛| −
∞∑︁

𝑞>𝑃

𝜇2
(︀ 𝑞
𝑑

)︀
.

𝜙2(𝐷)𝜙2( 𝑞𝑑)
𝐶𝑞(|𝑁(𝑙1 + 𝑙2)− 𝑛|)

⎞⎠

(𝑛+𝑂 (𝑞𝑄)) = 𝑛
𝐷

𝜙 (𝐷)

∞∑︁
𝑠 = 1

(𝑠,𝐷𝑛) = 1

𝜇 (𝑠)

𝜙2 (𝑠)

∑︁
𝑡 ∖ 𝑛

(𝑡,𝐷) = 1

𝜇2 (𝑡)

𝜙 (𝑡)
+ 𝑂

(︁
𝑋1+𝛿𝑃−1(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑃 )2𝑙𝑛𝑋

)︁
=

= 𝑛 𝜎 (𝑛) + 𝑂

(︂
𝑋1+𝛿

𝑃 𝜙(𝐷)

)︂
, (3.12)

где

𝜎 (𝑛) =
𝐷

𝜙 (𝐷)

∞∑︁
𝑠 = 1

(𝑠,𝐷𝑛) = 1

𝜇 (𝑠)

𝜙2 (𝑠)

∑︁
𝑡 ∖ 𝑛

(𝑡,𝐷) = 1

𝜇2 (𝑡)

𝜙 (𝑡)
. (3.13)

Для четного 𝑛 согласно (7.2) работы [11] имеем

𝜎 (𝑛) =
𝐷

𝜙 (𝐷)

∏︁
𝑝 - 𝐷𝑛
𝑝 > 2

(︂
1− 1

(𝑝− 1)2

)︂ ∏︁
𝑝 ∖ 𝑛
𝑝 - 𝐷

(︂
1 +

1

𝑝− 1

)︂
=

= 𝜆
𝐷

𝜙 (𝐷)

∏︁
𝑝>2

𝑝 (𝑝− 1)

(𝑝− 1)2

∏︁
𝑝 ∖𝐷
𝑝 > 2

(𝑝− 1)2

𝑝 (𝑝− 2)

∏︁
𝑝 ∖ 𝑛
𝑝 - 𝐷

𝑝− 1

𝑝− 2
, (3.14)

где 𝜆 = 1, если 𝐷 четное; при 𝐷 нечетном 𝜆 = 2. Отсюда (см. [11])

𝜎 (𝑛)≫ 𝐷

𝜙 (𝐷)
· 𝑛

𝜙(𝑛)
. (3.15)

Таким образом, в расматрываемым случае, учытивая (3.12) из (3.10), находим

𝑅1 (𝑛,𝐷) = 𝑛 𝜎 (𝑛) + 𝑂

(︂
𝑋1+𝛿

𝑃 𝜙(𝐷)

)︂
+𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑛−𝑁𝑙2|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙2|)

𝑊1

)︃
+

+𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂ 1
2 |𝑛−𝑁𝑙1|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙1|)

𝑊2

)︃
+𝑂

(︂
|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|

𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)
𝑊1𝑊2

)︂
. (3.16)

Теперь предположим, что пусть существует исключительный нуль 𝛽, тогда в правой части
(3.6) дополнительно появляется ещё пять членов, т.е. в месте (3.6) получим

∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝑆1𝑆2𝑒 (−𝑛𝛼) 𝑑𝛼 =𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑀4 + 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3 + 𝐸4 + 𝐸5,

где

𝐸1 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂 ,
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𝐸2 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂,

𝐸3 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂,

𝐸4 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂,

𝐸5 =
∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂)𝑊1 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂.

Ясно, что 𝐸1, 𝐸2 и 𝐸4, 𝐸5 оцениваются одинаково. Согласно лемме 5.4 работы [11] имеем, если
существует исключительный характер по модулю 𝑚 = 𝑞𝐷𝑑−1, то 𝐴𝑖(𝜒𝐷, 𝜒𝑞, 𝑞, 𝑎) =
= 1

𝜙(𝐷)𝜙(𝑞) 𝜒̃𝑚(𝑎𝑙𝑖)𝜏(𝜒̃𝑚). Поэтому

𝐸4 =
1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

1

𝜙2(𝑞)

∑︁
𝜒𝑚

𝐶𝜒̃𝜒0(|𝑛− (𝑙1 + 𝑙2)|)𝜏(𝜒̄𝑚)𝜏(𝜒̃𝑚𝜒0)×

×

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂)𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪

≪ 1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

1

𝜙2(𝑞)
𝜇(𝑞)𝜏(𝜒̃𝑚𝜒0)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0(|(𝑙1 + 𝑙2)− 𝑛|)

⎛⎜⎜⎝
1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

⃒⃒⃒
𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜂

⎞⎟⎟⎠
1/2

·

·

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

|𝑊2 (𝜒𝑚, 𝜂)|2𝑑𝜂)1/2 ≪

≪ 1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

1

𝜙2(𝑞)
𝜇(𝑞)𝜏(𝜒̃𝑚𝜒

0
𝑚)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0

𝑚
(|−𝑛+ (𝑙1 + 𝑙2)|)𝑋1/2𝑊2(𝜒𝑚)≪

≪ 𝑋1/2

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃

𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝑚𝜒

0
𝑚)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0

𝑚
(|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|)𝑊2(𝜒𝑚)≪

≪ 𝑋1/2

𝜙2(𝐷)

|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)

𝑊2(𝜒𝑚).

Так как,

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

⃒⃒⃒
𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜂 ≪

1∫︁
0

∑︁
𝑃<𝑛16𝑋

𝑛𝛽−1
1 𝑒(𝑛1𝜂)

∑︁
𝑃<𝑛26𝑋

𝑛𝛽−1
2 𝑒(−𝑛2𝜂)𝑑𝜂 =
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=
∑︁

𝑃<𝑛1,𝑛26𝑋

𝑛𝛽−1
1 𝑛𝛽−1

2

1∫︁
0

𝑒(𝑛1 − 𝑛2)𝜂𝑑𝜂 =
∑︁

𝑃<𝑛6𝑋

𝑛2(𝛽−1) 6 𝑋. (3.17)

Так, что, согласно лемме 1.3, будем иметь

𝐸4 + 𝐸5 ≪
𝑋1/2

𝜙2(𝐷)

|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)

𝑊2(𝜒𝑚).

Теперь будем исследовать 𝐸1 и 𝐸2. Имеем

𝐸1 + 𝐸2 = 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∑︁
𝑞6𝑃

𝑞∑︁′

𝑎=1

∫︁
𝑀(𝑞,𝑎)

𝐴1𝐴2𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(1)

𝛽
(𝜒𝑚, 𝜂) 𝑒

(︂
−𝑎𝑛
𝑞
− 𝑛𝜂

)︂
𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≪

≪ 2

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝑚𝜒

0
𝑚)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0

𝑚
(|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|)×

×

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂. (3.18)

В силу (3.7) 𝑔(1)1 (𝑋, 𝜂)≪ ‖𝜂‖−1 и 𝑔(2)
𝛽

(𝑋, 𝜂)≪ ‖𝜂‖−𝛽. Следовательно,

1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪

1
2∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝜂−1−𝛽𝑑𝜂 ≪ 𝑞𝑄

и
1
𝑞𝑄∫︁

− 1
𝑞𝑄

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 ≪

1∫︁
0

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 +𝑂(𝑞𝑄) =

= 𝐽(𝑛) +𝑂(𝑞𝑄),

где

𝐽(𝑛) =

1∫︁
0

𝑔
(1)
1 (𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 =

1∫︁
0

∑︁
𝑃<𝑛16𝑋

𝑒(𝑛1𝜂)
∑︁

𝑃<𝑛26𝑋

𝑛𝛽−1
2 𝑒(𝑛2𝜂)𝑒 (−𝑛𝜂) 𝑑𝜂 =

=
∑︁

𝑃<𝑛1,𝑛26𝑋

𝑛𝛽−1
2

1∫︁
0

𝑒((𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛)𝜂)𝑑𝜂 =
∑︁

𝑛=𝑛1+𝑛2, 𝑃<𝑛1+𝑛2 6𝑋

𝑛𝛽−1
2 . (3.19)

Теперь из (3.18) получим

𝐸1 + 𝐸2 =
2

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝑚𝜒

0
𝑚)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0

𝑚
(|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|) (𝐽(𝑛) +𝑂(𝑞𝑄)). (3.20)
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Аналогично для 𝐸3 находим

𝐸3 =
1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝜏2(𝜒̃𝑚𝜒0)

𝜙2(𝑞)
𝐶𝑞(−𝑛)(𝐼(𝑛) +𝑂(𝑞𝑄)),

где

𝐼(𝑛) =

1∫︁
0

𝑔
(1)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑔

(2)

𝛽
(𝑋, 𝜂) 𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 +𝑂(𝑞𝑄). (3.21)

Очевидно, что ⃒⃒⃒
𝐽(𝑛)

⃒⃒⃒
6 𝑋 и

⃒⃒⃒
𝐼(𝑛)

⃒⃒⃒
6 𝑋. (3.22)

Обозначая через 𝑅4 остаток в (3,20) оценим его. Согласно лемме 2.4 [13]

𝑅4 =
𝑄

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝑞𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝜒0)𝐶𝜒̃𝜒0 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)≪

≪ 𝑄𝑟

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝑞𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)
𝜇

(︃ 𝑞
(𝑞,|𝑛−𝑙1−𝑙2|)

𝑟

)︃
𝜙−1

(︂
𝑞

(𝑞, 𝑛)

)︂
.

Для оценки суммы стоящей на правой части последнего соотношения будем использовать
оценку приведенную в работе [14] (см. (2.21̃)), тогда получим:

𝑅4 ≪
𝑋1+𝛿

𝜙2(𝐷)
𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) (ln ln𝑋)(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑃 )4 ln𝑃 6

≪ 1

𝜙2(𝐷)
𝑋1+𝛿𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) ,

где (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) НОД чисел 𝑛− 𝑙1− 𝑙2 и 𝑟. Аналогичное оценка справедлива и для остатка
в (3.20), которое обозначим через 𝑅5, т.е.

𝑅5 ≪
1

𝜙2(𝐷)
𝑋1+𝛿𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) .

Теперь распространим суммирование в оставшихся членах в равенствах (3.20) и (3.21) на все
𝑞 > 1, это внесет дополнительные погрешности 𝑅6 и 𝑅7, где

𝑅6 =
1

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞>𝑃
𝑟∖𝑞

𝜏2(𝜒̃𝑚𝜒0)

𝜙2(𝑞)
𝐶𝑞 (|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|) 𝐼(𝑛),

𝑅7 =
2

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞>𝑃
𝑟∖𝑞

𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝑚𝜒0)𝐶𝜒̃𝑚𝜒0 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|) 𝐽(𝑛).

Для 𝑅6 имеем:

𝑅6 6
𝑋𝑟

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞6𝑃
𝑟∖𝑞

𝜇

(︃ 𝑞
(𝑞,|𝑛−𝑙1−𝑙2|)

𝑟

)︃
𝜙−1(𝑞)𝜙

(︂
𝑞

(𝑞, |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

)︂
6
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6
𝑋𝑟

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙(𝑟)
𝜙−1

(︂
𝑟

(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)

)︂ ∑︁
𝑙>P 𝑟−1

𝑟∖𝑞

𝜙−1(𝑙)𝜙−1

(︂
𝑙

(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑙)

)︂
6

6
𝑋𝑟

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙(𝑟)
𝜙−1

(︂
𝑟

(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)

)︂∑︁
𝑑∖𝑛

𝜙−1(𝑑)
∑︁
𝑘

> P /𝑟𝑑
1

𝜙2(𝑘)
≪

≪ 𝑋1+𝛿

𝜙2(𝐷)
𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) (ln ln𝑋)(ln ln𝑃 )4 ≪ 𝑋1+𝛿

𝜙2(𝐷)
𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) .

Аналогично,

𝑅7 6
2𝑋𝑟

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞>𝑃
𝑟∖𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜇(𝑞)𝜇

(︃ 𝑞
(𝑞,|𝑛−𝑙1−𝑙2|)

𝑟

)︃
𝜙−1(𝑞)𝜙−1

(︂
𝑞

(𝑞, |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒≪

≪ 𝑋1+𝛿

𝜙2(𝐷)
𝑃−1 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) .

В силу лемм 2.1 и 2.2 [11], первая бесконечная сумма в (3.19) есть

𝜎̃(𝑛) =
1

𝜙2(𝐷)

∞∑︁
𝑞=1
𝑟∖𝑞

𝜏2(𝜒̃𝑚𝜒0)𝐶𝑞 (|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|)𝜙−2(𝑞) =

=
𝐷

𝜙2(𝐷)
𝜒̃(−1)𝜇

(︂
𝑟

(𝑟, 𝑛)

)︂
𝑟

𝜙(𝑟)

1

𝜙
(︁

𝑟
(|𝑛−𝑙1−𝑙2|,𝑟)

)︁×
×
∏︁
𝑝∖𝑟

𝑝∖𝑛𝐷

(︂
1− 1

(𝑝− 1)2

)︂ ∏︁
𝑝∖𝑟

𝑝∖𝐷,𝑝>2

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)

)︂
. (3.23)

А для второй суммы справедлива оценка

2

𝜙2(𝐷)

∑︁
𝑞=1
𝑟∖𝑞

𝜇(𝑞)

𝜙2(𝑞)
𝜏(𝜒̃𝑚𝜒0)𝐶𝜒̃𝜒0 (|−𝑛+ 𝑙1 + 𝑙2|) 6

3

2
𝜒̃2(𝑛)𝑟𝜙−2(𝑟)

|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

.

Таким образом, собирая все оценки, в случае 𝐸𝛽 = 1 имеем

𝑅1(𝑛,𝐷) = 𝜎(𝑛)𝑛+ 𝜎̃(𝑛)𝐼(𝑛) +
3

2
𝜒̃2(𝑛)

𝑟

𝜙2(𝑟)

|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

𝑋

𝐷
+

𝑂

(︂
𝑋1+𝛿𝑃−1 1

𝜙2(𝐷)

)︂
+𝑂

(︂
𝑋1+𝛿𝑃−1 1

𝜙2(𝐷)
(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)

)︂
+𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂1/2 |𝑛−𝑁𝑙2|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙2|)

𝑊1

)︃
+

+𝑂

(︃(︂
𝑋

𝐷

)︂1/2 |𝑛−𝑁𝑙1|
𝜙(|𝑛−𝑁𝑙1|)

𝑊2

)︃
+𝑂

(︂
|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|

𝜙(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)
𝑊1𝑊2

)︂
+

+𝑂

(︃
𝑋1/2

𝜙2(𝐷)

|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)

𝑊2

)︃
+𝑂

(︃
𝑋1/2

𝜙2(𝐷)

|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)

𝑊1

)︃
. (3.24)
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4. Оценка исключительного множества

Данной параграф посвящен доказательству теоремы 1. Понятно, что, если докажем
𝑅(𝑛,𝐷) > 0, то это означает, что для данного 𝑛 существует представление в виде (0.2). В
силу (1.7)

𝑅(𝑛,𝐷) = 𝑅1(𝑛,𝐷) +𝑅2(𝑛,𝐷) (4.1)

и
𝑅(𝑛,𝐷) > 𝑅1(𝑛,𝐷) −𝑅2(𝑛,𝐷).

Покажем, что
𝑅1(𝑛,𝐷) > |𝑅2(𝑛,𝐷)|

для всех четных 𝑛 из интервала 𝑋
2 < 𝑛 6 𝑋, за исключением самого большого 𝑋1−𝛿

𝜙(𝐷) значе-

ния 𝑛 из них. В силу (2.4) имеем
∑︀

𝑛6𝑋𝑛≡𝑙(mod𝐷)

𝑅2
2 (𝑛,𝐷) ≪ 𝑋3𝐷2

𝜙(𝐷)𝑃 ln
12𝑁. Отсюда следует, что

количество, 𝑛 6 𝑋,𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷), для которого

𝑅2(𝑛,𝐷) > 𝐷𝑋/𝑃 1/3; (4.2)

не превосходит

≪ 𝑋

𝜙 (𝐷) 𝑃 1/3
ln12𝑋 <

𝑋1−𝛿

𝜙 (𝐷)
. (4.3)

Исключаем такие 𝑛, для которых выполняется неравенство (4.2). Тогда для остальных
𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(𝑚𝑜𝑑𝐷) выполняется неравенство

𝑅2(𝑛,𝐷) 6 𝐷𝑋/𝑃 1/3 . (4.4)

Количество исключаемых 𝑛, 𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(𝑚𝑜𝑑𝐷) не более чем 𝑋1−𝛿/𝜙(𝐷) . Сначала предпо-
ложим, что 𝐸𝛽 = 0. Тогда из (3.10) и леммы 1.2 (см. также [23]) получим

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑛𝜎(𝑛)− 𝑐1
𝑋1+𝛿

𝜙(𝐷)𝑃
− 𝑐2

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
exp

(︁
− 𝑐3
6𝛿

)︁
− 𝑐4

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
exp

(︁
− 𝑐3
3𝛿

)︁
.

Так как согласно (3.14),

𝜎(𝑛)≫ 𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
, (4.5)

то, отсюда следует

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑐5
𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
· 𝑋
2
− 𝑐1

𝑋1+𝛿

𝜙(𝐷)𝑃
− 𝑐2

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
exp

(︁
− 𝑐3
6𝛿

)︁
−

−𝑐4
𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
exp

(︁
− 𝑐3
3𝛿

)︁
>

𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
𝑋

(︂
𝑐6 − 𝑐1

𝑋𝛿

𝜙(𝐷)𝑃
· 𝜙(𝑛)

𝑛
· 𝜙(𝐷)

𝐷
−

−2
1

𝐷
· 𝐷

𝜙(𝐷)
exp

(︁
− 𝑐3
6𝛿

)︁
− 𝑐4

1

𝐷
exp

(︁
− 𝑐3
3𝛿

)︁ 𝐷

𝜙(𝐷)

)︂
>

𝑛𝐷

𝜙(𝑛)𝜙(𝐷)
𝑋 ≫ 𝑋, (4.6)

для любого 𝑋
2 < 𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷), при достаточно малом 𝛿 > 0. В случае 𝐸𝛽 = 1 и 𝑟 ̸ ∖𝑚,

оценка (4.6) остается в силе. Пусть 𝐸𝛽 = 1 и 𝑟∖𝑚. Тогда из (3.24) и леммы 1.2 получим

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑛𝜎(𝑛) + 𝜎̃(𝑛)𝐼(𝑛) +
3

2
𝜒̃2
𝑟(𝑛)

𝑟

𝜙2(𝑟)
· |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

−
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−𝑐7
𝑋1+𝛿

𝑃𝜙(𝐷)
− 𝑐8

𝑋1+𝛿

𝑃𝜙2(𝐷)
(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)− 𝑐9

𝑋

𝐷

|𝑛−𝑁𝑙2|
𝜙 (|𝑛−𝑁𝑙2|)

(1− 𝛽) ln𝑃𝑒𝑥𝑝
(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁
−

−𝑐11
𝑋

𝐷
(1− 𝛽) ln𝑃𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁ |𝑛−𝑁𝑙1|
𝜙(|𝑛−𝑁𝑙1|)

− 𝑐12
𝑋

𝐷

|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|
𝜙 (|𝑙1 + 𝑙2 − 𝑛|)

×

× exp
(︁
−𝑐10

3𝛿

)︁
(1− 𝛽)2𝑙𝑛2𝑃 − 𝑐13

𝑋

𝐷1/2𝜙2(𝐷)
· |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

exp
(︁
−𝑐14

6𝛿

)︁
(1− 𝛽) ln𝑃−

−𝑐15
𝑋

𝐷1/2𝜙2(𝐷)
· |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

exp
(︁
−𝑐16

6𝛿

)︁
>

> 𝑛𝜎(𝑛) + 𝜎̃(𝑛)𝐼(𝑛) +
3

2
𝜒̃2
𝑟(𝑛− 𝑙1 − 𝑙2)

𝑟

𝜙2(𝑟)
· |𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|
𝜙 (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2|)

𝑋

𝐷
−

−𝑐7
𝑋1+𝛿

𝑃𝜙(𝐷)
− 𝑐8

𝑋1+𝛿

𝑃𝜙2(𝐷)
(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)−

(︂
𝑐17

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
+ 𝑐18

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
·

· 𝑒𝑥𝑝
(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁
(1− 𝛽) ln𝑃

)︁
(1− 𝛽) ln𝑃𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁
. (4.7)

Если (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) = 1, из (3.23) следует, что

𝜎̃(𝑛) 6
𝐷

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙2(𝑟)

𝑛

𝜙(𝑛)

∏︁
𝑝 ̸∖𝑟

𝑝 ̸∖𝑛𝐷

(︂
1− 1

(𝑝− 1)2

)︂
≪ 𝐷

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙2(𝑟)

𝑛

𝜙(𝑛)
. (4.8)

Поэтому, учитывая (4.5) и (4.8), из (4.7) находим

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑐19𝑛 ·
𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
− 𝑐20

𝐷

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙2(𝑟)

𝑛

𝜙(𝑛)
𝐼(𝑛)− 𝑐21

𝑟

𝜙2(𝑟)

𝑛

𝜙(𝑛)

𝑋

𝐷
−

−𝑐22
𝑋1+𝛿

𝑃𝜙(𝐷)
−
(︂
𝑐17

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
+ 𝑐18

𝑋

𝐷

𝑛

𝜙(𝑛)
𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁)︂
𝑐22𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁
. (4.9)

Отсюда при 𝑋
2 < 𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷), имеем

𝑅1(𝑛,𝐷) >
𝐷

𝜙(𝐷)

𝑛

𝜙(𝑛)
·𝑋
(︂
𝑐23 − 𝑐24

1

𝜙2(𝐷)

𝑟

𝜙2(𝑟)
− 𝑐21

𝑟

𝜙2(𝑟)

1

𝐷

𝜙(𝐷)

𝐷
− 𝑐22

𝑋𝛿𝜙(𝑛)

𝐷𝑛𝑃
−

−
(︂
𝑐17

𝜙(𝐷)

𝐷
+ 𝑐18

𝜙(𝐷)

𝐷
𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁
𝑐22𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁)︂
≫

≫ 𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
𝑋 ≫ 𝑋, (4.10)

так как в силу леммы 1.1с, имеем 𝑟 ≫ ln𝑃. Если (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) > 1, то третий член
в (4.7) обращается нуль, однако пятый член (за счёт множителя (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟)) может
быть большим. В связи с этим отбросим те четные 𝑛, 𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷), для которых
(|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) > 𝑃 1/2. Тогда для оставшихся 𝑛 этот остаточный член не больше чем

≪ 𝑋1+𝛿

𝑃𝜙2(𝐷)
· 𝑃 1/2 ≪ 𝑋1+𝛿

𝑃 1/2𝜙2(𝐷)
. (4.11)

Кроме того число отброшенных 𝑛 есть∑︁
𝑑∖𝑟

𝑑>𝑃 1/2

∑︁
𝑑∖|𝑛−𝑙1−𝑙2|

𝑛6𝑋,𝑛≡𝑙(mod𝐷)

1 6
∑︁
𝑑∖𝑟

𝑑>𝑃 1/2

𝑋

𝐷𝑃 1/2
6

𝑋

𝐷𝑃 1/2
𝑑(𝑟)≪ 𝑋

𝐷𝑃 1/2−𝛿
, (4.12)



Новая оценка для исключительного множества. . . 37

так как 𝑑(𝑟)≪ 𝑟𝛿, при любом 𝛿 > 0. Остаётся рассмотреть такие 𝑛, 𝑋
2 < 𝑛 6 𝑋, 𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷),

1 < (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) 6 𝑃 1/2.
Так как

|𝜎̃(𝑛)| 6 𝜎(𝑛)
∏︁
𝑝∖𝑟

𝑝 ̸∖𝑛𝐷
𝑝>3

(𝑝− 2)−1 (4.13)

то, при условии, что произведение в (4.13) не пустое, то из (4.10) имеем

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑋 · 𝑛

𝜙(𝑛)

𝐷

𝜙(𝐷)

(︂
𝑐19 −

1

3
𝑐19 − 7

𝑋𝛿

𝑃𝜙(𝐷)
· 𝜙(𝐷)

𝐷
· 𝜙(𝑛)

𝑛
−

−8
𝑋𝛿

𝑃 1/2𝜙(𝐷)
· 1
𝐷
· 𝜙(𝑛)

𝑛

)︂
−
(︁
𝑐17 + 𝑐18𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁)︁
𝑐22𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑐10

6𝛿

)︁)︂
≫

≫ 𝑋 · 𝑛𝐷

𝜙(𝑛)𝜙(𝐷)
≫ 𝑋. (4.14)

Если произведение пустое, то согласно лемме 2.1 работы [13] (|𝑛− 𝑙1 − 𝑙2| , 𝑟) > 𝑟
24 и так как

рассматриваемые 𝑛 удовлетворяют условию (𝑛, 𝑟) 6 𝑃 1/2, то

𝑟 6 24𝑃 1/2. (4.15)

Имеем
𝑛𝜎(𝑛) + 𝜎̃(𝑛)𝐼(𝑛) > 𝑛𝜎(𝑛)− 𝜎̃(𝑛)

⃒⃒⃒
𝐼(𝑛)

⃒⃒⃒
. (4.16)

Здесь

𝐼(𝑛) =
∑︁

𝑃<𝑘<𝑛−𝑃

(𝑘(𝑛− 𝑘))𝛽−1 6 𝑛·𝑛𝛽−1 = 𝑛𝛽.

Применяя формулу Лагранжа о конечном приращении, находим

𝑛− 𝑛𝛽 = (1− 𝛽)𝑛𝜃 log 𝑛 > (1− 𝛽)𝑛𝛽 log 𝑛 = (1− 𝛽)𝑛(log 𝑛)𝑛𝛽−1.

Из леммы 1.1с и (4.15) следует, что

1− 𝛽 ≫ 𝑟−1/2𝑙𝑜𝑔−2𝑟 > 𝑃−1/4𝑙𝑜𝑔−2𝑃. (4.17)

Следовательно,

𝑛− 𝑛𝛽 = (1− 𝛽)𝑛(log 𝑛) exp
(︁
(𝛽 − 1)𝑙𝑜𝑔𝑛

)︁
> (1− 𝛽)𝑛(log 𝑛) exp

(︁
− 23

3𝛿

)︁
>

> (1− 𝛽)𝑛
(︂
log

𝑋

2

)︂
exp

(︁
− 23

3𝛿

)︁
> 𝑐24(1− 𝛽)𝑛 log𝑃.

Используя это неравенство в (4.16), получим

𝑛𝜎(𝑛) + 𝜎̃(𝑛)𝐼(𝑛) > 𝜎(𝑛)
(︁
𝑛− 𝑛𝛽

)︁
≫ 𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷

𝜙(𝐷)
(1− 𝛽)𝑛 log𝑃 ≫

≫ 𝑛

𝜙(𝑛)
· 𝐷𝑋
𝜙(𝐷)

(1− 𝛽) ln𝑃. (4.18)

Последний остаточный член в (4.7) при достаточно 𝑋 и достаточно малом 𝛿 > 0 будет меньше
чем половина правой части (4.18). Поэтому

𝑅1(𝑛,𝐷) > 𝑐26(1− 𝛽)
𝑋

𝐷
𝑛𝜙−1(𝑛) ln𝑃 − 𝑐27

𝑋1+𝛿

𝑃 1/2𝜙2(𝐷)
>
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>
𝑋

𝐷𝑃 1/4 ln𝑃

(︂
𝑐28 − 𝑐29

𝑋𝛿 ln𝑃

𝑃 1/4𝜙2(𝐷)

)︂
≫ 𝑋

𝐷𝑃 1/4 ln𝑃

(︂
𝑐28 − 𝑐29

𝑋𝛿(6𝛿) ln𝑃

𝑋3𝛿/2𝜙2(𝐷)

)︂
≫

≫ 𝑋

𝐷𝑃 1/4 ln𝑃
>
𝐷𝑋

𝑃 1/3
. (4.19)

Далее, пусть 𝐸*(𝐷,𝑋)− количество четных чисел 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋, непредставимых суммой двух
простых чисел из арифметической прогрессии. Тогда из (4.1),(4.3), (4.4), (4.6),(4.10), (4.14) и
(4.19) следует утверждение

𝐸*(𝐷,𝑋) 6 𝑐
(1)
8 𝑋1−𝛿𝜙−1(𝐷). (4.20)

Оценка (0.3) следует из (4.4), (4.6), (4.10), (4.14) и (4.19), если учесть, что 𝑋/2 < 𝑛 6 𝑋,
𝑛 ≡ 𝑙(mod𝐷) и

R (n,D) > R1 (n,D)− |R2 (n,D)| .

Мы доказали теоремы для четных чисел n из интервала 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋. Это доказательство
можно распространять для всех четных чисел n из интервала 1 < 𝑛 ≤ 𝑋 следующим образом.
Имеем

𝐸(𝐷,𝑋) 6
∑︁
𝑛6𝑋

𝑅(𝑛,𝐷)=0

1 6 2𝑌 +
∑︁

𝑌 <2ℎ6𝑋

∑︁
2ℎ<𝑛62ℎ+1

𝑅(𝑛,𝐷)<𝐴(𝑛,𝛿)

1 6 2𝑌 +
∑︁

h62lnX

𝐸*(𝐷,𝑋), (Y > c(2)8 ).

(4.21)
Здесь через 𝐴(𝑛, 𝛿) обозначена правая часть неравенства (0.3). Из (4.20) и (4.21) находим

𝐸(𝐷,𝑋) << 1 +
∑︁

ℎ62 ln𝑋

𝑐
(1)
8 < 𝑐8𝑋

1−𝛿𝜙−1(𝐷).

Теорема доказана.
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