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Аннотация

В статье изучается взаимосвязь между представлениями абе-
левых групп и представлениями абелевых n-арных групп. Опираясь на
эту взаимосвязь, описаны все представления абелевых полуциклических
n-арных групп.
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Abstract

In this paper we study the relationship between representations of abelian
groups and representations of abelian n-ary groups. Based on this relationship,
described all the representations of abelian semicyclic n-ary groups.
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Алгебра 〈G, [ ]〉 с n-арной операцией [ ] : Gn → G, n > 2, называется n-арной
группой, если

1) операция [ ] ассоциативна, т. е. верны тождества

[[a1, . . . , an], an+1, . . . , a2n−1] = [a1, . . . , ai, [ai+1, . . . , ai+n], ai+n+1, . . . , a2n−1]

для всех i = 1, . . . , n− 1, и
2) каждое из уравнений

[a1, a2, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an] = b, i = 1, . . . , n,

разрешимо для любых a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an и b из G.
Очевидно, при n = 2 алгебра 〈G, [ ]〉 является обычной (бинарной) группой.
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Если, кроме того, в 〈G, [ ]〉 верны тождества

[x1, x2, . . . , xn] = [xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)]

для любой подстановки σ ∈ Sn, то n-арная группа 〈G, [ ]〉 называется абелевой.
Для фиксированного элемента a n-арной группы 〈G, [ ]〉 решение уравнения

[a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1

, x] = a обозначают через ā и называют косым элементом для a.

В [1] показано, что на любой абелевой n-арной группе 〈G, [ ]〉 можно опреде-
лить абелеву группу 〈G,+〉 = redcG (называемую редуктом), в которой бинар-
ная операция + действует по правилу

a+ b = [a, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n−3

, c̄, b], (1)

где c – фиксированный элемент из G. Тогда

[a1, . . . , an] = a1 + . . .+ an + d, (2)

где d = [c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

], а элемент c является нулем в группе redcG.

Верно и обратное: в любой абелевой группе 〈G,+〉 для произвольного фик-
сированного элемента d задается абелева n-арная группа 〈G, [ ]〉 = abldG, где
n-арная операция [ ] действует по правилу (2). Если 〈G,+〉 = (a) – циклическая
группа, то abldG называется абелевой полуциклической n-арной группой [2].

В любой группе 〈G, ◦〉 (не обязательно абелевой) задается n-арная группа
〈G, [ ]〉 = rednG, где n-арная операция [ ] действует по правилу

[a1, . . . , an] = a1 ◦ . . . ◦ an. (3)

Эта n-арная группа 〈G, [ ]〉 = rednG называется производной от группы 〈G, ◦〉.
В частности, используемая далее n-арная группа rednGLm(C) является произ-
водной от полной линейной группы GLm(C).

Имеется тесная связь между n-арными группами и обычными группами, и,
в частности, между гомоморфизмами этих алгебр.

Теорема 1. Пусть ϕ – гомоморфизм абелевой n-арной группы 〈G, [ ]〉 в
производную n-арную группу 〈G′, [ ]〉 = rednG′. Тогда для любого фиксирован-
ного c ∈ G существует гомоморфизм ψ абелевой группы redcG в группу G′,
действующий по правилу ψ(x) = ϕ(x) ◦ ϕ−1(c).

Доказательство. Из определения косого элемента следует, что для ϕ(c),
ϕ̄(c) ∈ G′ справедливо равенство ϕ(c) = [ϕ(c), . . . , ϕ(c)︸ ︷︷ ︸

n−1

, ϕ̄(c)]. В производной

n-арной группе rednG′ n-арная операция [ ] связана c групповой операцией ◦
правилом (3), поэтому
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ϕ(c) = [ϕ(c), . . . , ϕ(c)︸ ︷︷ ︸
n−1

, ϕ̄(c)] = ϕ(c) ◦ . . . ◦ ϕ(c)︸ ︷︷ ︸
n−1

◦ϕ̄(c) = ϕn−1(c) ◦ ϕ̄(c),

откуда ϕ̄(c) = ϕ(c)−(n−2).
В редукте redcG групповая операция + связана с n-арной операцией [ ] пра-

вилом (1), поэтому для произвольно выбранных элементов a, b ∈ G имеем

ψ(a+ b) = ϕ(a+ b) ◦ ϕ−1(c) = ϕ([a, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n−3

, c̄, b]) ◦ ϕ−1(c) =

= [ϕ(a), ϕ(c), . . . , ϕ(c)︸ ︷︷ ︸
n−3

, ϕ̄(c), ϕ(b)] ◦ ϕ−1(c) = ϕ(a) ◦ ϕ(c)n−3 ◦ ϕ̄(c) ◦ ϕ(b) ◦ ϕ−1(c) =

= ϕ(a) ◦ ϕ(c)n−3 ◦ ϕ(c)−(n−2) ◦ ϕ(b) ◦ ϕ−1(c) = ϕ(a) ◦ ϕ(c)−1 ◦ ϕ(b) ◦ ϕ(c)−1 =

= ψ(a) ◦ ψ(b).
Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть ψ — гомоморфизм абелевой группы 〈G,+〉 в группу
〈G′, ◦〉 и для некоторых элементов d из G и b из G′ выполнено условие

ψ(d) = b ◦ . . . ◦ b︸ ︷︷ ︸
n−1

= bn−1. (4)

Тогда отображение ϕ : G → G′, действующее по правилу ϕ(x) = ψ(x) ◦ b,
является гомоморфизмом абелевой n-арной группы 〈G, [ ]〉 = abld в n-арную
группу 〈G′, [ ]〉 = rednG′.

Доказательство. Пусть посылка теоремы выполнена. Тогда для произ-
вольно выбранных элементов a1, . . . , an ∈ G имеем

ϕ([a1, . . . , an]) = ψ([a1, . . . , an]) ◦ b = ψ(a1 + . . .+ an + d) ◦ b =

= ψ(a1)◦ . . .◦ψ(an)◦ψ(d)◦b = ψ(a1)◦ . . .◦ψ(an)◦bn−1◦b = ψ(a1)◦ . . .◦ψ(an)◦bn =

= (ψ(a1) ◦ b) ◦ . . . ◦ (ψ(an) ◦ b) = ϕ(a1) ◦ . . . ◦ ϕ(an) = [ϕ(a1), . . . , ϕ(an)].

Теорема доказана.

Определение 2. Гомоморфизм ϕ : 〈G, [ ]〉 → rednGLm(C) называется (ли-
нейным) представлением n-арной группы 〈G, [ ]〉

(см. например [3],[4]).

Доказанные выше теоремы 1 и 2 позволяют устанановить связь между пред-
ставлениями абелевых групп и представлениями абелевых n-арных групп. Так,
из теоремы 1 имеем
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Следствие 1. Пусть ϕ – представление абелевой n-арной группы 〈G, [ ]〉.
Тогда найдется представление ψ группы redc〈G, [ ]〉, действующее по правилу
ψ(x) = ϕ(x) · ϕ(c)−1.

Из теоремы 2 имеем

Следствие 2. Пусть ψ – представление абелевой группы 〈G,+〉 и для неко-
торых элемента d из 〈G,+〉 и матрицы U из GLm(C) выполнено условие

ψ(d) = Un−1. (5)

Тогда отображение ϕ : G→ GLm(C), действующее по правилу ϕ(x) = ψ(x) ·U ,
является представлением абелевой n-арной группы 〈G, [ ]〉 = abldG.

С помощью следствий 1 и 2 изучим представления абелевых полуцикличе-
ских n-арных групп.

Для конечных абелевых полуциклических n-арных групп верна

Теорема 3. Пусть конечная циклическая группа (a) порядка k имеет
представление ψr(sa) = εrs, где ε – корень k-й степени из 1, r = 0, 1, . . . , k −
1 [5, стр. 94]. Тогда абелева полуциклическая n-арная группа ablla(a) имеет
представление

ϕr,t(sa) = εrs+t, (6)

где t – решение сравнения

x(n− 1) ≡ lr mod k. (7)

Доказательство. Пусть условие теоремы выполнено. Тогда для ψr, la и
εt имеют место равенства

ψr(la) = εlr = εt(n−1) = (εt)n−1,

т. е. выполнено условие (5) следствия 2. Следовательно, отображение

ϕr,t : ablla(a)→ rednGLm(C),

действующее по правилу

ϕr,t(sa) = ψr(sa) · εt = εrs · εt = εrs+t,

является представлением n-арной группы ablla(a). Теорема доказана.

Замечание 4. В том случае, когда сравнение (7) не разрешимо, абелева по-
луциклическая n-арная группа ablla(a) не имеет представлений, описываемых
формулой (6).
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Известно (Лемма 1, [6]), что любые две абелевы полуциклические n-арные
группы ablsa(a) и ablta(a) изоморфны тогда и только тогда, когда НОД (s, n −
1, k) = НОД (t, n−1, k), где k = |(a)|. Отсюда следует, что количество различных
(с точностью до изоморфизма) конечных абелевых полуциклических n-арных
групп одного и того же порядка k равно количеству натуральных делителей
числа НОД (n− 1, k).

В частности, когда делитель НОД (n − 1, k) равен 1, получаем цикличе-
скую n-арную группу abla(a), порождаемую элементом a. Если же делитель
НОД (n − 1, k) равен ему самому, получаем n-арную группу abl0(a) = redn(a),
являющуюся производной от циклической группы (a).

Из теоремы 3 для конечных циклических n-арных групп имеем

Следствие 3. Пусть конечная циклическая группа (a) порядка k имеет
представление ψr(sa) = εrs, где ε – корень k-й степени из 1, r = 0, 1, . . . , k− 1.
Тогда для каждого r, кратного НОД (n − 1, k), циклическая n-арная группа
abla(a) имеет НОД (n− 1, k) представлений, построенных по правилу (6), где
t – решение сравнения x(n− 1) ≡ r mod k.

Из теоремы 3 для производных n-арных групп от конечных циклических
групп имеем

Следствие 4. Пусть конечная циклическая группа (a) порядка k имеет
представление ψr(sa) = εrs, где ε – корень k-й степени из 1, r = 0, 1, . . . , k −
1. Тогда производная n-арная группа abl0(a) = redn(a) для каждого r имеет
НОД (n − 1, k) представлений, построенных по правилу (6), где t – решение
сравнения x(n− 1) ≡ 0 mod k.

Для бесконечных абелевых полуциклических n-арных групп верна

Теорема 4. Пусть бесконечная циклическая группа (a) имеет представ-
ление ψ(sa) = λs, где λ ∈ C и λ 6= 0 [5, стр. 93]. Тогда бесконечная абелева
полуциклическая n-арная группа ablla(a) имеет представление

ϕ(sa) = λs · µ, (8)

где µ удовлетворяет условию λl = µn−1.

Доказательство. Пусть условие теоремы выполнено. Тогда для ψ, la и µ
выполнено также условие (5) следствия 2, поскольку ψ(la) = λl = µn−1. Следо-
вательно, отображение ϕ : ablla(a)→ rednGLm(C), действующее по правилу

ϕ(sa) = ψ(sa) · µ = λs · µ,
является представлением n-арной группы ablla(a). Теорема доказана.

Замечание 5. Так как уравнение λl = xn−1 имеет n−1 решений при λ 6= 0,
то с помощью одного представления ψ(sa) = λs бесконечной циклической груп-
пы (a) в теореме 4 строятся n − 1 не эквивалентных представлений беско-
нечной абелевой полуциклической n-арной группы ablla(a).
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Известно (Предложение 7, [7]), что любые две бесконечные абелевы полуцик-
лические n-арные группы ablsa(a) и ablta(a) изоморфны тогда и только тогда,
когда s ≡ t mod (n−1) либо s ≡ −t mod (n−1). Отсюда следует, что количество
различных (с точностью до изоморфизма) бесконечных абелевых полуцикли-
ческих n-арных групп равно [n−1

2
] + 1, и каждая из них имеет вид ablla(a), где

l = 0, 1, . . . , [n−1
2
].

В частности, для l = 1 получим бесконечную циклическую n-арную группу
abla(a), порождаемую элементом a. Если же l = 0, получим n-арную группу
abl0(a) = redn(a), являющуюся производной от бесконечной циклической груп-
пы (a).

Из теоремы 4 для бесконечных циклических n-арных групп имеем

Следствие 5. Пусть бесконечная циклическая группа (a) имеет представ-
ление ψ(sa) = λs, где λ ∈ C и λ 6= 0. Тогда бесконечная циклическая n−арная
группа abla(a) имеет представление

ϕ(sa) = µs(n−1)+1,

где µ удовлетворяет условию λ = µn−1.

Из теоремы 4 для производных n−арных групп от бесконечных циклических
групп имеем

Следствие 6. Пусть бесконечная циклическая группа (a) имеет представ-
ление ψ(sa) = λs, где λ ∈ C и λ 6= 0. Тогда производная n-арная группа abl0(a)
от бесконечной циклической группы (a) имеет представление по правилу (8),
где µ является корнем (n− 1)-й степени из 1.
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