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Аннотация

В статье рассматривается задача об отражении и прохождении гармонической цилин-
дрической звуковой волны через однородную изотропную упругую пластину с непрерывно-
неоднородным по толщине упругим покрытием. Полагается, что пластина помещена в
безграничную идеальную жидкость, законы неоднородности материала покрытия описы-
ваются непрерывными функциями.

Аналитическое решение поставленной задачи получено на основе известного решения
задачи о прохождения плоских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным
покрытием и с использованием интегрального представления цилиндрической волны в
виде разложения по плоским волнам.

Нахождение поля смещений в неоднородном слое сведено к решению краевой задаче
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.

Представлены результаты численных расчетов частотных характеристик отраженного
и прошедшего акустических полей. Показано сильное отличие частотных зависимостей
для разных законов неоднородности материала покрытия.

Ключевые слова: отражение и прохождение звука, цилиндрическая звуковая волна,
однородная упругая пластина, неоднородное покрытие.

Библиография: 30 названий.

Для цитирования:

Л. А. Толоконников, Т. Ш. Нгуен. Отражение и прохождение цилиндрической звуковой волны
через упругую пластину с неоднородным покрытием // Чебышевcкий сборник, 2022, т. 23,
вып. 1, с. 312–327.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 18-11-00199, https://rscf.ru/
project/18-11-00199/



Отражение и прохождение цилиндрической звуковой волны . . . 313

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 23. No. 1.

UDC 539.3:534.26 DOI 10.22405/2226-8383-2022-23-1-312-327

Reflection and transmission of cylindrical sound wave through
an elastic plate with an inhomogeneous coating2

L. A. Tolokonnikov, T. S. Nguyen

Tolokonnikov Lev Alexeevich — doctor of physical and mathematical sciences, Tula State
University (Tula).
e-mail: tolokonnikovla@mail.ru
Nguyen Thi Sang — postgraduate student, Tula State University (Tula).
e-mail: nguyensangnb@gmail.com

Abstract

In paper the problem of harmonic cylindrical sound waves reflection and transmission
through a homogeneous isotropic elastic plate with a continuously inhomogeneous in thickness
elastic coating is considered. It is believed that the plate is placed in an infinite ideal fluid, the
laws of heterogeneity of the coating material are described by continuous functions.

An analytical solution of the posed problem is obtained on the basis of the known solution
of the problem about the passage of plane sound waves through plate with a continuously
inhomogeneous coating and using integral representation of a cylindrical wave in the form of an
expansion on flat waves.

Finding the displacement field in an inhomogeneous layer is reduced to solving boundary
value problem for a system of ordinary differential equations of the second order.

The results of numerical calculations of frequency characteristics are presented for reflected
and transmitted acoustic fields. Shown strong difference of frequency dependencies for different
laws of inhomogeneity coating material.
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1. Введение

Отражение и прохождение звука через плоскую однородную изотропную упругую пла-
стину исследовалось во многих работах (см., например, [1, 2]). Прохождение звука через од-
нородный изотропный термоупругий плоский слой исследовалось в [3, 4]. Отражение звука
однородными анизотропными упругими пластинами рассматривалось в [5, 6].

Задача об отражении и преломлении плоской звуковой волны неоднородным упругим плос-
ким слоем решена для изотропного слоя [7], для трансверсально-изотропного слоя [8, 9], для
слоя с анизотропией общего вида [10]. В [11] изучалось прохождение звука через неоднородный
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анизотропный плоский слой, граничащий с вязкими жидкостями. Прохождение плоской зву-
ковой волны через непрерывно-неоднородный и дискретно-неоднородный термоупругие плос-
кие слои, граничащие с невязкими теплопроводными жидкостями, рассматривалось в [12, 13].
Отражение и прохождение плоской звуковой через панели из функционально-градиентных
материалов изучено в [14]. В [15] рассматривается задача о прохождении плоской звуковой
полны через плоский слой композита конечной толщины. Предполагается, что композит со-
стоит из взаимно чередующихся слоев упругого и вязкоупругого изотропных материалов.

В [16] решена обратная задача об определении линейных законов неоднородности плос-
кого упругого слоя, имеющего наименьшее отражение при заданном угле падения плос-
кой звуковой волны. Задача определения вида зависимостей плотности и модулей упруго-
сти трансверсально-изотропного неоднородного упругого слоя по коэффициенту прохождения
плоской звуковой волны решена в [17].

Ряд работ посвящен исследованию отражения и прохождения звуковых волн на однород-
ных изотропных упругих пластинах с неоднородными покрытиями. Задача об отражении и
преломлении плоской звуковой волны упругим однородным плоским слоем с неоднородным
по толщине покрытием решена в [18]. Моделирование неоднородного покрытия упругой пла-
стины с оптимальными звукоотражающими свойствами проведено в [19]. Прямая и обрат-
ная задачи о прохождении плоской звуковой волны через однородную термоупругую пласти-
ну с непрерывно-неоднородным покрытием решены в [20]. В [21 - 23] исследовано влияние
непрерывно-неоднородного покрытия однородной упругой пластины на отражение и прохож-
дение плоской звуковой волны при расположении покрытия на разных поверхностях пластины
и разных законах неоднородности механических параметров материала покрытия. В [21] пола-
галось, что пластина граничит с идеальными жидкостями, а в [22, 23] — с вязкими жидкостями
Задача определения толщины и вида зависимостей материальных параметров неоднородно-
го изотропного покрытия конечной однородной упругой пластины со сферической полостью,
обеспечивающих требуемые характеристики отражения звука, решена в [24]. В [25] получено
решение задачи об отражении и преломлении плоской звуковой волны упругой пластиной с
неоднородным трансверсально-изотропным покрытием.

В работах, упомянутых выше, первичное поле возмущений представлялось в виде пада-
ющей плоской волны. Однако, как правило, приходиться учитывать конечную удаленность
источника от рассеивателя. Криволинейность фронта падающей волны оказывает существен-
ное влияние на отражение и прохождение звука через плоский слой, а с математической точки
зрения задача в этом случае становится значительно сложнее.

В [26, 27] построено решение задачи о прохождении сферической звуковой волны через
однородную изотропную упругую пластину.

В настоящей работе рассматривается задача об отражении и прохождении цилиндрической
звуковой волны через однородную упругую пластину с неоднородным по толщине упругим
покрытием.

2. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечную однородную изотропную упругую пластину толщиной 𝐻, мате-
риал которой характеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Пластина
имеет покрытие в виде неоднородного по толщине изотропного упругого слоя толщиной ℎ.
Полагаем, что модули упругости 𝜆 и 𝜇 материала неоднородного слоя описываются диффе-
ренцируемыми функциями координаты 𝑧, а плотность 𝜌 — непрерывной функцией координа-
ты 𝑧: 𝜆 = 𝜆(𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑧), 𝜌 = 𝜌(𝑧). При этом декартова система прямоугольных координат
𝑥, 𝑦, 𝑧 выбрана таким образом, что ось 𝑥 лежит в плоскости, разделяющей однородный слой
и неоднородное покрытие, а ось 𝑧 направлена вниз по нормали к поверхности пластины (рис.
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1). Пластина с покрытием помещена между двумя полупространствами, заполненными иде-
альными однородными жидкостями, которые имеют плотности 𝜌1, 𝜌2 и скорости звука 𝑐1, 𝑐2
соответственно.

Рис. 1: Геометрия задачи

Пусть из полупространства 𝑧 < −ℎ на пластину с покрытием падает монохроматическая
симметричная цилиндрическая звуковая волна, излучаемая бесконечно длинным линейным
источником, параллельным оси 𝑦. Без ограничения общности полагаем, что положение источ-
ника определяется координатами

𝑥 = 𝑥0 = 0;−∞ < 𝑦 <∞; 𝑧 = −𝑧0.

Потенциал скорости падающей волны имеет вид

𝜓0 = 𝐴 𝐻0(𝑘1𝑅) exp (−𝑖𝜔𝑡) , (2.1)

где 𝐴 — амплитуда волны; 𝑘1 = 𝜔/𝑐1 — волновое число в полупространстве 𝑧 < −ℎ; 𝜔 —
круговая частота; 𝐻0(𝑥) — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода нулевого порядка;
𝑅 = |𝑟 − 𝑟0|; 𝑟 и 𝑟0 — векторы, соединяющие начало координат с точкой наблюдения 𝑀
(𝑥, 0, 𝑧) и с точкой 𝑀0 (0, 0, −𝑧0), определяющей положение источника, соответственно;
𝑅 = [𝑥2 + (𝑧 + 𝑧0)

2]1/2; 𝑡 — время. В дальнейшем временной множитель exp (−𝑖𝜔𝑡) будем
опускать.

Определим отраженную и прошедшую через пластину с покрытием звуковые волны, а
также найдем поля смещений в однородной пластине и неоднородном слое.

3. Математическая модель задачи

Ввиду осевой симметрии задачи и свойств упругого материала покрытия, рассматриваемая
задача является двумерной. Все искомые величины не зависят от координаты 𝑦.

Распространение звуковых волн в полупространствах 𝑧 < −ℎ и 𝑧 > 𝐻 в случае установив-
шихся колебаний описывается уравнением Гельмгольца [2]

Δ𝜓𝑗 + 𝑘2𝑗𝜓𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, (3.1)

где 𝜓1 и 𝜓2 — потенциалы скорости отраженной от пластины и прошедшей через нее волн;
𝑘2 = 𝜔/𝑐2 — волновое число в полупространстве 𝑧 > 𝐻 (𝑗 = 2); 𝜓 = 𝜓0 + 𝜓1 — потенциал
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скорости полного акустического поля в полупространстве 𝑧 < −ℎ . При этом скорость частиц
жидкости 𝑣𝑗 и акустическое давление 𝑝𝑗 в верхнем и нижнем полупространствах определяются
по формулам

𝑣1 = grad (𝜓0 + 𝜓1), 𝑣2 = grad 𝜓2, 𝑝1 = 𝑖𝜌1𝜔(𝜓0 + 𝜓1), 𝑝2 = 𝑖𝜌2𝜔𝜓2.

Распространение малых возмущений в упругой однородной изотропной пластине в случае
гармонического движения описывается скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца [2]

ΔΨ+ 𝑘2𝑙 Ψ = 0, ΔΦ+ 𝑘2𝜏Φ = 0, (3.2)

где Ψ и Φ — скалярный и векторный потенциалы смещения; 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые
числа продольных и поперечных упругих волн; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости

продольных и поперечных волн соответственно. При этом вектор смещения частиц упругого
однородного слоя u0 = gradΨ + rotΦ (divΦ = 0).

Так как рассматриваемая задача является двумерной, то Φ = Φ(𝑥, 𝑧)e𝑦, где e𝑦 — единич-
ный вектор оси 𝑦. Тогда векторное уравнение относительно Φ сведется к одному скалярному
уравнению Гельмгольца относительно функции Φ(𝑥, 𝑧).

Распространение упругих волн в неоднородном покрытии описывается общими уравнения-
ми движения сплошной среды [28], которые при отсутствии массовых сил для установившегося
режима движения имеют вид

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑥,
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑧, (3.3)

где 𝑢𝑥 и 𝑢𝑧 — компоненты вектора смещения u частиц неоднородного слоя, 𝜎𝑖𝑗 — компоненты
тензора напряжений в неоднородном слое.

Решения дифференциальных уравнений (3.1) – (3.3) должны удовлетворять граничным
условиям.

Граничные условия на поверхностях, соприкасающихся с жидкостями, заключаются в ра-
венстве нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенстве на них нормаль-
ного напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряжений

𝑧 = −ℎ : −𝑖𝜔𝑢𝑧 = 𝑣1𝑧, 𝜎𝑧𝑧 = −𝑝1, 𝜎𝑥𝑧 = 0, (3.4)

𝑧 = 𝐻 : −𝑖𝜔𝑢0𝑧 = 𝑣2𝑧, 𝜎0𝑧𝑧 = −𝑝2, 𝜎0𝑥𝑧 = 0. (3.5)

На внутренней поверхности покрытия при переходе через границу раздела упругих сред
должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и
тангенциальные напряжения

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 𝑢0𝑥, 𝑢𝑧 = 𝑢0𝑧, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎0𝑧𝑧, 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎0𝑥𝑧. (3.6)

В (3.5) и (3.6) 𝑢0𝑥 и 𝑢
0
𝑧 — компоненты вектора смещения u0 частиц однородной пластины; 𝜎0𝑖𝑗

— компоненты тензора напряжений в однородной пластине.

4. Аналитическое решение задачи

Найдем решение задачи (3.1) – (3.6), воспользовавшись решением задачи о прохождения
плоских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным покрытием, полученным
в [18].

Приведем некоторые элементы решения задачи для случая плоской падающей волны и
отметим их индексом 𝑝𝑙 (𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒). Согласно [18] потенциал скорости падающей плоской волны
выражается формулой

𝜓0 𝑝𝑙 = 𝐴0 exp{𝑖[𝑘1𝑥𝑥+ 𝑘1𝑧(𝑧 + ℎ)]}, (4.1)



Отражение и прохождение цилиндрической звуковой волны . . . 317

а потенциалы скорости отраженной от пластины и прошедшей через нее волн, потенциалы
смещения в однородной пластине и компоненты вектора смещения в неоднородном покрытии
выражаются формулами

𝜓1 𝑝𝑙 = 𝐴1 exp{𝑖[𝑘1𝑥𝑥− 𝑘1𝑧(𝑧 + ℎ)]}, 𝜓2 𝑝𝑙 = 𝐴2 exp{𝑖[𝑘2𝑥𝑥+ 𝑘2𝑧(𝑧 −𝐻)]},

Ψ𝑝𝑙 = 𝐵1 exp[𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑧𝑧)] +𝐵2 exp[𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥− 𝑘𝑙𝑧𝑧)],

Φ𝑝𝑙 = 𝐶1 exp[𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑧𝑧)] + 𝐶2 exp[𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥− 𝑘𝜏𝑧𝑧)], (4.2)

𝑢𝑥 𝑝𝑙 = 𝑈1(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥), 𝑢𝑧 𝑝𝑙 = 𝑈2(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥),

где 𝐴0 — амплитуда падающей плоской волны; 𝑘1𝑥 = 𝑘1 sin 𝜃0, 𝑘1𝑧 =
√︀
𝑘21 − 𝑘21𝑥 = 𝑘1 cos 𝜃0 —

проекции волнового вектора k1 в полупространстве 𝑧 < −ℎ на оси координат 𝑥 и 𝑧 соответ-
ственно; 𝜃0 — угол падения плоской волны, составляемый нормалью к фронту плоской волны
с осью 𝑧; 𝑘2𝑥, 𝑘2𝑧 — проекции волнового вектора прошедшей волны k2 на оси координат 𝑥 и

𝑧; 𝑘2𝑧 =
√︀
𝑘22 − 𝑘22𝑥; 𝑘𝑙𝑧 =

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘2𝑙𝑥, 𝑘𝜏𝑧 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝑘2𝜏𝑥. При этом согласно закону Снеллиуса [1]

𝑘2𝑥 = 𝑘𝑙𝑥 = 𝑘𝜏𝑥 = 𝑘1𝑥.
В выражения для коэффициентов 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, 2) входят величины 𝑈2(−ℎ), 𝑈1(0) и

𝑈2(0). Функции 𝑈𝑛(𝑧) (𝑛 = 1, 2) являются решением краевой задачи для системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка

AU′′ +BU′ +CU = 0, (4.3)

с краевыми условиями (︀
AU′ +EU

)︀
𝑧=−ℎ = G,

(︀
AU′ + FU

)︀
𝑧=0

= 0, (4.4)

где U = (𝑈1, 𝑈2)
𝑇 ; A = (𝐴𝑚𝑛), B = (𝐵𝑚𝑛), C = (𝐶𝑚𝑛), E = (𝐸𝑚𝑛), F = (𝐹𝑚𝑛) — матрицы

второго порядка; G = (𝐺𝑚)2×1 (𝑚, 𝑛 = 1, 2).
В [29] получено приближенное аналитическое решение краевой задачи (4.3), (4.4) в виде

𝑈𝑛(𝑧) =
4∑︁
𝑙=1

𝐶 𝑙 𝑈
𝑙
𝑛(𝑧), 𝑈 𝑙𝑛(𝑧) =

∞∑︁
𝑠=0

𝑈 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 + ℎ/2)𝑠 (𝑛 = 1, 2). (4.5)

Коэффициенты 𝐶 𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3, 4) определяются из системы четырех линейных алгебраических
уравнений

4∑︁
𝑙=1

𝐶 𝑙

(︁
AU𝑙′ +EU𝑙

)︁
𝑧=−ℎ

= 𝐷,

4∑︁
𝑙=1

𝐶 𝑙

(︁
AU𝑙′

𝑛 + FU𝑙
)︁
𝑧=0

= 0,

где U𝑙(𝑧) = (𝑈 𝑙1, 𝑈
𝑙
2)
𝑇 .

Коэффициенты 𝑈
𝑙(𝑠)
𝑛 (𝑛 = 1, 2; 𝑙 = 1, 2, 3, 4) разложений (4.5) вычисляются по формулам

𝑈
𝑙(0)
1 = 𝛿1𝑙, 𝑈

𝑙(0)
2 = 𝛿2𝑙, 𝑈

𝑙(1)
1 = 𝛿3𝑙, 𝑈

𝑙(1)
2 = 𝛿4𝑙,

𝑈 𝑙(𝑠+2)
𝑛 = −[(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)

𝑛𝑛 ]
−1

2∑︁
𝑞=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1− 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑛𝑞 +𝐵(𝑘)

𝑛𝑞 ]𝑈
𝑙(𝑠+1−𝑘)
𝑞 +𝐶(𝑘)

𝑛𝑞 𝑈
𝑙(𝑠−𝑘)
𝑞 }

(𝑠 = 0, 1, . . .),
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где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера;

𝐴
(𝑘)
11 = 𝜇(𝑘); 𝐴

(𝑘)
12 = 𝐴

(𝑘)
21 = 0; 𝐴

(𝑘)
22 = 𝜆(𝑘) + 2𝜇(𝑘);

𝐵
(𝑘)
11 = (𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐵

(𝑘)
12 = 𝐵

(𝑘)
21 = 𝑖𝑘1𝑥(𝜆

(𝑘) + 𝜇(𝑘));

𝐵
(𝑘)
22 = (𝑘 + 1)(𝜆(𝑘+1) + 2𝜇(𝑘+1));

𝐶
(𝑘)
11 = −𝑘21𝑥(𝜆(𝑘) + 2𝜇(𝑘)) + 𝜔2𝜌(𝑘); 𝐶

(𝑘)
12 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1);

𝐶
(𝑘)
21 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
22 = −𝑘21𝑥𝜇(𝑘) + 𝜔2𝜌(𝑘).

Используя интегральное представление функции𝐻0(𝑥) [30], запишем цилиндрическую вол-
ну (3.1) в виде

𝜓0 (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

𝜓0(𝜉)𝑑𝜉, (4.6)

где

𝜓0(𝜉) = 𝐴
1

𝜋𝜂1
𝑒𝑖𝜉(𝑥−𝑥0) 𝑒𝑖𝜂1 |𝑧+𝑧0| , 𝜂1 =

√︁
𝑘21 − 𝜉2. (4.7)

При |𝜉| > 𝑘 величина 𝜂1 становится мнимой. Выбор знака корня
√︀
𝑘21 − 𝜉2 из условия

Im 𝜂1 > 0 обеспечивает ограниченность поля падающей волны при |𝑧| → ∞. Таким образом,
𝜂1 =

√︀
𝑘21 − 𝜉2 при −𝑘1 < 𝜉 < 𝑘1 и 𝜂1 = 𝑖

√︀
𝜉2 − 𝑘21 при |𝜉| > 𝑘1.

Произведение экспонент в подынтегральном выражении (4.7) представляет собой плоскую
волну, направление распространения которой задается горизонтальной 𝜉 и вертикальной 𝜂1
компонентами волнового вектора k1.

При 𝑧 > −𝑧0 формула (4.7) принимает вид (с учетом того, что 𝑥0 = 0)

𝜓0(𝜉) = 𝐼(𝜉)𝑒𝑖(𝜉𝑥+𝜂1𝑧), 𝐼(𝜉) = 𝐴
1

𝜋𝜂1
𝑒𝑖𝜂1𝑧0 . (4.8)

В дальнейшем величины, зависящие от 𝜉 будем обозначать знаком «тильда».
Сравнивая формулы (4.8) и (4.1) замечаем, что подынтегральное выражение в (4.6), опре-

деляемое (4.8), аналогично по форме выражению плоской волны (4.1). При этом 𝜉 соответ-
ствует 𝑘1𝑥, а 𝐼(𝜉) — 𝐴0𝑒

𝑖𝑘1𝑧ℎ. Следовательно, при рассеянии первичного поля возмущений,
определяемого потенциалом 𝜓0(𝜉), потенциалы отраженной 𝜓1 и прошедшей 𝜓2 волн, по-
тенциалы смещения Ψ̃, Φ̃ и компоненты вектора смещения �̃�𝑥, �̃�𝑧 в покрытии определяется
формулами, аналогичными (4.2), в которых следует сделать указанные выше замены.

В результате будем иметь

𝜓1 = 𝐴1 exp{𝑖[𝜉𝑥− 𝜂1(𝑧 + ℎ)]}, 𝜓2 = 𝐴2 exp{𝑖[𝜉𝑥+ 𝜂2(𝑧 −𝐻)]}, (4.9)

Ψ̃ = �̃�1 exp[𝑖(𝜉𝑥+ 𝜂𝑙𝑧)] + �̃�2 exp[𝑖(𝜉𝑥− 𝜂𝑙𝑧)], (4.10)

Φ̃ = 𝐶1 exp[𝑖(𝜉𝑥+ 𝜂𝜏𝑧)] + 𝐶2 exp[𝑖(𝜉𝑥− 𝜂𝜏𝑧)], (4.11)

�̃�𝑥 = �̃�1(𝑧, 𝜉) exp(𝑖𝜉𝑥), �̃�𝑧 = �̃�2(𝑧, 𝜉) exp(𝑖𝜉𝑥), (4.12)

где
𝐴1 = 𝐼(𝜉)𝑒−𝑖𝜂1ℎ +

𝜔

𝜂1
�̃�2 (−ℎ, 𝜉) ; (4.13)

𝐴2 = − 𝑖𝜔
𝜂2

[︁
𝜂𝑙

(︁
�̃�1𝑒1𝑙 − �̃�2𝑒2𝑙

)︁
+ 𝜉

(︁
𝐶1𝑒1𝜏 + 𝐶2𝑒2𝜏

)︁]︁
; (4.14)

�̃�𝑗 = 𝛽1𝑗�̃�1 (0, 𝜉) + 𝛽2𝑗�̃�2 (0, 𝜉) ; 𝐶𝑗 = 𝛾1𝑗�̃�1 (0, 𝜉) + 𝛾2𝑗�̃�2 (0, 𝜉) (𝑗 = 1, 2);
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𝜂2 =
√︁
𝑘22 − 𝜉2; 𝜂𝑙 =

√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2; 𝜂𝜏 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2;

𝑒1𝑙 = 𝑒𝑖𝜂𝑙𝐻 ; 𝑒2𝑙 = 𝑒−𝑖𝜂𝑙𝐻 ; 𝑒1𝜏 = 𝑒𝑖𝜂𝜏𝐻 ; 𝑒2𝜏 = 𝑒−𝑖𝜂𝜏𝐻 ;

𝛽11 = 𝜉𝑡2�̃�1; 𝛽21 = 𝜂𝜏 𝑟2�̃�1; 𝛽12 = 𝜉𝑡1�̃�1; 𝛽22 = −𝜂𝜏 𝑟1�̃�1;

𝛾11 = −𝜂𝑙 𝑞2�̃�2; 𝛾21 = 𝜉𝑔2�̃�2; 𝛾12 = 𝜂𝑙 𝑞1�̃�2; 𝛾22 = −𝜉𝑔1�̃�2;

�̃�1 =
−4𝑖𝜇0𝑠3

𝑟1𝑡2 + 𝑟2𝑡1
; �̃�2 =

4𝑖𝑠1
𝑔1𝑞2 − 𝑔2𝑞1

;

𝑔𝑗 = (−1)𝑗4𝑠1𝜂𝑙𝜂𝜏 − (𝑠7−𝑗𝑒1𝑙 + 𝑠9−𝑗𝑒2𝑙)𝑒𝑗𝜏 ;

𝑞𝑗 = 4𝑠1𝜉
2 + (𝑠7−𝑗𝑒1𝑙 − 𝑠9−𝑗𝑒2𝑙)𝑒𝑗𝜏 ;

𝑡𝑗 = 4𝜇0𝑠3𝜂𝑙𝜂𝜏 + (𝑠6+(−1)𝑗𝑒2𝜏 − 𝑠7+(−1)𝑗𝑒1𝜏 )𝑒𝑗𝑙;

𝑟𝑗 = 4𝜇0𝜉
2𝑠3 + (−1)𝑗(𝑠6+(−1)𝑗𝑒2𝜏 + 𝑠7+(−1)𝑗𝑒1𝜏 )𝑒𝑗𝑙;

𝑠1 = (𝜆0 + 2𝜇0)𝑘
2
𝑙 − 2𝜇0𝜉

2, 𝑠2 = 2𝜇0𝜉𝜂𝜏 ; 𝑠3 = 2𝜉2 − 𝑘2𝜏 ; 𝑠4 =
𝜔2𝜌2
𝜂2

;

𝑠4+𝑗 = 𝑠3(𝑠4𝜂𝑙 − 𝑠1)− 2𝜉𝜂𝑙(𝑠4𝜉 − (−1)𝑗𝑠2);

𝑠6+𝑗 = 𝑠3(𝑠4𝜂𝑙 + 𝑠1)− 2𝜉𝜂𝑙(𝑠4𝜉 − (−1)𝑗𝑠2),

(𝑗 = 1, 2).

Кроме того, указанные замены 𝑘1𝑥 на 𝜉 и 𝐴0 на 𝐼(𝜉)𝑒−𝑖𝜉ℎ следует произвести и в элементах
матриц B, C, E, F, D краевой задачи (4.3), (4.4) для нахождения �̃�𝑛(𝑧, 𝜉) (𝑛 = 1, 2) из
преобразованного выражения (4.5).

Получим

�̃�𝑛(𝑧, 𝜉) =

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙 �̃�
𝑙
𝑛(𝑧, 𝜉), �̃� 𝑙𝑛(𝑧, 𝜉) =

∞∑︁
𝑠=0

�̃� 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 + ℎ/2)𝑠 (𝑛 = 1, 2), (4.15)

где
�̃�
𝑙(0)
1 = 𝛿1𝑙; �̃�

𝑙(0)
2 = 𝛿2𝑙; �̃�

𝑙(1)
1 = 𝛿3𝑙; �̃�

𝑙(1)
2 = 𝛿4𝑙;

�̃� 𝑙(𝑠+2)
𝑛 = −[(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)

𝑛𝑛 ]
−1

2∑︁
𝑞=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1− 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑛𝑞 + �̃�(𝑘)

𝑛𝑞 ]�̃�
𝑙(𝑠+1−𝑘)
𝑞 +𝐶(𝑘)

𝑛𝑞 �̃�
𝑙(𝑠−𝑘)
𝑞 }

(𝑠 = 0, 1, . . .);

�̃�
(𝑘)
11 = 𝐵

(𝑘)
11 ; �̃�

(𝑘)
22 = 𝐵

(𝑘)
22 ; �̃�

(𝑘)
12 = �̃�

(𝑘)
21 = 𝑖𝜉(𝜆(𝑘) + 𝜇(𝑘));

𝐶
(𝑘)
11 = −𝜉2(𝜆(𝑘) + 𝜇(𝑘)) + 𝜔2𝜌(𝑘); 𝐶

(𝑘)
12 = 𝑖𝜉(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1);

𝐶
(𝑘)
21 = 𝑖𝜉(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
22 = −𝜉2𝜇(𝑘) + 𝜔2𝜌(𝑘).

Коэффициенты 𝐶𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3, 4) определяются из системы уравнений

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙

(︁
𝐴�̃� 𝑙

′
+ �̃��̃� 𝑙

)︁
𝑧=−ℎ

= �̃�,

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙

(︁
𝐴�̃� 𝑙

′
𝑛 + 𝐹�̃� 𝑙

)︁
𝑧=0

= 0,
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где �̃� 𝑙(𝑧, 𝜉) = (�̃� 𝑙1, �̃�
𝑙
2)
𝑇 ;

�̃� =

(︂
0 𝑖𝜉𝜇
𝑖𝜉𝜆 𝑖𝜔2𝜌1/𝜂1

)︂
; 𝐹 =

(︂
𝑓11 𝑖𝜉𝜇+ 𝑓12

𝑖𝜉𝜆+ 𝑓21 𝑓22

)︂
; �̃� = (0; −2𝑖𝜌1𝜔𝐼(𝜉)𝑒

−𝑖𝜉ℎ)𝑇 ;

𝑓1𝑗 = 𝜇0[2𝜉
√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2(𝛽𝑗1 − 𝛽𝑗2) + 𝑠3(𝛾𝑗1 + 𝛾𝑗2)];

𝑓2𝑗 = 𝑠1(𝛽𝑗1 + 𝛽𝑗2) + 𝑠2(𝛾𝑗1 − 𝛾𝑗2) (𝑗 = 1, 2).

Штрихи означают дифференцирование по 𝑧.
Чтобы обеспечить ограниченность поля прошедшей волны при 𝑧 → ∞, выбор знака корня

𝜂2 =
√︀
𝑘22 − 𝜉2 осуществим из условия Im 𝜂2 > 0, то есть

𝜂2 =
√︀
𝑘22 − 𝜉2 при −𝑘2 < 𝜉 < 𝑘2, 𝜂2 = 𝑖

√︀
𝜉2 − 𝑘22 при |𝜉| > 𝑘2.

Величины 𝜂𝑙 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2, 𝜂𝜏 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2 определяются по формулам

𝜂𝑙 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2 при −𝑘𝑙 < 𝜉 < 𝑘𝑙, 𝜂𝑙 = 𝑖

√︁
𝜉2 − 𝑘2𝑙 при |𝜉| > 𝑘𝑙;

𝜂𝜏 =
√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2 при −𝑘𝜏 < 𝜉 < 𝑘𝜏 , 𝜂𝜏 = 𝑖

√︀
𝜉2 − 𝑘2𝜏 при |𝜉| > 𝑘𝜏 .

При рассеянии цилиндрической волны пластиной с покрытием искомые потенциалы 𝜓𝑗
(𝑗 = 1, 2),Ψ, Φ и компоненты вектора смещения 𝑢𝑥, 𝑢𝑧 в неоднородном покрытии определяется
путем интегрирования

𝜓𝑗 (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

𝜓𝑗(𝜉) 𝑑 𝜉 (𝑗 = 1, 2), (4.16)

Ψ (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

Ψ̃(𝜉) 𝑑 𝜉, Φ (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

Φ̃(𝜉) 𝑑 𝜉, (4.17)

𝑢𝑥 (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

�̃�𝑥(𝜉) 𝑑 𝜉, 𝑢𝑧 (𝑥, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

�̃�𝑧(𝜉) 𝑑 𝜉. (4.18)

Таким образом, получили аналитическое решение поставленной задачи.

5. Численные исследования

На основе полученного аналитического решения задачи были проведены численные расче-

ты зависимостей
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при расположении источника

в точке 𝑀0 с координатами (𝑥 = 0, 𝑧 = −𝑧0). Точки наблюдения 𝑀1 и 𝑀2 в отраженном и
прошедшем акустических полях имели координаты (𝑥 = 0, 𝑧 = −50𝐻) и (𝑥 = 0, 𝑧 = 50𝐻)
соответственно. При этом исследовался случай, когда жидкости по обе стороны тела явля-
ются одинаковыми (𝑘1 = 𝑘2, 𝜌1 = 𝜌2). Полагалось, что амплитуда падающей волны 𝐴 = 1,
а отношение толщины покрытия ℎ к толщине однородной пластины 𝐻, равно 0,2. Рассмат-
ривалась алюминиевая пластина толщиной 𝐻 = 0, 1 м (𝜌0 = 2, 7 · 103 кг/м3, 𝜆0 = 5, 3 · 1010
Н/м2, 𝜇0 = 2, 6 · 1010 Н/м2) с покрытием на основе поливинилбутираля, находящаяся в воде
(𝜌1 = 𝜌2 = 103 кг/м3, 𝑐1 = 𝑐2 = 1485 м/с). Расчеты проводились как для однородного покры-
тия с плотностью 𝜌 = 1, 07 · 103 кг/м3 и модулями упругости �̃� = 3, 9 · 109 Н/м2, �̃� = 9, 8 · 108
Н/м2, так и для неоднородных покрытий, механические характеристики которых менялись
по толщине слоя по закону

𝜌 = 𝜌 𝑓(𝑧), 𝜆 = �̃� 𝑓(𝑧), 𝜇 = �̃� 𝑓(𝑧).
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Рассматривались следующие линейные и квадратичные законы неоднородности:

𝑓1(𝑧) = 𝑎1

(︁
− 𝑧
ℎ
+ 0, 5

)︁
(𝑎1 = 1), 𝑓2(𝑧) = 𝑎2

[︂(︁ 𝑧
ℎ

)︁2
+ 0, 5

]︂
(𝑎2 = 1, 2).

Множитель 𝑎𝑗 (𝑗 = 1, 2) выбран так, чтобы среднее значение функции 𝑓𝑗(𝑧) по толщине слоя
было равно единице.

Несобственные интегралы (4.16) – (4.18) являются сходящимися. Они могут быть оценены
только численно.

При вычислении интегралов (4.16) (когда 𝑘1 = 𝑘2) интервал интегрирования разбивался
на участки (с учетом того, что 𝑘1 < 𝑘𝑙 < 𝑘𝜏 )

(−∞,−𝑘𝜏 ) , (−𝑘𝜏 , −𝑘𝑙) , (−𝑘𝑙,−𝑘1) , (−𝑘1, 𝑘1) , (𝑘1, 𝑘𝑙) , (𝑘𝑙, 𝑘𝜏 ) , (𝑘𝜏 , +∞) .

Рис. 2: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻

На рис. 2 и рис. 3 приведены зависимости
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины

𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻. Сплошной и штриховой линиями обозначены зависимости для линейно-
го и квадратичного законов неоднородности соответственно. Пунктирной линией обозначена
зависимость для однородного покрытия. Расчеты показывают сильное отличие частотных ха-
рактеристик для разных законов неоднородности материала покрытия.

На рис. 4 приведены частотные характеристики
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
для линейного закона неоднородности

при разном удалении источника от пластины. Кривые 1, 2, 3 соответствуют случаям, когда
𝑧0 = 5𝐻; 10𝐻;
100𝐻. При изменении расстояния от источника до пластины наблюдается существенное из-
менение частотной зависимости, что проявляется в изменении уровней и сдвиге резонансных
частот.
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Рис. 3: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻

Рис. 4: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 для линейного закона неодно-

родности при

6. Заключение

В настоящей работе получено аналитическое решение задачи об отражении и прохожде-
нии звуковой волны, излучаемой цилиндрическим источником, через однородную упругую
пластину с покрытием, выполненным из функционально-градиентного материала. При этом
упругие свойства покрытия непрерывно изменяются по его толщине.

С помощью неоднородных покрытий можно изменять характер отражения и прохождения
звука путем выбора соответствующих законов неоднородности для механических параметров
покрытия пластины. Полученное решение задачи позволяет выявить закономерности измене-
ния характеристик отраженных и преломленных акустических полей, а также упругого поля
в пластине для покрытия из материалов с разными видами неоднородности и при различных
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значениях волнового размера пластины.
Актуальность таких задач обусловлена потребностью промышленности в конструирова-

нии новых композитных материалов с высокими звукоизолирующими свойствами. Развитие
методов ультразвуковой дефектоскопии невозможно без теоретического исследования волно-
вых процессов, а именно процессов отражения, преломления, трансформации волн в упругих
структурах разной конфигурации, в том числе в пластинах. Необходимость решения подобных
волновых задач возникает в гидро- и сейсмоакустике, в физической акустике, в медицинской
диагностике.

На основе решения прямой задачи можно рассмотреть обратную задачу об определении
законов неоднородности материала покрывающего слоя, позволяющих получить требуемые
звукоотражающие свойства пластины в заданных диапазонах частот.
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