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Аннотация

В статье рассмотрены аспекты эрмитовой геометрии 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структур. Исследовано вли-
яние обращения в нуль тензора Нейенхейса и связанных с ним тензоров 𝑁 (1), 𝑁 (2), 𝑁 (3),
𝑁 (4) на класс почти эрмитовой структуры, индуцированной на первом фундаменталь-
ном распределении 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структур. Доказано, что почти эрмитова структура, индуциру-
емая на итнтегральных многообразиях первого фундаментального распределения: 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-
многообразия является структурой класса 𝑊2 ⊕𝑊4, причем она будет почти келеровой
тогда и только тогда, когда 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜎 ⊂ 𝐿(𝜉); интегрируемого 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является
структурой класса 𝑊4; нормального 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является келеровой структурой;
𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, для которого 𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = 0, или 𝑁 (3)(𝑋) = 0, или 𝑁 (4)(𝑋) = 0,
является почти келеровой структурой в классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых
структур.

Ключевые слова: почти контактные структуры, почти эрмитовы структуры, интегри-
руемость структур, тензор Нейенхейса, нормальные структуры.
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Abstract

In paper we consider aspects of the Hermitian geometry of 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆structures. The effect of the
vanishing of the Neyenhuis tensor and the associated tensors 𝑁 (1), 𝑁 (2), 𝑁 (3), 𝑁 (4) on the class
of almost Hermitian structure induced on the first fundamental distribution of 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆structures
is investigated. It is proved that the almost Hermitian structure induced on integral manifolds
of the first fundamental distribution: 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-manifolds is a structure of the class 𝑊2 ⊕ 𝑊4,
and it will be almost Kähler if and only if 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜎 ⊂ 𝐿(𝜉); an integrable 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-manifold is a
structure of the class 𝑊4; a normal 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-manifold is a Kähler structure; a 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-manifold for
which 𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = 0, or 𝑁 (3)(𝑋) = 0, or 𝑁 (4)(𝑋) = 0, is an almost Kähler structure in the
Gray-Herwell classification of almost Hermitian structures.
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1. Введение

Контактная и эрмитова геометрия довольно тесно взаимоствязаны. Ряд работ посвящен
изучению почти контактных структур, индуцируемых на ориентируемых гиперповерхностях
почти эрмитовых многообразий. В данной работе мы изучаем почти эрмитовы структуры,
индуцируемые на интегральных многообразиях первого фундаментального распределения ло-
кально конформно почти косимплектического многообразия.

Одним из наиболее интересных тензоров почти контактных метрических многообразий, с
геометрической точки зрения, является тензор Нейенхейса структурного эндоморфизма. Как
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известно, обращение в нуль тензора Нейенхейса структурного эндоморфизма почти контакт-
ной метрической структуры равносильно интегрируемости структуры. С тензором Нейенхей-
са естественным образом связаны еще четыре тензора. Исследуем обращение этих тензоров в
нуль, а именно, каким образом обращение каждого из этих тензоров влияет на почти эрми-
тову структуру, индуцируемую на интегральных многообразиях первого фундаментального
распределения локально конформно почти косимплектического многообразия.

Пусть 𝑀 — гладкое многообразие, 𝑑𝑖𝑚𝑀 = 2𝑛+ 1; 𝒳 (𝑀) — 𝐶∞(𝑀)-модуль гладких век-
торных полей на многообразии𝑀 ; ⊗ — тензорное произведение, ∧ — внешнее умножение, 𝑑 —
оператор внешнего дифференцирования. Все многообразия, тензорные поля и т.п. объекты
предполагаются гладкими класса 𝐶∞. В данной работе будем полагать, что индексы 𝑖, 𝑗, 𝑘, . . .
принимают значения от 0 до 2𝑛, а индексы 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . — значения от 1 до 𝑛, и будем считать,
что �̂� = 𝑎+ 𝑛, ^̂𝑎 = 𝑎, 0̂ = 0.

Определение 1 [1, 3]. Почти контактной метрической (короче, 𝐴𝐶-) структурой на
нечетномерном ориентируемом многообразии 𝑀 называется четверка (𝜂, 𝜉,Φ, 𝑔) тензорных
полей на этом многообразии, где 𝜂 — дифференциальная 1-форма, называемая контактной
формой структуры, 𝜉 — векторное поле, называемое характеристическим, Φ — эндоморфизм
модуля 𝒳 (𝑀), называемый структурным эндоморфизмом, 𝑔 = ⟨·, ·⟩ — риманова структура
на 𝑀 . При этом

1) 𝜂(𝜉) = 1; 2) 𝜂 ∘ Φ = 0; 3) Φ(𝜉) = 0; 4) Φ2 = −𝑖𝑑+ 𝜂 ⊗ 𝜉;

5) ⟨Φ𝑋,Φ𝑌 ⟩ = ⟨𝑋,𝑌 ⟩ − 𝜂(𝑥)𝜂(𝑌 ), ∀𝑋,𝑌 ∈ 𝒳 (𝑀).

Многообразие, на котором фиксирована почти контактная метрическая структура, назы-
вается, почти контактным метрическим (короче, 𝐴𝐶-) многообразием.

Задание почти контактной метрической структуры на многообразии внутренним образом
порождает присоединенную 𝐺-структуру, тотальное пространство расслоения которой состоит
из, так называемых, 𝐴-реперов. Матрицы компонент тензоров Φ и 𝑔 в 𝐴-репере имеют вид
соответственно

(Φ𝑗𝑖 ) =

⎛⎝ 0 0 0
0

√
−1𝐼𝑛 0

0 0 −
√
−1𝐼𝑛

⎞⎠ , (𝑔𝑖𝑗) =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 𝐼𝑛
0 𝐼𝑛 0

⎞⎠ , (1)

где 𝐼𝑛 – единичная матрица порядка 𝑛. Структурной группой такой 𝐺-структуры является
группа {1} × 𝑈(𝑛) [2]–[4].

В модуле 𝒳 (𝑀) 𝐴𝐶-структуры (𝜂, 𝜉,Φ, 𝑔) многообразия 𝑀2𝑛+1 внутренним образом опре-
делены два взаимно дополнительных проектора 𝑚 = 𝜂 ⊗ 𝜉 и 𝑙 = 𝑖𝑑−𝑚 = −Φ2 на подмодули
M и L соответственно [2]–[4]. Таким образом, 𝒳 (𝑀) = L ⊕ M, где L = 𝐼𝑚𝑙 = 𝐼𝑚(Φ) = 𝑘𝑒𝑟𝜂 —
так называемое первое фундаментальное распределение, M = 𝐼𝑚𝑚 = 𝐿(𝜉) — второе фунда-
ментальное распределение (линейная оболочка структурного вектора). Распределения M и L

инвариантны относительно Φ и взаимно ортогональны. Более того, если ввести в расмотрение

𝒳 (𝑀)𝐶 = 𝐶 ⊕𝒳 (𝑀) — комплексификацию модуля 𝒳 (𝑀), то 𝒳 (𝑀)𝐶 = 𝐷
√
−1

Φ ⊕𝐷−
√
−1

Φ ⊕𝐷0
Φ,

где 𝐷
√
−1

Φ , 𝐷−
√
−1

Φ , 𝐷0
Φ — собственные распределения структурного эндоморфизма Φ, отве-

чающие собственным значениям
√
−1, −

√
−1 и 0 соответственно. Причем, проекторами на

слагаемые этой прямой суммы будут, соответственно, эндоморфизмы 𝜋 = −1
2(Φ

2 +
√
−1Φ),

𝜋 = 1
2(−Φ2 +

√
−1Φ), 𝑚 = 𝜂 ⊗ 𝜉 [3], [4].

Определение 2 [5]. Конформным преобразованием 𝐴𝐶-структуры 𝑆 = (𝜂, 𝜉,Φ, 𝑔) на
многообразии 𝑀 называется переход от 𝑆 к 𝐴𝐶-структуре 𝑆 = (𝜂, 𝜉, Φ̃, 𝑔), где 𝜂 = 𝑒−𝜎𝜂,
𝜉 = 𝑒𝜎𝜉, Φ̃ = Φ, 𝑔 = 𝑒−2𝜎𝑔, где 𝜎 — произвольная гладкая функция на 𝑀 , называемая опреде-
ляющей функцией преобразования.
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Определение 3 [6]. Почти контактная метрическая структура (𝜉, 𝜂,Φ, 𝑔) на много-
образии 𝑀 называется локально конформно почти косимплектической (короче, 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-)
структурой, если сужение этой структуры на некоторую окрестность 𝑈 произвольной
точки 𝑝 ∈ 𝑀 допускает конформное преобразование в почти косимплектическую структу-
ру.

Многообразие, снабженное локально конформно почти косимплектической структурой,
называется локально конформно почти косимплектическим (короче, 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆) много-
образием.

Первая группа структурных уравнений 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразий на пространстве присоединен-
ной 𝐺-структуры имеет вид [6]:

1) 𝑑𝜔 = −𝜎𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑎 − 𝜎𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑎;
2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿

𝑏]
𝑐 𝜔𝑐 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑐
𝑏]𝜔𝑐 ∧ 𝜔

𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔
𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏; (2)

где

1) 𝐵[𝑎𝑏𝑐] = 𝐵[𝑎𝑏𝑐] = 0; 2) 𝐵[𝑎𝑏] = 𝐵[𝑎𝑏] = 0.

2. Интегральные многообразия первого фундаментального рас-
пределения

Рассмотрим дифференциальную 1-форму 𝜔 = 𝜂∘𝜋*, где 𝜋 — естественная проекция в глав-
ном расслоении реперов над многообразием 𝑀 , 𝜋* — порожденное ей увлечение Φ-связанных
векторных полей на многообразии 𝑀 . Очевидно, эта форма является формой Пфаффа пер-
вого фундаментального распределения, то есть базисом кораспределения ассоциированного с
первым фундаментальным распределением L [7].

По классической теореме Фробениуса вполне интегрируемость первого фундаментального
распределения равносильна условию существования такой формы 𝜃, что 𝑑𝜔 = 𝜃∧𝜔, т.е. внеш-
ний дифференциал формы 𝜔 должен принадлежать идеалу алгебры Грассмана многообразия
𝑀 [4].

Определение 4 [4]. Распределение на многообразии 𝑀 называется инволютивным, ес-
ли через каждую точку многообразия проходит интегральное многообразие максимальной
размерности.

Предложение 1. Первое фундаментальное распределение 𝑙𝑐𝒜𝒞𝑆-многообразия является
вполне интегрируемым.

Доказательство. Из (2:1) следует, что первое фундаментальное распределение L 𝑙𝑐𝒜𝒞𝑆-
многообразия инволютивно, а значит, в силу теоремы Фробениуса [4] вполне интегрируемо.

Пусть 𝑁 ⊂ 𝑀 — интегральное многообразие максимальной размерности первого фунда-
ментального распределения 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия𝑀 . Тогда на нем канонически индуци-руется
почти эрмитова структура ⟨𝐽, ̃︀𝑔⟩, где 𝐽 = Φ|L, ̃︀𝑔 = 𝑔|L. Поскольку форма 𝜔 является формой
Пфаффа первого фундаментального распределения, первая группа структурных уравнений
почти эрмитовой структуры на 𝑁 имеет вид:

1) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑏]
𝑐 𝜔𝑐 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐;

2) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑐
𝑏]𝜔𝑐 ∧ 𝜔

𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔
𝑏 ∧ 𝜔𝑐, (3)

Согласно классификации Грея — Хервеллы почти эрмитовых структур ([4], стр. 450) это
уравнения почти эрмитовой структуры класса 𝑊2 ⊕𝑊4.
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Заметим, что если в этих уравнениях положить 𝜎𝑎 = 𝜎𝑎 = 0, то они примут вид:

𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐;
𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑏 ∧ 𝜔𝑐.

Это уравнения почти келеровой структуры. Выясним, когда выполняется условие 𝜎𝑎 =
= 𝜎𝑎 = 0. Очевидно, последнее можно записать в виде 𝑑𝜎||𝜂. Это условие равносильно тому,
что 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜎 ⊂ 𝐿(𝜉), что в свою очередь, равносильно нормальности 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структуры. Таким
образом, можем сформулировать вывод.

Теорема 1. Пусть 𝑀 — 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразие, тогда на интегральных многообразиях
максимальной размерности его контактного распределения индуцируется структура класса
𝑊2 ⊕ 𝑊4 почти эрмитовых структур в классификации Грея-Хервеллы. Она будет почти
келеровой тогда и только тогда, когда 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜎 ⊂ 𝐿(𝜉).

Напомним, что компоненты ковариантного дифференциала структурного оператора Φ
в римановой связности ∇ для 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразий на пространстве присоединенной G-
структуры имеют вид [6]:

1) Φ𝑎0,𝑏 = −Φ0
�̂�,𝑏 = −

√
−1𝛿𝑎𝑏𝜎0; 2) Φ�̂�

0,�̂�
= −Φ0

𝑎,�̂�
=

√
−1𝛿𝑏𝑎𝜎0;

3) Φ𝑎0,0 = −Φ0
�̂�,0 =

√
−1𝜎𝑎; 4) Φ�̂�0,0 = −Φ0

𝑎,0 = −
√
−1𝜎𝑎;

5) Φ𝑎
�̂�,𝑐

= 4
√
−1𝜎[𝑎𝛿

𝑏]
𝑐 ; 6) Φ�̂�𝑏,𝑐 = −4

√
−1𝜎[𝑎𝛿

𝑐
𝑏];

7) Φ𝑎
�̂�,𝑐

= 4
√
−1𝐵𝑐𝑎𝑏 8) Φ�̂�𝑏,𝑐 = −4

√
−1𝐵𝑐𝑎𝑏;

9) Φ0
𝑎,𝑏 = −Φ�̂�0,𝑏 = −

√
−1𝐵𝑎𝑏; 10) Φ0

�̂�,�̂�
= −Φ𝑎

0,�̂�
=

√
−1𝐵𝑎𝑏;

11) Φ𝑎
�̂�,0

= Φ�̂�𝑏,0 = 0. (4)

Тензором Нейенхейса [1, 8, 9] эндоморфизма Φ называется тензор 𝑁 типа (2,1), опре-
деляемый формулой

𝑁Φ(𝑋,𝑌 ) =
1

4
([Φ𝑋,Φ𝑌 ] + Φ2[𝑋,𝑌 ]− Φ[Φ𝑋,𝑌 ]− Φ[𝑋,Φ𝑌 ]), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒳 (𝑀).

В терминах ковариантного дифференцирования тензор Нейенхейса 𝐴𝐶-структуры можно
определить так

𝑁(𝑋,𝑌 ) =
1

4
{∇Φ𝑋(Φ)𝑌 − Φ∇𝑋(Φ)𝑌 −∇Φ𝑌 (Φ)𝑋 +Φ∇𝑌 (Φ)𝑋}.

На пространстве присоединенной 𝐺-структуры компоненты тензора 𝑁 определяются тож-
дествами

1) 𝑁0
𝑎𝑏 = −

√
−1
2 Φ0

[𝑎,𝑏]; 2) 𝑁0
�̂�𝑏 = −𝑁0

𝑏�̂� = −
√
−1
2 Φ0

(�̂�,𝑏);

3) 𝑁0
�̂��̂�

=
√
−1
2 Φ0

[�̂�,�̂�]
; 4) 𝑁𝑎

�̂�0
= −𝑁𝑎

0�̂�
=

√
−1
4 Φ𝑎

�̂�,0
−

√
−1
2 Φ𝑎

0,�̂�
;

5) 𝑁𝑎
�̂�𝑐
=

√
−1Φ𝑎

[�̂�,𝑐]
; 6)𝑁 �̂�

𝑏𝑐 = −
√
−1Φ�̂�[𝑏,𝑐];

7) 𝑁 �̂�
𝑏0 = −𝑁 �̂�

0𝑏 =
√
−1
2 Φ�̂�0,𝑏 −

√
−1
4 Φ�̂�𝑏,0. (5)

Остальные компоненты этого тензора тождественно равны нулю [3, 4].
Тогда согласно (4) и (5) ненулевые компоненты тензора Нейенхейса структурного эндо-

морфизма 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структуры задаются равенствами:

1) 𝑁𝑎
�̂�0

= −𝑁𝑎
0�̂�

= −1
2𝐵

𝑎𝑏; 2) 𝑁 �̂�
𝑏0 = −𝑁 �̂�

0𝑏 = −1
2𝐵𝑎𝑏;

3) 𝑁𝑎
�̂�𝑐
= 2𝐵𝑎𝑏𝑐; 4)𝑁 �̂�

𝑏𝑐 = 2𝐵𝑎𝑏𝑐. (6)
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Определение 5 [4, 8]. 𝐴𝐶-структура на многообразии называется интегрируемой, если
𝐴𝐶-многообразие локально эквивалентно произведению комплексного многообразия на глад-
кое многообразие без дополнительной структуры.

Обращение тензора Нейенхейса в нуль равносильно интегрируемости 𝐴𝐶-структуры [4, 8].
Пусть 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структура интегрируема, тогда из (6) следует, что 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 0,

𝐵𝑎𝑏 = 𝐵𝑎𝑏 = 0. Тогда первая группа структурных уравнений (2) примет вид:

1) 𝑑𝜔 = 𝜎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏 + 𝜎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;
2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿

𝑏]
𝑐 𝜔𝑐 ∧ 𝜔𝑏 + 𝜎0𝛿

𝑎
𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑐
𝑏]𝜔𝑐 ∧ 𝜔

𝑏 + 𝜎0𝛿
𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏.

А первая группа структурных уравнений (3) почти эрмитовой структуры интегральных
многообразий распределения L интегрируемой 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структуры запишется в виде

1) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑏]
𝑐 𝜔𝑐 ∧ 𝜔𝑏;

2) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 + 2𝜎[𝑎𝛿
𝑐
𝑏]𝜔𝑐 ∧ 𝜔

𝑏.

Т.е. в классификации Грея-Хервеллы [4] эта структура является структурой класса 𝑊4.
Таким образом, имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообрази-

ях первого фундаментального распределения интегрируемого 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является
структурой класса 𝑊4 в классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур.

Известно [9], что задание тензора Нейенхейса равносильно заданию четырех тензоров 𝑁 (1),
𝑁 (2), 𝑁 (3), 𝑁 (4), а именно:

𝑁 (1)(𝑋,𝑌 ) = 𝑁(𝑋,𝑌 ) + 2𝑑𝜂(𝑋,𝑌 )𝜉;

𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = (ℒΦ𝑋𝜂)(𝑌 )− (ℒΦ𝑌 𝜂)(𝑋);

𝑁 (3)(𝑋) = (ℒ𝜉Φ)(𝑋);

𝑁 (4)(𝑋) = (ℒ𝜉𝜂)(𝑋); 𝑋,𝑌 ∈ 𝒳 (𝑀),

где ℒ𝑋 — производная Ли в направлении векторного поля 𝑋.
В [10, 11] приводится аналитическое выражение тензоров 𝑁 (2), 𝑁 (3), 𝑁 (4):

1) 𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = ∇Φ𝑋(𝜂)(𝑌 ) + 𝜂{∇𝑌 (Φ)𝑋} − ∇Φ𝑌 (𝜂)(𝑋)− 𝜂{∇𝑋(Φ)𝑌 };
2) 𝑁 (3)(𝑋) = ∇𝜉(Φ)𝑋 −∇Φ𝑋𝜉 +Φ(∇𝑋𝜉);

3) 𝑁 (4)(𝑋) = ∇𝜉(𝜂)(𝑋); ∀𝑋,𝑌 ∈ 𝒳 (𝑀). (7)

Для получения компонент этих тензоров на пространстве присоединенной 𝐺-структуры
𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, проведем предварительные вычисления. Пусть 𝑀 — 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообра-
зие, тензорные компоненты формы римановой связности имеют вид [6]:

1) 𝜃𝑎
�̂�
= −2𝜎[𝑎𝛿

𝑏]
𝑐 𝜔𝑐 − 2𝐵𝑐𝑎𝑏𝜔𝑐; 2)𝜃�̂�𝑏 = −2𝜎[𝑎𝛿

𝑐
𝑏]𝜔𝑐 − 2𝐵𝑐𝑎𝑏𝜔

𝑐;

3) 𝜃𝑎0 = 𝜎0𝜔
𝑎 +𝐵𝑎𝑏𝜔𝑏 − 𝜎𝑎𝜔; 4) 𝜃�̂�0 = 𝜎0𝜔𝑎 +𝐵𝑎𝑏𝜔

𝑏 − 𝜎𝑎𝜔;

5) 𝜃0𝑎 = −𝜎0𝜔𝑎 −𝐵𝑎𝑏𝜔
𝑏 + 𝜎𝑎𝜔; 6) 𝜃0�̂� = −𝜎0𝜔𝑎 −𝐵𝑎𝑏𝜔𝑏 + 𝜎𝑎𝜔. (8)

Рассмотрим характеристический вектор 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия. Поскольку 𝜉 — тензор типа
(0,1), его компоненты на пространстве расслоения всех комплексных реперов над 𝑀 удовле-
творяют уравнениям 𝑑𝜉𝑖 + 𝜉𝑗𝜃𝑖𝑗 = 𝜉𝑖, 𝑗𝜔𝑗 , где 𝜉𝑖,𝑗 — компоненты тензора ∇𝜉. Расписывая эти
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соотношения на пространстве присоединенной 𝐺-структуры с учетом (8) и того обстоятель-
ства, что на этом пространстве 𝜉𝑎 = 0, 𝜉�̂� = 0, 𝜉0 = 1, получаем для 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразий:

1) 𝜉0,𝑗 = 0; 2) 𝜉𝑎,0 =
√
−1Φ𝑎0,0 = −𝜎𝑎;

3) 𝜉𝑎,𝑏 =
√
−1Φ𝑎0,𝑏 = 𝜎0𝛿

𝑎
𝑏 ; 4) 𝜉𝑎,�̂� =

√
−1Φ𝑎

0,�̂�
= 𝐵𝑎𝑏;

5) 𝜉�̂�,0 = −
√
−1Φ�̂�0,0 = −𝜎𝑎; 6) 𝜉�̂�,𝑏 = −

√
−1Φ�̂�0,𝑏 = 𝐵𝑎𝑏;

7) 𝜉�̂�,�̂� = −
√
−1Φ�̂�

0,�̂�
= 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎. (9)

Аналогично для контактной формы 𝜂 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия получим компоненты кова-
риантной производной:

1) 𝜂0,𝑖 = 0; 2) 𝜂�̂�,0 =
√
−1Φ𝑎0,0 = −𝜎𝑎;

3) 𝜂�̂�,𝑏 =
√
−1Φ𝑎0,𝑏 = 𝜎0𝛿

𝑎
𝑏 ; 4) 𝜂�̂�,�̂� =

√
−1Φ𝑎

0,�̂�
= 𝐵𝑎𝑏;

5) 𝜂𝑎,0 = −
√
−1Φ�̂�0,0 = −𝜎𝑎; 6) 𝜂𝑎,𝑏 = −

√
−1Φ�̂�0,𝑏 = 𝐵𝑎𝑏;

7) 𝜂𝑎,�̂� = −
√
−1Φ�̂�

0,�̂�
= 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎. (10)

Учитывая, что 𝜔 = 𝜔0 = 𝜋*(𝜂), где 𝜋 — естественная проекция пространства присоединенной
𝐺-структуры на 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразие𝑀 , находим, что на этом пространстве тензор 𝑁 (1) имеет
компоненты:

1) (𝑁 (1))0𝑎0 = −(𝑁 (1))00𝑎 = 𝜎𝑎; 2) (𝑁 (1))0�̂�0 = −(𝑁 (1))00�̂� = 𝜎𝑎;

3) (𝑁 (1))𝑎
�̂�0

= −(𝑁 (1))𝑎
0�̂�

= −1
2𝐵

𝑎𝑏; 4) (𝑁 (1))𝑎
�̂�𝑐
= 2𝐵𝑎𝑏𝑐;

5) (𝑁 (1))�̂�𝑏𝑐 = 2𝐵𝑎𝑏𝑐, 6) (𝑁 (1))�̂�𝑏0 = −(𝑁 (1))�̂�0𝑏 = −1
2𝐵𝑎𝑏. (11)

Остальные компоненты нулевые.
Определение 6 [1, 9]. Почти контактная метрическая структура называется нормаль-

ной, если 𝑁(𝑋,𝑌 ) + 2𝑑𝜂(𝑋,𝑌 )𝜉 = 0.

Понятие нормальности было введено Сасаки С. и Хатакеямой Дж. [9] и является одним
из фундаментальных понятий контактной геометрии, тесно связанных с понятием интегриру-
емости структуры.

Пусть 𝑀 — нормальное 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразие. Тогда из (11) и Определения 6 следует, что
𝜎𝑎 = 𝜎𝑎 = 0, 𝐵𝑎𝑏 = 𝐵𝑎𝑏 = 0, 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 𝐵𝑎𝑏𝑐 = 0.

Первая группа структурных уравнений нормального 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия запишется в ви-
де:

1) 𝑑𝜔 = 0;

2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 + 𝜎0𝛿
𝑎
𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 + 𝜎0𝛿
𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏.

А первая группа структурных уравнений почти эрмитовой структуры, индуцированной на
первом фундаментальном распределении такого многообразия, примет вид:

1) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏;
2) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏.

Т.е. в классификации Грея-Хервеллы [4] эта структура является келеровой структурой.
А значит, мы можем сформулировать следующую теорему.



Интегральные многообразия первого фундаментального распределения 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-структуры 149

Теорема 3. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях
первого фундаментального распределения нормального 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является келеро-
вой структурой.

На пространстве присоединенной 𝐺-структуры тождество (7:1) примет вид:

𝑁
(2)
𝑖𝑗 = 𝜂𝑗,𝑘Φ

𝑘
𝑖 − 𝜂𝑖,𝑘Φ

𝑘
𝑗 + 𝜂𝑘Φ

𝑘
𝑖,𝑗 − 𝜂𝑘Φ

𝑘
𝑗,𝑖.

С учетом соотношений 𝜂�̂� = 𝜂𝑎 = 0, 𝜂0 = 1, (1), (4) и (10), из последнего выражения получим:

1) 𝑁
(2)
0𝑎 = −𝑁 (2)

𝑎0 = −𝜂0Φ0
𝑎,0 = −

√
−1𝜎𝑎;

2) 𝑁
(2)
0�̂� = −𝑁 (2)

�̂�0 = −𝜂0Φ0
�̂�,0 =

√
−1𝜎𝑎, (12)

остальные компоненты нулевые.
Пусть на 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразии 𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = 0 тогда, из (12) следует, что 𝜎𝑎 = 𝜎𝑎 = 0.

Первая группа структурных уравнений такого 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия примет вид:

1) 𝑑𝜔 = 0;

2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿
𝑎
𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔
𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏.

Тогда первая группа структурных уравнений почти эрмитовой структуры, индуцированной
на первом фундаментальном распределении данного 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, имеет вид:

1) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐;
2) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑏 ∧ 𝜔𝑐.

В классификации Грея-Хервеллы [4] эта структура является почти келеровой структурой.
Полученный результат можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 4. Почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном
распределении 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, для которого 𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = 0, является почти келеровой
структурой в классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур.

На пространстве присоединенной 𝐺-структуры тождество (7:2) равносильно соотноше-
ниям: (𝑁 (3))𝑖𝑘 = Φ𝑖𝑘,𝑗𝜉

𝑗 − 𝜉𝑖,𝑗Φ
𝑗
𝑘 +Φ𝑖𝑗𝜉

𝑗
,𝑘.

А значит, с учетом (1), (4) и (9) ненулевые компоненты 𝑁 (3) для 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия на
пространстве присоединенной 𝐺-структуры имеют вид:

1) (𝑁 (3))0𝑎 = Φ0
𝑎,0 =

√
−1𝜎𝑎;

2) (𝑁 (3))0�̂� = Φ0
�̂�,0 = −

√
−1𝜎𝑎;

4) (𝑁 (3))𝑎
�̂�
= 2

√
−1𝜉𝑎,�̂� = −2Φ𝑎

0,�̂�
= 2

√
−1𝐵𝑎𝑏;

5) (𝑁 (3))�̂�𝑏 = −2
√
−1𝜉�̂�,𝑏 = −2Φ�̂�0,𝑏 = −2

√
−1𝐵𝑎𝑏. (13)

Обращение в нуль тензора 𝑁 (3)(𝑋) на 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразии влечет, согласно (13), выполнение
равенств 𝜎𝑎 = 𝜎𝑎 = 0, 𝐵𝑎𝑏 = 𝐵𝑎𝑏 = 0. И первая группа структурных уравнений 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-
многообразия на пространстве присоединенной 𝐺-структуры примет вид:

1) 𝑑𝜔 = 0;

2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿
𝑎
𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔
𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏.
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Следовательно, почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном рас-
пределении 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, для которого 𝑁 (3)(𝑋) = 0, является почти келеровой струк-
турой в классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур.

Наконец, рассмотрим тензор 𝑁 (4)(𝑋) = ∇𝜉(𝜂)(𝑋); ∀𝑋 ∈ 𝒳 (𝑀). На пространстве присо-
единенной 𝐺-структуры это равенство запишется в виде (𝑁 (4))𝑖 = 𝜂𝑖,0, последнее равносильно
соотношениям:

1) (𝑁 (4))0 = 𝜂0,0 = 0;

2) (𝑁 (4))𝑎 = 𝜂𝑎,0 = −
√
−1Φ�̂�0,0 = −𝜎𝑎;

3) (𝑁 (4))�̂� = 𝜂�̂�,0 =
√
−1Φ𝑎0,0 = −𝜎𝑎. (14)

Равенство нулю тензора 𝑁 (4)(𝑋), согласно (14) равносильно соотношениям 𝜎𝑎 = 𝜎𝑎 = 0.
И в этом случае первая группа структурных уравнений 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия на пространстве
присоединенной 𝐺-структуры примет вид:

1) 𝑑𝜔 = 0;

2) 𝑑𝜔𝑎 = −𝜃𝑎𝑏 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿
𝑎
𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏;

3) 𝑑𝜔𝑎 = 𝜃𝑏𝑎 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝑐𝜔
𝑏 ∧ 𝜔𝑐 + 𝜎0𝛿

𝑏
𝑎𝜔 ∧ 𝜔𝑏 +𝐵𝑎𝑏𝜔 ∧ 𝜔𝑏.

А значит, почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном распределе-
нии 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, для которой 𝑁 (4)(𝑋) = 0, является почти келеровой структурой в
классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур.

Как промежуточный факт можно отметить следующее
Предложение 2. Для 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия обращение тензора 𝑁 (2) в нуль равносильно

обращению в нуль тензора 𝑁 (4).
Доказательство. Сравнивая полученные для 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия компоненты тензора

𝑁 (2) и тензора 𝑁 (4) на пространстве присоединенной 𝐺-структуры, а именно соотношения (12)
и (14), получим то, что и требуется доказать.

3. Заключение

Обобщая вышеизложенное, сформулируем следующий результат
Теорема. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях пер-

вого фундаментального распределения:
а) 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является структурой класса 𝑊2 ⊕ 𝑊4, причем она будет почти

келеровой тогда и только тогда, когда 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜎 ⊂ 𝐿(𝜉).
б) интегрируемого 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является структурой класса 𝑊4;
в) нормального 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия является келеровой структурой;
г) 𝑙𝑐𝐴𝐶𝑆-многообразия, для которого𝑁 (2)(𝑋,𝑌 ) = 0, или𝑁 (3)(𝑋) = 0, или𝑁 (4)(𝑋) = 0, яв-

ляется почти келеровой структурой в классификации Грея-Хервеллы почти эрмитовых струк-
тур.
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