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Аннотация

В работе изучается связь проблемы определения количества точек двумерной решётки
приближений Дирихле в гиперболическом кресте и интегрального представления гипер-
болической дзета-функции двумерной решётки приближений Дирихле. Введено понятие
компоненты гиперболической дзета-функции двумерной решётки приближений Дирихле.
Найдено представление для первой компоненты гиперболической дзета-функции двумер-
ной решётки приближений Дирихле через дзета-функцию Римана. Относительно первой
компоненты установлен парадоксальный факт, что она непрерывна для любого ирраци-
онального 𝛽 и разрывна во всех рациональных точках 𝛽. Это относится к зависимости
только от параметра 𝛽.

Для второй компоненты гиперболической дзета-функции двумерной решётки прибли-
жений Дирихле в случае рационального значения 𝛽 = 𝑎

𝑏 получена асимптотическая фор-
мула для количества точек второй компоненты двумерной решётки приближений Дирихле
в гиперболическом кресте. Полученная формула даёт интегральное представление в полу-
плоскости 𝜎 > 1

2 .
Основным инструментом исследований была формула суммирования Эйлера. Для це-

лей работы необходимо было получить явные выражения остаточных членов в асимпто-
тических формулах для числа точек классов вычетов двумерной решётки приближений
Дирихле по растянутой фундаментальной решётке 𝑏Z×Z.

И теорема 1, и теорема 2, доказанные в работе, показывают наличие зависимости вто-
рого члена асимптотической формулы и вычета гиперболической дзета-функции решётки

1Работа подготовлена по гранту РФФИ № 19-41-710004_р_а при финансовой поддержке гранта правитель-
ства Тульской области по Договору ДС/294 от 16.11.2021 г.
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Λ
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)︀
от величины знаменателя 𝑏 и независимости от числителя 𝑎. Ранее аналогичные

эффекты были обнаружены А. Л. Рощеней для других обобщений проблемы Дирихле.
В работе поставлена задача об уточнении порядка остаточного члена в асимптотиче-

ских формулах с помощью изучения величин
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.

Предлагается сначала изучить возможности элементарного метода И. М. Виноградова,
а потом получить наиболее точные оценки с помощью метода тригонометрических сумм.

В работе намечены направления дальнейших исследований по данной тематике.
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Abstract

The paper studies the relationship between the problem of determining the number of
points of a two-dimensional lattice of Dirichlet approximations in a hyperbolic cross and
the integral representation of the hyperbolic zeta function of a two-dimensional lattice of
Dirichlet approximations. The concept of components of hyperbolic zeta-functions of a two-
dimensional lattice of Dirichlet approximations is introduced. A representation is found for
the first component of the hyperbolic zeta function of a two-dimensional lattice of Dirichlet
approximations via the Riemann zeta function. With respect to the first component, the
paradoxical fact is established that it is continuous for any irrational 𝛽 and discontinuous at all
rational points of 𝛽. This refers to the dependency only on the 𝛽 parameter.

For the second component of the hyperbolic zeta-function of the two-dimensional lattice of
Dirichlet approximations in the case of a rational value 𝛽 = 𝑎

𝑏 , an asymptotic formula is obtained
for the number of points of the second component of the two-dimensional lattice of Dirichlet
approximations in the hyperbolic cross. The resulting formula gives an integral representation
in the half-plane 𝜎 > 1

2 .
The main research tool was the Euler summation formula. For the purposes of the work,

it was necessary to obtain explicit expressions of the residual terms in asymptotic formulas for
the number of points of residue classes of a two-dimensional lattice of Dirichlet approximations
over a stretched fundamental lattice 𝑏Z×Z. Both Theorem 1 and Theorem 2, proved in the
paper, show the dependence of the second term of the asymptotic formula and the deduction of
the hyperbolic zeta function of the lattice Λ

(︀
𝑎
𝑏

)︀
depends on the magnitude of the denominator

𝑏 and independence from the numerator 𝑎. Earlier, similar effects were discovered by A. L.
Roscheney for other generalizations of the Dirichlet problem.

The paper sets the task of clarifying the order of the residual term in asymptotic formulas
by studying the quantities
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It is proposed to first study the possibilities of the elementary method of I. M. Vinogradov,
and then to obtain the most accurate estimates using the method of trigonometric sums. The
paper outlines the directions of further research on this topic.
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1. Введение

В работах [6] – [8] была решена проблема аналитического продолжения гиперболической
дзета-функции произвольной целочисленной решётки. В работах [5], [20] эта проблема нашла
своё решение для случая гиперболической дзета-функции произвольной декартовой решётки.

Уже случай двумерной решётки приближений Дирихле при иррациональном 𝛽 не является
декартовой решёткой.

В работе [9] было найдено удобное функциональное уравнение для двумерной решётки
приближений Дирихле в случае рационального 𝛽.

Проблема аналитического продолжения гиперболической дзета-функции решётки тесно
связана с проблемой определения количества точек решётки в гиперболическом кресте.

Цель настоящей работы — найти асимптотическую формулу для количества точек дву-
мерной решётки приближений Дирихле в случае рационального 𝛽.
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2. Компоненты гиперболической дзета-функции двумерной ре-
шётки приближений Дирихле

Пусть у нас задано вещественное число 𝛽 > 0. Рассмотрим решетку Дирихле диофантовых
приближений Λ(𝛽), заданную равенством

Λ(𝛽) = {(𝑞, 𝑞𝛽 − 𝑝))|𝑞, 𝑝 ∈ Z}

с базисом �⃗�1 = (1, 𝛽), �⃗�2 = (0,−1) и базисной матрицей 𝑀(𝛽) =

(︂
1 𝛽
0 −1

)︂
.

Если 𝛽 — рациональное число, то решётка Λ(𝛽) — декартова решётка, в противном случае
она не является декартовой решёткой. В любом случае она является унимодулярной решёткой.

Действительно, если 𝛽 = 𝑎
𝑏 — рациональное число, 𝑎, 𝑏 ∈ N, (𝑎, 𝑏) = 1, то получаем объеди-

нение 𝑏 простейших декартовых решёток:
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𝑏
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+ Z

)︂
. (1)

Из разбиения (1) мы видим, что решётка приближений Дирихле при рациональном 𝛽 = 𝑎
𝑏

содержит целочисленную подрешётку 𝑏Z×Z индекса 𝑏 и разбивается на 𝑏 классов вычетов(︀
𝑘,
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀
+𝑏Z×Z, которые будем обозначать через Λ

(︀
𝑎
𝑏 , 𝑘
)︀
.

Если 𝑏 = 1, то для любого целого 𝑎 решётка Λ(𝑎) = Z2.
Заметим, что для любой решетки Дирихле диофантовых приближений Λ(𝛽) её гиперболи-

ческий параметр 𝑞(Λ(𝛽)) = 1. Действительно,

𝑞(Λ(𝛽)) = min
(𝑞,𝑞𝛽−𝑝)̸=(0,0)

𝑞 · 𝑞𝛽 − 𝑝 = 1 · {𝛽} = 1.

Нетрудно задать её взаимную решётку Λ*(𝛽), которая определяется взаимным базисом

�⃗�*1 = (1, 0), �⃗�*2 = (𝛽,−1), базисной матрицей 𝑀*(𝛽) =

(︂
1 0
𝛽 −1

)︂
и имеет вид:

Λ*(𝛽) = {(𝑞 + 𝑝𝛽,−𝑝)|𝑞, 𝑝 ∈ Z} = {(𝑝− 𝑞𝛽, 𝑞)|𝑞, 𝑝 ∈ Z}.

Ясно, что взаимная решётка Λ*(𝛽) — унимодулярная и 𝑞(Λ*(𝛽)) = 1.
Решётка Λ(𝛽) переводится во взаимную решётку Λ*(𝛽) с помощью унимодулярного линей-

ного преобразования 𝑀 , задаваемого матрицей

𝑀 =

(︂
𝛽2 + 1 −𝛽
−𝛽 1

)︂
.

Кроме этого, унимодулярное линейное преобразование 𝑀1 c матрицей 𝑀1=

(︂
0 1
−1 0

)︂
также

переводит решётку Λ(𝛽) во взаимную решётку Λ*(𝛽).
Гиперболическая дзета-функция решётки Λ(𝛽) задается равенством

𝜁𝐻(Λ(𝛽)|𝛼) =
∑︁

(𝑞,𝑝)̸=(0,0)

1

(𝑞𝑞𝛽 − 𝑝)𝛼
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1,

где 𝑥 = max(1, |𝑥|) для любого вещественного 𝑥. Иногда её удобней записать как сумму по
всем точкам решётки:

𝜁𝐻(Λ(𝛽)|𝛼) = −1 +
∞∑︁

𝑞,𝑝=−∞

1

(𝑞𝑞𝛽 − 𝑝)𝛼
= −1 +

2∑︁
𝜈=0

𝜁𝐻,𝜈(Λ(𝛽)|𝛼), 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1, (2)
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где

𝜁𝐻,0(Λ(𝛽)|𝛼) =
∑︁
𝑞,𝑝=0

1, 𝜁𝐻,1(Λ(𝛽)|𝛼) =
∞∑︁

𝑞,𝑝=−∞,𝑞 ̸=0,|𝑞𝛽−𝑝|<1

1

|𝑞|𝛼
+

∞∑︁
𝑝=−∞,𝑝 ̸=0

1

|𝑝|𝛼
,

𝜁𝐻,2(Λ(𝛽)|𝛼) =
∞∑︁

𝑞,𝑝=−∞,𝑞 ̸=0,|𝑞𝛽−𝑝|>1

1

(|𝑞||𝑞𝛽 − 𝑝|)𝛼
.

Определение 1. Величины 𝜁𝐻,𝜈(Λ(𝛽)|𝛼) (𝜈 = 0, 1, 2) назовём 𝜈-тыми компонентами
гиперболической дзета-функции двумерной решётки приближений Дирихле. Аналогично, 𝜈-
тыми компонентами решётки приближений Дирихле Λ(𝛽) назовём множества Λ𝜈(𝛽), за-
данные равенствами

Λ0(𝛽) = {(0, 0)}, Λ1(𝛽) = {(𝑞, 𝑞𝛽 − 𝑝)|𝑞 ̸= 0, |𝑞𝛽 − 𝑝| < 1}
⋃︁

{(0,−𝑝)|𝑝 ̸= 0},

Λ2(𝛽) = {(𝑞, 𝑞𝛽 − 𝑝)|𝑞 ̸= 0, |𝑞𝛽 − 𝑝| > 1}.

Аналогичное представлению (2), имеем представление для гиперболической дзета-функ-
ции взаимной решётки:

𝜁𝐻(Λ
*(𝛽)|𝛼) = −1 +

∞∑︁
𝑝,𝑞=−∞

1

(𝑝− 𝑞𝛽𝑞)𝛼
= −1 +

2∑︁
𝜈=0

𝜁𝐻,𝜈(Λ
*(𝛽)|𝛼), 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1, (3)

где

𝜁𝐻,0(Λ
*(𝛽)|𝛼) =

∑︁
𝑝,𝑞=0

1, 𝜁𝐻,1(Λ
*(𝛽)|𝛼) =

∞∑︁
𝑝,𝑞=−∞,𝑞 ̸=0,|𝑝−𝑞𝛽|<1

1

|𝑞|𝛼
+

∞∑︁
𝑝=−∞,𝑝 ̸=0

1

|𝑝|𝛼
,

𝜁𝐻,2(Λ
*(𝛽)|𝛼) =

∞∑︁
𝑝,𝑞=−∞,𝑞 ̸=0,|𝑝−𝑞𝛽|>1

1

(|𝑝− 𝑞𝛽||𝑞|)𝛼
.

Определение 2. Величины 𝜁𝐻,𝜈(Λ
*(𝛽)|𝛼) (𝜈 = 0, 1, 2) назовём 𝜈-тыми компонентами

гиперболической дзета-функции взаимной двумерной решётки приближений Дирихле. Ана-
логично, 𝜈-тыми компонентами взаимной решётки приближений Дирихле Λ*(𝛽) назовём
множества Λ*

𝜈(𝛽), заданные равенствами

Λ*
0(𝛽) = {(0, 0)}, Λ*

1(𝛽) = {(𝑝− 𝑞𝛽, 𝑞)|𝑞 ̸= 0, |𝑝− 𝑞𝛽| < 1}
⋃︁

{(𝑝, 0)|𝑝 ̸= 0},

Λ*
2(𝛽) = {(𝑝− 𝑞𝛽, 𝑞)|𝑞 ̸= 0, |𝑝− 𝑞𝛽| > 1}.

Ясно, что унимодулярное линейное преобразование 𝑀1 переводит каждую 𝜈-тую компо-
ненту решётки Λ(𝛽) в 𝜈-тую компоненту взаимной решётки Λ*(𝛽).

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜁𝐻,1(Λ(𝛽)|𝛼) = 𝜁𝐻,1(Λ
*(𝛽)|𝛼) =

⎧⎨⎩
6𝜁(𝛼), при иррациональном 𝛽,
4𝜁(𝛼), при целом 𝛽,(︀
6− 2

𝑏𝛼

)︀
𝜁(𝛼), при рациональном 𝛽 = 𝑎

𝑏 , 𝑏 > 1.
(4)

Доказательство. Действительно, если 𝛽 иррациональное, то для первой компоненты
решётки Λ(𝛽) справедливо представление

Λ1(𝛽) = {(𝑞, {𝑞𝛽})|𝑞 > 1}
⋃︁

{(𝑞, {𝑞𝛽} − 1)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(−𝑞, {−𝑞𝛽})|𝑞 > 1}
⋃︁

⋃︁
{(−𝑞, {−𝑞𝛽} − 1)|𝑞 > 1}

⋃︁
{(0,−𝑝)|𝑝 > 1}

⋃︁
{(0, 𝑝)|𝑝 > 1}.
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Отсюда следует первое равенство для первой компоненты гиперболической дзета-функции
двумерной решётки приближений Дирихле. Аналогично, доказывается этот случай для вза-
имной решётки.

Λ*
1(𝛽) = {(−{𝑞𝛽}, 𝑞)|𝑞 > 1}

⋃︁
{(−{𝑞𝛽}+ 1, 𝑞)|𝑞 > 1}

⋃︁
{(−{−𝑞𝛽},−𝑞)|𝑞 > 1}

⋃︁
⋃︁

{(−{−𝑞𝛽}+ 1,−𝑞)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(−𝑝, 0)|𝑝 > 1}
⋃︁

{(𝑝, 0)|𝑝 > 1}.

Рассмотрим случай 𝛽 — целое число. В этом случае, как было показано выше, Λ(𝛽) = Z2.
Отсюда сразу следует, что

Λ1(𝛽) = Λ*
1(𝛽) = Z2

1 = {(𝑞, 0)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(−𝑞, 0)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(0,−𝑝)|𝑝 > 1}
⋃︁

{(0, 𝑝)|𝑝 > 1}.

Отсюда следует второе равенство для первой компоненты гиперболической дзета-функции
двумерной решётки приближений Дирихле и для первой компоненты гиперболической дзета-
функции взаимной решётки.

Пусть теперь 𝛽 = 𝑎
𝑏 — рациональное, (𝑎, 𝑏) = 1, тогда для первой компоненты решётки

Λ(𝛽) справедливо представление

Λ1

(︁𝑎
𝑏

)︁
=
{︁(︁

𝑞,
{︁
𝑞
𝑎

𝑏

}︁)︁⃒⃒⃒
𝑞 > 1, 𝑞 ̸≡ 0 (mod 𝑏)

}︁⋃︁{︁(︁
𝑞,
{︁
𝑞
𝑎

𝑏

}︁
− 1
)︁⃒⃒⃒
𝑞 > 1, 𝑞 ̸≡ 0 (mod 𝑏)

}︁⋃︁
⋃︁{︁(︁

−𝑞,
{︁
−𝑞𝑎

𝑏

}︁)︁⃒⃒⃒
𝑞 > 1, 𝑞 ̸≡ 0 (mod 𝑏)

}︁⋃︁{︁(︁
−𝑞,

{︁
−𝑞𝑎

𝑏

}︁
− 1
)︁⃒⃒⃒
𝑞 > 1, 𝑞 ̸≡ 0 (mod 𝑏)

}︁⋃︁
⋃︁

{(𝑞𝑏, 0)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(−𝑞𝑏, 0)|𝑞 > 1}
⋃︁

{(0,−𝑝)|𝑝 > 1}
⋃︁

{(0, 𝑝)|𝑝 > 1}.

Отсюда следует третье равенство для первой компоненты гиперболической дзета-функции
двумерной решётки приближений Дирихле. Аналогично доказывается этот случай для вза-
имной решётки. 2

Из доказанной леммы следует, что первая компонента гиперболической дзета-функции
двумерной решётки приближений Дирихле равна первой компоненте гиперболической дзета-
функции взаимной решётки и они обе являются аналитическими функциями на всей ком-
плексной плоскости, кроме точки 𝛼 = 1, в которой у них полюс первого порядка.

Относительно первой компоненты получаем парадоксальный факт, что она непрерывна
для любого иррационального 𝛽 и разрывна во всех рациональных точках 𝛽. Это относится к
зависимости только от параметра 𝛽.

3. Вспомогательные леммы

Нам потребуются следующие обозначения:

𝜌(𝑥) =
1

2
− {𝑥}, 𝜎(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜌(𝑢)𝑑𝑢 =
{𝑥} − {𝑥}2

2
, 𝑟(𝛿) =

1

2
− 3𝛿

2
+
𝛿2

2
,

𝐼(𝑇, 𝛿) =

∞∫︁
𝑇

2𝜎(𝑥− 𝛿)

𝑥3
𝑑𝑥, 𝑅1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

}︂
, 𝑅2(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

{︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

}︂
,

𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

}︂
−

√
𝑇

2𝑏
, 𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

{︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

}︂
−

√
𝑇

2
;

𝑆1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

]︂
, 𝑆2(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

[︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

]︂
, 𝑆3(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

𝑇
𝑏+𝑏𝛿∑︁
𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

]︂
.
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Очевидно, что

𝑅1(𝑇, 𝑏, 𝛿) = 𝑂

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
, 𝑅*

1(𝑇, 𝑏, 𝛿) = 𝑂

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
, 𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿) = 𝑂
(︁√

𝑇
)︁
, 𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿) = 𝑂
(︁√

𝑇
)︁
.

Лемма 2. Для произвольного 𝛿 > 0 справедливо равенство

𝑏−1∑︁
𝑘=0

{︂
𝛿 − 𝑘

𝑏

}︂
=
𝑏− 1

2
+ {𝑏𝛿}.

Доказательство. Положим 𝑐 = [𝑏{𝛿}], 𝜃 = {𝑏𝛿}, тогда

𝑏−1∑︁
𝑘=0

{︂
𝛿 − 𝑘

𝑏

}︂
=

𝑏−1∑︁
𝑘=1

{︂
𝑐+ 𝜃

𝑏
− 𝑘

𝑏

}︂
=

𝑐∑︁
𝑘=0

(︂
𝑐+ 𝜃

𝑏
− 𝑘

𝑏

)︂
+

𝑏−1∑︁
𝑘=𝑐+1

(︂
𝑐+ 𝜃

𝑏
− 𝑘

𝑏
+ 1

)︂
=

=
(𝑐+ 𝜃)𝑏

𝑏
− 𝑏− 1

2
+ 𝑏− 1− 𝑐 =

𝑏− 1

2
+ {𝑏𝛿}.

2

Приведём без доказательства формулу суммирования Эйлера (см. [15], стр. 10, или [2], стр.
33).

Лемма 3. Пусть 𝑓(𝑥) дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке [𝑎, 𝑏], тогда

∑︁
𝑎<𝑥6𝑏

𝑓(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜌(𝑏)𝑓(𝑏)− 𝜌(𝑎)𝑓(𝑎) + 𝜎(𝑎)𝑓 ′(𝑎)− 𝜎(𝑏)𝑓 ′(𝑏) +

𝑏∫︁
𝑎

𝜎(𝑥)𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥.

2

Мы неоднократно будем использовать известную асимптотическую формулу (см. [3], стр.
108)

𝑋∑︁
𝑞=1

1

𝑞
= ln𝑋 + 𝛾 − 𝜃(𝑋)

𝑋
, −1 < 𝜃(𝑋) < 2,

где 𝛾 — константа Эйлера.

Для дальнейшего потребуется более общая лемма, которая в близкой формулировке встре-
чается в малодоступных работах А. Л. Рощени [16]–[19].

Лемма 4. При 0 < 𝛿 < 1 справедлива асимптотическая формула

𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

1

𝑝+ 𝛿
= ln𝑇 +

𝜌(𝑇 − 𝛿)

𝑇
+
𝜎(𝑇 − 𝛿)

𝑇 2
+ 𝑟(𝛿) + 𝐼(1, 𝛿)− 𝐼(𝑇, 𝛿).

Доказательство. Действительно, применяя формулу суммирования Эйлера, получим:

𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

1

𝑝+ 𝛿
=

∑︁
0<𝑝6𝑇−𝛿

1

𝑝+ 𝛿
=

𝑇−𝛿∫︁
0

𝑑𝑥

𝑥+ 𝛿
+
𝜌(𝑇 − 𝛿)

𝑇
− 𝜌(0)

𝛿
−
(︂
−𝜎(𝑇 − 𝛿)

𝑇 2

)︂
+

(︂
−𝜎(0)

𝛿2

)︂
+

+

𝑇−𝛿∫︁
0

2𝜎(𝑥)

(𝑥+ 𝛿)3
𝑑𝑥 = ln𝑇 − ln 𝛿 +

𝜌(𝑇 − 𝛿)

𝑇
− 1

2𝛿
+
𝜎(𝑇 − 𝛿)

𝑇 2
+

1∫︁
𝛿

2𝜎(𝑥− 𝛿)

𝑥3
𝑑𝑥+ 𝐼(1, 𝛿)− 𝐼(𝑇, 𝛿).
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Далее имеем:

1∫︁
𝛿

2𝜎(𝑥)

𝑥3
𝑑𝑥 =

1∫︁
𝛿

𝑥− 𝛿 − 𝑥2 + 2𝑥𝛿 − 𝛿2

𝑥3
𝑑𝑥 =

(︂
1

𝛿
− 1

)︂
(1 + 2𝛿) + ln 𝛿−

−𝛿 + 𝛿2

2

(︂
1

𝛿2
− 1

)︂
= ln 𝛿 +

1

2
+

1

2𝛿
− 3𝛿

2
+
𝛿2

2
= ln 𝛿 +

1

2𝛿
+ 𝑟(𝛿).

Отсюда следует, что

𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

1

𝑝+ 𝛿
= ln𝑇 +

𝜌(𝑇 − 𝛿)

𝑇
+
𝜎(𝑇 − 𝛿)

𝑇 2
+ 𝑟(𝛿) + 𝐼(1, 𝛿)− 𝐼(𝑇, 𝛿).

2

Лемма 5. Справедливо неравенство 0 < 𝐼(𝑇, 𝛿) < 1
8𝑇 2 .

Доказательство. Действительно,

0 6 {𝑥− 𝛿} − {𝑥− 𝛿}2 6 1

4
, 0 <

∞∫︁
𝑇

{𝑥− 𝛿} − {𝑥− 𝛿}2

𝑥3
𝑑𝑥 <

1

4

∞∫︁
𝑇

1

𝑥3
𝑑𝑥 =

1

8𝑇 2
.

2

Заметим, что при 𝛿 = 0 получаем уточнение известной асимптотической формулы

𝑋∑︁
𝑝=1

1

𝑝
= ln𝑋 +

1
2 − {𝑋}

𝑋
+

{𝑋} − {𝑋}2

2𝑋2
+

1

2
+

∞∫︁
1

{𝑥} − {𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥−

∞∫︁
𝑋

{𝑥} − {𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥 =

= ln𝑋 + 𝛾 − 𝜃(𝑋)

𝑋
, −1 < 𝜃(𝑋) < 2,

так как

𝛾 =
1

2
+

∞∫︁
1

{𝑥} − {𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥, −5

8
<

1

2
− {𝑋}+ {𝑋} − {𝑋}2

2𝑋
−𝑋

∞∫︁
𝑋

{𝑥} − {𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥 <

5

8
.

Лемма 6. Справедливо асимптотическое равенство

𝑆1(𝑇, 𝑏, 𝛿)=
𝑇

𝑏

(︂
1

2
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾

)︂
+

√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 𝛿)− 𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
.

Доказательство. Действительно, применяя лемму 4 при 𝛿 = 0 получим:
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𝑆1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

]︂
=
𝑇

𝑏

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

1

𝑞
− 𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
−

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

}︂
= −𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
+

+
𝑇

𝑏

⎛⎝1

2
ln𝑇 − ln 𝑏+

𝑏 ·
(︁
1
2 −

{︁√
𝑇
𝑏

}︁)︁
√
𝑇

+
𝑏2 · 𝜎

(︁√
𝑇
𝑏

)︁
𝑇

+ 𝛾 − 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃⎞⎠−𝑅1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

=
𝑇

𝑏

(︂
1

2
ln𝑇 − ln 𝑏+ 𝛾

)︂
+

√
𝑇

2
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+ 𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
− 𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−𝑅1(𝑇, 𝑏, 𝛿)−

−𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
=
𝑇

𝑏

(︂
1

2
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾

)︂
+

√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 𝛿)− 𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
.

2

Лемма 7. Справедливо асимптотическое равенство

𝑆2(𝑇, 𝑏, 𝛿)=
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇

2
+ 𝑟(𝛿)+𝐼(1, 𝛿)

)︂
−
√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑏
− 𝑇

𝑏
· 𝐼(

√
𝑇 , 𝛿)−

−𝑅*
2(𝑇, 𝑏, 𝛿).

Доказательство. Действительно, применяя лемму 4 получим:

𝑆2(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

[︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

]︂
=
𝑇

𝑏

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

1

𝑝+ 𝛿
−

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

{︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

}︂
= −𝑅2(𝑇, 𝑏, 𝛿)+

+
𝑇

𝑏

(︃
ln𝑇

2
+
𝜌(
√
𝑇 − 𝛿)√
𝑇

+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑇
+ 𝑟(𝛿) + 𝐼(1, 𝛿)− 𝐼

(︁√
𝑇 , 𝛿

)︁)︃
= −𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿)+

+
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇

2
+ 𝑟(𝛿) + 𝐼(1, 𝛿)

)︂
−

√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−

√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑏
− 𝑇

𝑏
𝐼(
√
𝑇 , 𝛿).

2

Лемма 8. Справедливо асимптотическое равенство

𝑆3(𝑇, 𝑏, 𝛿)=
𝑇

𝑏
(ln𝑇−ln 𝑏+𝛾 − 1 + 𝑟(𝛿)+𝐼(1, 𝛿))+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑅*

1(𝑇, 𝑏, 𝛿)−𝑅*
2(𝑇, 𝑏, 𝛿)−

−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑏
− 𝑇

𝑏
·

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+ 𝐼(

√
𝑇 , 𝛿)

)︃
.

Доказательство. Действительно, применяя разбиение Дирихле из проблемы делителей
Дирихле, получим

𝑆3(𝑇, 𝑏, 𝛿)=

𝑇
𝑏+𝑏𝛿∑︁
𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

]︂
=

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

]︂
+

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

[︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

]︂
−

[︃√
𝑇

𝑏

]︃ [︁√
𝑇 − 𝛿

]︁
=

= 𝑆1(𝑇, 𝑏, 𝛿) + 𝑆2(𝑇, 𝑏, 𝛿)−
𝑇

𝑏
+

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
· 𝛿 +

[︃√
𝑇

𝑏

]︃{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
√
𝑇 .
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По леммам 6 и 7 имеем:

𝑆3(𝑇, 𝑏, 𝛿)=
𝑇

𝑏

(︂
1

2
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾

)︂
+

√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 𝛿)− 𝛿 ·

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
+
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇

2
+ 𝑟(𝛿)+𝐼(1, 𝛿)

)︂
−
√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑏
−

−𝑇
𝑏
· 𝐼(

√
𝑇 , 𝛿)−𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿)−
𝑇

𝑏
+

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
· 𝛿 +

[︃√
𝑇

𝑏

]︃{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
√
𝑇 =

=
𝑇

𝑏
(ln𝑇−ln 𝑏+𝛾 − 1 + 𝑟(𝛿)+𝐼(1, 𝛿))+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−𝑅*

1(𝑇, 𝑏, 𝛿)−

−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇 − 𝛿

}︁
+
𝜎(
√
𝑇 − 𝛿)

𝑏
− 𝑇

𝑏
· 𝐼(

√
𝑇 , 𝛿)−𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿).

2

4. Обобщенная проблема Дирихле двумерной решётки прибли-
жений Дирихле в случае рационального параметра

В соответствие с разбиением (1) получаем разбиение второй компоненты решётки Λ2

(︀
𝑎
𝑏

)︀
на вторые компоненты классов вычетов Λ2

(︀
𝑎
𝑏 , 𝑘
)︀
, которые задаются равенствами

Λ2

(︁𝑎
𝑏
, 𝑘
)︁
=

{︂(︂
𝑏𝑞 + 𝑘,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂
− 𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑞 + 𝑘 ̸= 0,

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂
− 𝑝

⃒⃒⃒⃒
> 1

}︂
, (𝑘 = 0, . . . , 𝑏− 1).

Таким образом, имеем:

Λ2

(︁𝑎
𝑏

)︁
=

𝑏−1⋃︁
𝑘=0

Λ2

(︁𝑎
𝑏
, 𝑘
)︁
.

Если 𝐷2

(︀
𝑇
⃒⃒
Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀)︀
— количество точек второй компоненты двумерной решётки прибли-

жений Дирихле Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀
в гиперболическом кресте 𝐾2(𝑇 ), а 𝐷2

(︀
𝑇
⃒⃒
Λ
(︀
𝑎
𝑏 , 𝑘
)︀)︀

— количество точек
второй компоненты класса вычетов Λ2

(︀
𝑎
𝑏 , 𝑘
)︀
в гиперболическом кресте 𝐾2(𝑇 ), то справедливо

равенство

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁)︁
=

𝑏−1∑︁
𝑘=0

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 𝑘
)︁)︁

. (5)

Естественно, что обобщённой проблемой Дирихле для двумерной решётки приближений
Дирихле в случае рационального параметра называется проблема подсчёта точек второй ком-
поненты решётки в гиперболическом кресте.

Начнём изучение со случая 𝑏 = 1.

Лемма 9. Для любого целого 𝑎, 𝑎 ̸= 0 справедливо равенство

𝐷2(𝑇 |Λ(𝑎)) = 𝐷2(𝑇 |Z2) = 4𝑇 ln𝑇 + 4(2𝛾 − 1)𝑇 +Δ(𝑇 ),

Δ(𝑇 ) = −8𝑅*
1(𝑇, 1, 0) + 4

{︁√
𝑇
}︁
− 8

{︁√
𝑇
}︁2

− 8𝑇 · 𝐼(
√
𝑇 , 0) = 𝑂

(︁√
𝑇
)︁
,

где 𝛾 — константа Эйлера.
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Доказательство. Действительно, из определения величины 𝐷2(𝑇 |Z2) имеем:

𝐷2(𝑇 |Z2) =
∑︁

|𝑞|,|𝑝|>1,16|𝑞||𝑝|6𝑇

1 = 4
𝑇∑︁
𝑞=1

𝑇
𝑞∑︁

𝑝=1

1 = 4
𝑇∑︁
𝑞=1

[︂
𝑇

𝑞

]︂
.

Применим разбиение Дирихле из проблемы делителей Дирихле, получим

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) = 4

√
𝑇∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑞

]︂
+ 4

√
𝑇∑︁

𝑝=1

[︂
𝑇

𝑝

]︂
− 4

√
𝑇∑︁

𝑞=1

√
𝑇∑︁

𝑝=1

1 = 8𝑆1(𝑇, 1, 0)− 4
(︁√
𝑇−

{︁√
𝑇
}︁)︁2

.

По лемме 6 имеем:

𝑆1(𝑇, 1, 0)=𝑇 ·
(︂
1

2
ln𝑇+𝛾

)︂
−
√
𝑇
{︁√

𝑇
}︁
+𝜎

(︁√
𝑇
)︁
−𝑇 · 𝐼

(︁√
𝑇 , 0

)︁
−𝑅*

1(𝑇, 1, 0).

Отсюда следует, что

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) = 4𝑇 ln𝑇 + 4(2𝛾 − 1)𝑇 +Δ(𝑇 ),

Δ(𝑇 ) = −8𝑅*
1(𝑇, 1, 0)+ 8

√
𝑇
{︁√

𝑇
}︁
− 4

{︁√
𝑇
}︁2

− 8
√
𝑇
{︁√

𝑇
}︁
+ 4

{︁√
𝑇
}︁
− 4

{︁√
𝑇
}︁2

−

−8𝑇 · 𝐼(
√
𝑇 , 0) = −8𝑅*

1(𝑇, 1, 0) + 4
{︁√

𝑇
}︁
− 8

{︁√
𝑇
}︁2

− 8𝑇 · 𝐼(
√
𝑇 , 0).

В силу леммы 5 имеем:

−5 < 4
{︁√

𝑇
}︁
− 8

{︁√
𝑇
}︁2

− 8𝑇 · 𝐼(
√
𝑇 , 0) <

1

2
,

поэтому Δ(𝑇 ) = −8𝑅*
1(𝑇, 1, 0) +𝑂(1) = 𝑂

(︁√
𝑇
)︁
. 2

Лемма 10. Для рационального 𝛽 = 𝑎
𝑏 , 𝑏 > 1, (𝑎, 𝑏) = 1 и целого 𝑘, 0 6 𝑘 6 𝑏 − 1 при

𝑇 > 𝑏2 справедливы равенства:

при 𝑘 = 0

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 0
)︁)︁

=
4𝑇

𝑏
(ln𝑇 − ln 𝑏+ 2𝛾 − 1) + Δ

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 0
)︁
,

Δ
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 0
)︁
=−4 (𝑅*

1(𝑇, 𝑏, 0)+𝑅
*
2(𝑇, 𝑏, 0))−4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇
}︁
+
4𝜎(

√
𝑇 ) + 4𝑏2𝜎

(︁√
𝑇
𝑏

)︁
𝑏

−

−4𝑇

𝑏

(︃
𝐼(
√
𝑇 , 0) + 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃)︃
=𝑂

(︁√
𝑇
)︁
,

при 𝑘 = 1, . . . , 𝑏− 1

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 0
)︁)︁

=
2𝑇

𝑏

(︂
2 ln𝑇−2 ln 𝑏+2𝛾 − 2 + 𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+

+𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
+Δ

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 𝑘
)︁
,
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Δ
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 𝑘
)︁
=

= −2

(︂
𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
+

+4

⎛⎝𝑏 · 𝜎(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎
(︁√

𝑇 −
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

⎞⎠− 2𝑇

𝑏
·

(︃
2𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼

(︂√
𝑇 ,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂√
𝑇 , 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃
−

−2

(︃{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 −

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 − 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂)︃
,

где 𝛾 — константа Эйлера.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай 𝑘 = 0. Для Λ
(︀
𝑎
𝑏 , 0
)︀
= 𝑏Z×Z имеем:

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 0
)︁)︁

= 4

𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞

]︂
.

Чтобы получить нужную асимптотическую формулу, применим разбиение Дирихле, полу-
чим:

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 0
)︁)︁

= 4

⎛⎜⎝
√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞

]︂
+

√
𝑇∑︁

𝑝=1

[︂
𝑇

𝑏𝑝

]︂
−

[︃√
𝑇

𝑏

]︃ [︁√
𝑇
]︁⎞⎟⎠ =

= 4

(︂
𝑆1(𝑇, 𝑏, 0) + 𝑆2(𝑇, 𝑏, 0)−

𝑇

𝑏

)︂
+ 4

(︃{︃√
𝑇

𝑏

}︃
√
𝑇 +

√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇
}︁
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇
}︁)︃

.

По леммам 6 и 7 имеем:

𝑆1(𝑇, 𝑏, 0)==
𝑇

𝑏

(︂
1

2
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾

)︂
+

√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 0),

𝑆2(𝑇, 𝑏, 0)=
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇

2
+ 𝛾

)︂
−
√
𝑇 (𝑏− 1)

2𝑏
−
√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇
}︁
+
𝜎(
√
𝑇 )

𝑏
− 𝑇

𝑏
· 𝐼(

√
𝑇 , 0)−

−𝑅*
2(𝑇, 𝑏, 0).

Отсюда следует, что

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 0
)︁)︁

=
4𝑇

𝑏
(ln𝑇 − ln 𝑏+ 2𝛾 − 1) + Δ

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 0
)︁
,

Δ
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏
, 0
)︁
= −4 (𝑅*

1(𝑇, 1, 0)+𝑅
*
2(𝑇, 𝑏, 0)) + 4

(︃{︃√
𝑇

𝑏

}︃
√
𝑇 +

√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇
}︁
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇
}︁)︃

+

+4

(︃
−
√
𝑇

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑇

𝑏
· 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−
√
𝑇

𝑏

{︁√
𝑇
}︁
+
𝜎(
√
𝑇 )

𝑏
− 𝑇

𝑏
· 𝐼(

√
𝑇 , 0)

)︃
=

= −4 (𝑅*
1(𝑇, 1, 0)+𝑅

*
2(𝑇, 𝑏, 0))− 4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁√
𝑇
}︁
+ 4

(︃
𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎(
√
𝑇 )

𝑏

)︃
−

−4𝑇

𝑏

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+ 𝐼(

√
𝑇 , 0)

)︃
.
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Пусть теперь 1 6 𝑘 6 𝑏− 1, тогда 0 <
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀
< 1 и

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 𝑘
)︁)︁

= 2

⎛⎜⎜⎝
𝑇

𝑏+𝑏{𝑎𝑘
𝑏 }∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂]︂
+

𝑇

2𝑏−𝑏{𝑎𝑘
𝑏 }∑︁

𝑞=1

[︂
𝑇

𝑏𝑞
− 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂]︂⎞⎟⎟⎠ =

= 2

(︂
𝑆3

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+ 𝑆3

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
.

Применяя лемму 8, получаем:

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏
, 𝑘
)︁)︁

= 2

(︃
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾 − 1 + 𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−

−𝑅*
1

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
−𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 −

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+
𝜎
(︁√

𝑇 −
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

−

−𝑇
𝑏
·

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼

(︂√
𝑇 ,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃
+
𝑇

𝑏

(︂
ln𝑇−ln 𝑏+𝛾−1+𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
+

+𝑏 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
−𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
−𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 − 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+

+
𝜎
(︁√

𝑇 − 1 +
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

− 𝑇

𝑏
·

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+ 𝐼

(︂√
𝑇 , 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃⎞⎠ =

=
2𝑇

𝑏

(︂
2 ln𝑇−2 ln 𝑏+2𝛾 − 2 + 𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
−

−2

(︂
𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
+

+4

⎛⎝𝑏 · 𝜎(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎
(︁√

𝑇 −
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

⎞⎠− 2𝑇

𝑏
·

(︃
2𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼

(︂√
𝑇 ,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂√
𝑇 , 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃
−

−2

(︃{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 −

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 − 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂)︃
.

2

Лемма 11. Для 𝑀𝑚
(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑀𝑚
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
=

4𝑇

𝑏
(ln𝑇 − ln 𝑏+ 2𝛾 − 1) +

𝑏−1∑︁
𝑘=1

2𝑇

𝑏

(︂
2 ln𝑇−2 ln 𝑏+2𝛾 − 2 + 𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+

+𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+ 𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
справедливо равенство

𝑀𝑚
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+ 4𝑇

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)

)︂
.
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Доказательство. Действительно, имеем:

𝑀𝑚
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
=

4𝑇

𝑏
(ln𝑇 − ln 𝑏+ 2𝛾 − 1) +

𝑏−1∑︁
𝑘=1

2𝑇

𝑏

(︂
2 ln𝑇−2 ln 𝑏+2𝛾 − 2 + 𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+

+𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+ 𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+

4𝑇 (𝑏+ 1)

𝑏
(𝛾 − 1)+

+
4𝑇

𝑏
(𝑅(𝑇, 𝑏) + 𝐽(𝑇, 𝑏)) ,

где

𝑅(𝑇, 𝑏)=
𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑟

(︂{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑟

(︂
1−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
, 𝐽(𝑇, 𝑏)=

𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝐼

(︂
1,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂
1, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
.

Так как (𝑎, 𝑏) = 1, то

𝑅(𝑇, 𝑏)=
𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑟

(︂{︂
𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑟

(︂
1−
{︂
𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
=
𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︃
1

2
− 3𝑘

2𝑏
+
𝑘2

2𝑏2
+
1

2
− 3

2

(︂
1− 𝑘

𝑏

)︂
+
1

2

(︂
1− 𝑘

𝑏

)︂2
)︃

=

=
𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑏
+
𝑘2

𝑏2

)︂
=
𝑏− 1

2
+

(𝑏− 1)(2𝑏− 1)

6𝑏
=

(𝑏− 1)(5𝑏− 1)

6𝑏
.

𝐽(𝑇, 𝑏)− 2𝐼(1, 0) =

∞∫︁
1

𝑏−1∑︀
𝑘=0

(︁{︀
𝑥− 𝑘

𝑏

}︀
−
{︀
𝑥− 𝑘

𝑏

}︀2
+
{︀
𝑥− 1 + 𝑘

𝑏

}︀
−
{︀
𝑥− 1 + 𝑘

𝑏

}︀2)︁
𝑥3

𝑑𝑥

Положим 𝑦 = [𝑏𝑥], тогда 𝑥 = 𝑦
𝑏 +

{𝑏𝑥}
𝑏 и

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︃{︂
𝑥− 𝑘

𝑏

}︂
−
{︂
𝑥− 𝑘

𝑏

}︂2

+

{︂
𝑥− 1 +

𝑘

𝑏

}︂
−
{︂
𝑥− 1 +

𝑘

𝑏

}︂2
)︃

=

=
𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︃{︂
𝑦 − 𝑘

𝑏

}︂
+

{𝑏𝑥}
𝑏

−
(︂{︂

𝑦 − 𝑘

𝑏

}︂
+

{𝑏𝑥}
𝑏

)︂2

+

{︂
𝑦 + 𝑘

𝑏

}︂
+

{𝑏𝑥}
𝑏

−
(︂{︂

𝑦 + 𝑘

𝑏

}︂
+

{𝑏𝑥}
𝑏

)︂2
)︃

=

=
2

𝑏

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑘 + {𝑏𝑥} − (𝑘 + {𝑏𝑥})2

𝑏

)︂
= 𝑏− 1 + 2{𝑏𝑥} − (𝑏− 1)(2𝑏− 1)

3𝑏
− 2(𝑏− 1)

𝑏
{𝑏𝑥} − 2

𝑏
{𝑏𝑥}2 =

=
𝑏2 − 1

3𝑏
+

2

𝑏
({𝑏𝑥} − {𝑏𝑥}2).

Отсюда следует, что

𝐽(𝑇, 𝑏)− 2𝐼(1, 0) =

∞∫︁
1

𝑏2−1
3𝑏 + 2

𝑏 ({𝑏𝑥} − {𝑏𝑥}2)
𝑥3

𝑑𝑥 =
𝑏2 − 1

6𝑏
+

2

𝑏

∞∫︁
1

{𝑏𝑥} − {𝑏𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥 =

𝑏2 − 1

6𝑏
+

+
2

𝑏

∞∫︁
𝑏

{𝑡} − {𝑡}2(︀
𝑡
𝑏

)︀3 𝑑
𝑡

𝑏
=
𝑏2 − 1

6𝑏
+ 2𝑏𝐼(𝑏, 0).

Таким образом, имеем:

𝑅(𝑇, 𝑏) + 𝐽(𝑇, 𝑏) =
(𝑏− 1)(5𝑏− 1)

6𝑏
+ 2𝐼(1, 0) +

𝑏2 − 1

6𝑏
+ 2𝑏𝐼(𝑏, 0) = 𝑏− 1 + 2𝐼(1, 0) + 2𝑏𝐼(𝑏, 0) =

= 𝑏− 2 + 2𝛾 + 2𝑏𝐼(𝑏, 0).
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Отсюда окончательно для 𝑀𝑚
(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
получим:

𝑀𝑚
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+

4𝑇 (𝑏+ 1)

𝑏
(𝛾 − 1) +

4𝑇

𝑏
(𝑏− 2 + 2𝛾 + 2𝑏𝐼(𝑏, 0)) =

= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+ 4𝑇

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)

)︂
.

2

Лемма 12. Для 𝑅*
1

(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑅*
1

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
справедливо равенство

𝑅*
1

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑞

}︂
+ 2

√
𝑇

𝑏
+ 2

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
(𝑏− 1).

Доказательство. Действительно, имеем:

𝑅*
1

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

1

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
=

= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎜⎝
√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
−

√
𝑇

2𝑏
+

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
−

√
𝑇

2𝑏

⎞⎟⎠ =

= −2

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂{︂
𝑇

𝑏𝑞
−
{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂)︂
+ 2

√
𝑇 =

= −2

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝⎧⎨⎩
[︁
𝑇
𝑞

]︁
+
{︁
𝑇
𝑞

}︁
− 𝑘

𝑏

⎫⎬⎭+

⎧⎨⎩
[︁
𝑇
𝑞

]︁
+
{︁
𝑇
𝑞

}︁
+ 𝑘

𝑏

⎫⎬⎭
⎞⎠+ 2

√
𝑇 =

= −4

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝𝑘
𝑏
+

{︁
𝑇
𝑞

}︁
𝑏

⎞⎠+ 2
√
𝑇 = −2

[︃√
𝑇

𝑏

]︃
(𝑏− 1)− 4

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑞

}︂
+ 2

√
𝑇 =

= −4

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑞

}︂
+ 2

√
𝑇

𝑏
+ 2

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
(𝑏− 1).

2

Лемма 13. Для 𝑅*
2

(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑅*
2

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
справедливо равенство

𝑅*
2

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

𝑏
√
𝑇∑︁

𝑝=1

{︂
𝑇

𝑝

}︂
+ 2𝑏

√
𝑇 .
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Доказательство. Действительно, имеем:

𝑅*
2

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝑅*

2

(︂
𝑇, 𝑏, 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︂
=

= −2
𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎜⎝
√
𝑇−{𝑎𝑘

𝑏 }∑︁
𝑝=1

{︃
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀}︃−
√
𝑇

2
+

√
𝑇−1+{𝑎𝑘

𝑏 }∑︁
𝑝=1

{︃
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏− 𝑏
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀}︃−
√
𝑇

2

⎞⎟⎠ =

= −4
𝑏−1∑︁
𝑘=0

√
𝑇− 𝑘

𝑏∑︁
𝑝=1

{︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑘

}︂
+ 2𝑏

√
𝑇 = −4

𝑏
√
𝑇∑︁

𝑝=1

{︂
𝑇

𝑝

}︂
+ 2𝑏

√
𝑇 .

2

Лемма 14. Для 𝑆𝜎
(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑆𝜎
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝𝑏 · 𝜎(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎
(︁√

𝑇 −
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

⎞⎠
справедливо равенство

𝑆𝜎
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4𝑏2 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝑏2 − 1

3𝑏2
+ 2

{𝑏
√
𝑇} − {𝑏

√
𝑇}2

𝑏2
.

Доказательство. Действительно, имеем:

𝑆𝜎
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝𝑏 · 𝜎(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎
(︁√

𝑇 −
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︁
𝑏

⎞⎠ = 4𝑏2 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
4

𝑏

𝑏−1∑︁
𝑘=0

𝜎

(︂√
𝑇 − 𝑘

𝑏

)︂
.

2
𝑏−1∑︁
𝑘=0

𝜎

(︂√
𝑇 − 𝑘

𝑏

)︂
=

𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝{︃ [𝑏
√
𝑇 ] + {𝑏

√
𝑇} − 𝑘

𝑏

}︃
−

{︃
[𝑏
√
𝑇 ] + {𝑏

√
𝑇} − 𝑘

𝑏

}︃2
⎞⎠ =

=
𝑏−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝𝑘
𝑏
+

{𝑏
√
𝑇}
𝑏

−

(︃
𝑘

𝑏
+

{𝑏
√
𝑇}
𝑏

)︃2
⎞⎠ =

𝑏− 1

2
+ {𝑏

√
𝑇} − (𝑏− 1)(2𝑏− 1)

6𝑏
− 𝑏− 1

𝑏
{𝑏
√
𝑇}−

−{𝑏
√
𝑇}2

𝑏
=
𝑏2 − 1

6𝑏
+

{𝑏
√
𝑇} − {𝑏

√
𝑇}2

𝑏
.

2

Лемма 15. Для 𝑆𝐼
(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑆𝐼
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2𝑇

𝑏
·
𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︃
2𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼

(︂√
𝑇 ,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂√
𝑇 , 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃

справедливо равенство

𝑆𝐼
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4𝑇𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
− 1

3
+

1

3𝑏2
− 4𝑇 · 𝐼(𝑏

√
𝑇 , 0).
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Доказательство. Действительно, имеем:

𝑆𝐼
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2𝑇

𝑏
·
𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︃
2𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼

(︂√
𝑇 ,

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂
+𝐼

(︂√
𝑇 , 1−

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂)︂)︃
= −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−4𝑇

𝑏

∞∫︁
√
𝑇

𝑏−1∑︀
𝑘=0

{︀
𝑥− 𝑘

𝑏

}︀
−
{︀
𝑥− 𝑘

𝑏

}︀2
𝑥3

𝑑𝑥 = −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
− 4𝑇

𝑏

∞∫︁
√
𝑇

𝑏−1∑︀
𝑘=0

𝑘+{𝑏𝑥}
𝑏 −

(︁
𝑘+{𝑏𝑥}

𝑏

)︁2
𝑥3

𝑑𝑥 =

= −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
− 4𝑇

𝑏

∞∫︁
√
𝑇

𝑏−1
2 + {𝑏𝑥} − (𝑏−1)(2𝑏−1)

6𝑏 − (𝑏−1){𝑏𝑥}
𝑏 − {𝑏𝑥}2

𝑏

𝑥3
𝑑𝑥 = −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
−

−4𝑇

𝑏

∞∫︁
√
𝑇

𝑏2−1
6𝑏 + {𝑏𝑥}−{𝑏𝑥}2

𝑏

𝑥3
𝑑𝑥 = −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
− 𝑏2 − 1

3𝑏2
− 4𝑇

∞∫︁
𝑏
√
𝑇

{𝑥} − {𝑥}2

𝑥3
𝑑𝑥.

2

Лемма 16. Для 𝑆𝐷
(︀
𝑇, 𝑎𝑏

)︀
, заданного равенством

𝑆𝐷
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −2

𝑏−1∑︁
𝑘=0

(︃{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 −

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂
+

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︂√
𝑇 − 1 +

{︂
𝑎𝑘

𝑏

}︂}︂)︃

справедливо равенство

𝑆𝐷
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃(︂
𝑏− 1

2
+
{︁
𝑏
√
𝑇
}︁)︂

.

Доказательство. Действительно, имеем:

𝑆𝐷
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
𝑏−1∑︁
𝑘=0

𝑘 +
{︁
𝑏
√
𝑇
}︁

𝑏
= −4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃(︂
𝑏− 1

2
+
{︁
𝑏
√
𝑇
}︁)︂

.

2

Теорема 1. Справедливо асимптотическое равенство

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁)︁
=𝑀𝑚

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
+𝑅*

1

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
+𝑅*

2

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
+ 𝑆𝜎

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
+ 𝑆𝐼

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
+ 𝑆𝐷

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
,

где

𝑀𝑚
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+ 4𝑇

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)

)︂
,

𝑅*
1

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑞

}︂
+ 2

√
𝑇

𝑏
+ 2

{︃√
𝑇

𝑏

}︃
(𝑏− 1),
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𝑅*
2

(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

𝑏
√
𝑇∑︁

𝑝=1

{︂
𝑇

𝑝

}︂
+ 2𝑏

√
𝑇 ,

𝑆𝜎
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= 4𝑏2 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝑏2 − 1

3𝑏2
+ 2

{𝑏
√
𝑇} − {𝑏

√
𝑇}2

𝑏2
,

𝑆𝐼
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4𝑇 · 𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
− 1

3
+

1

3𝑏2
− 4𝑇 · 𝐼(𝑏

√
𝑇 , 0),

𝑆𝐷
(︁
𝑇,
𝑎

𝑏

)︁
= −4

{︃√
𝑇

𝑏

}︃(︂
𝑏− 1

2
+
{︁
𝑏
√
𝑇
}︁)︂

.

Доказательство. Действительно, из (5) и лемм 10—16 следует утверждение теоремы. 2

5. Интегральное представление для второй компоненты гипер-
болической дзета-функции двумерной решётки приближений
Дирихле

По теореме Абеля вторую компоненту гиперболической дзета-функции двумерной решётки
приближений Дирихле можно представить в следующем интегральном виде

𝜁𝐻,2(Λ(𝛽)|𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

𝐷2(𝑡|Λ(𝛽))𝑑𝑡
𝑡𝛼+1

,

где 𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) — количество точек второй компоненты двумерной решётки приближений
Дирихле Λ(𝛽) в гиперболическом кресте 𝐾2(𝑇 ). Гиперболический крест 𝐾2(𝑇 ) задается ра-
венством

𝐾2(𝑇 ) = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 · 𝑦 6 𝑇}.

Лемма 17. Для иррационального 𝛽 справедливо равенство

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) = 4𝑇 ln𝑇 + 2(4𝛾 − 3 + 𝜃(𝑇 ))𝑇 +𝑂
(︁√

𝑇
)︁
,

где 𝛾 — константа Эйлера и 1
6 6 𝜃(𝑇 ) < 1.

Доказательство. Действительно, из определения величины 𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) имеем:

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) =
∑︁

|𝑞𝛽−𝑝|>1,16|𝑞||𝑞𝛽−𝑝|6𝑇

1 = 2
𝑇∑︁
𝑞=1

∑︁
16|𝑞𝛽−𝑝|6𝑇

𝑞

1 = 2
𝑇∑︁
𝑞=1

⎛⎜⎝
𝑇
𝑞
−{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1 +

𝑇
𝑞
−1+{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1

⎞⎟⎠ .

Применим разбиение Дирихле из проблемы делителей Дирихле, получим

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) = 2

√
𝑇∑︁

𝑞=1

⎛⎜⎝
𝑇
𝑞
−{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1 +

𝑇
𝑞
−1+{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1

⎞⎟⎠+ 2

√
𝑇∑︁

𝑝=1

⎛⎝ ∑︁
𝑞>1,𝑞(𝑝+{𝑞𝛽})6𝑇

1 +
∑︁

𝑞>1,𝑞(𝑝+1−{𝑞𝛽})6𝑇

1

⎞⎠−
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−2

√
𝑇∑︁

𝑞=1

⎛⎝√
𝑇−{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1 +

√
𝑇−1+{𝑞𝛽}∑︁
𝑝=1

1

⎞⎠ = 2

√
𝑇∑︁

𝑞=1

(︂
𝑇

𝑞
− {𝑞𝛽} −

{︂
𝑇

𝑞
− {𝑞𝛽}

}︂
+
𝑇

𝑞
− 1 + {𝑞𝛽}−

−
{︂
𝑇

𝑞
−1 +{𝑞𝛽}

}︂)︂
− 2

√
𝑇∑︁

𝑞=1

(︁√
𝑇−{𝑞𝛽}−

{︁√
𝑇−{𝑞𝛽}

}︁
+
√
𝑇−1+{𝑞𝛽}−

{︁√
𝑇−1 +{𝑞𝛽}

}︁)︁
+

+2

√
𝑇∑︁

𝑝=1

⎛⎜⎝2
𝑇

𝑝+ 1
− 2

{︂
𝑇

𝑝+ 1

}︂
+

∑︁
𝑞> 𝑇

𝑝+1
,𝑞(𝑝+{𝑞𝛽})6𝑇

1 +
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+1−{𝑞𝛽})6𝑇

1

⎞⎟⎠ = 2(𝑆1 + 𝑆2 − 𝑆3).

Для 𝑆1 получим:

𝑆1 = 2𝑇

√
𝑇∑︁

𝑞=1

1

𝑞
−𝑂

(︁√
𝑇
)︁
= 𝑇 ln𝑇 + 2𝛾𝑇 +𝑂

(︁√
𝑇
)︁
.

Для 𝑆3 имеем оценку: 𝑆3 = 𝑇 −𝑂
(︁√

𝑇
)︁
.

Перейдем к оценке 𝑆2. Так как max({𝑞𝛽}, 1− {𝑞𝛽}) = 1− ‖𝑞𝛽‖ > 1
2 , min({𝑞𝛽}, 1− {𝑞𝛽}) =

= ‖𝑞𝛽‖ 6 1
2 , то

𝑆4(𝑝) =
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+{𝑞𝛽})6𝑇

1 +
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+1−{𝑞𝛽})6𝑇

1 =
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+‖𝑞𝛽‖)6𝑇

1 +
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+1−‖𝑞𝛽‖)6𝑇

1 =

=
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞6 𝑇

𝑝+1
2

1 +
∑︁

𝑞> 𝑇

𝑝+1
2

,𝑞(𝑝+‖𝑞𝛽‖)6𝑇

1 +
∑︁

𝑞> 𝑇
𝑝+1

,𝑞(𝑝+1−‖𝑞𝛽‖)6𝑇

1.

Нетрудно видеть, что

𝑆4(𝑝) >
𝑇

𝑝+ 1
2

− 𝑇

𝑝+ 1
− 1 =

𝑇

2(𝑝+ 1
2)(𝑝+ 1)

− 1, 𝑆4(𝑝) 6
𝑇

𝑝
− 𝑇

𝑝+ 1
+ 1 =

𝑇

𝑝(𝑝+ 1)
+ 1.

Отсюда следует, что

𝑆2 = 2𝑇

√
𝑇∑︁

𝑝=1

1

𝑝+ 1
+

√
𝑇∑︁

𝑝=1

𝑆4(𝑝) +𝑂
(︁√

𝑇
)︁
= 𝑇 ln𝑇 + (2𝛾 − 2)𝑇 + 𝜃(𝑇 )𝑇 +𝑂

(︁√
𝑇
)︁
,

где 1
6 6 𝜃(𝑇 ) < 1. Объединяя все оценки, получим требуемое утверждение

𝐷2(𝑇 |Λ(𝛽)) = 4𝑇 ln𝑇 + 2(4𝛾 − 3 + 𝜃(𝑇 ))𝑇 +𝑂
(︁√

𝑇
)︁
.

2

Заметим, что оценка константы в остаточном члене в 10 раз лучше чем та, что получается
из общей оценки работы [13].

Теорема 2. Для рационального 𝑎
𝑏 , 𝑏 > 1 и 𝜎 > 1

2 справедливо интегральное представ-
ление для второй компоненты гиперболической дзета-функции двумерной решётки прибли-
жений Дирихле

𝜁𝐻,2

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁
|𝛼
)︁
=

𝛼

(𝛼− 1)2
+

4𝛼

𝛼− 1

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)− ln 𝑏

)︂
+ 𝛼

∞∫︁
1

Δ2

(︀
𝑡
⃒⃒
Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀)︀
)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
,
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где

Δ2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁)︁
= −4

⎛⎜⎝
√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑞

}︂
−

√
𝑇

2𝑏

⎞⎟⎠− 4

⎛⎝𝑏
√
𝑇∑︁

𝑝=1

{︂
𝑇

𝑝

}︂
− 𝑏

√
𝑇

2

⎞⎠+

+4

(︃
𝑏2 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎(𝑏

√
𝑇 )

𝑏2
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁
𝑏
√
𝑇
}︁)︃

− 4𝑇 ·

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼(𝑏

√
𝑇 , 0)

)︃
.

Доказательство. Действительно, из теоремы 1 следует, что

𝐷2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁)︁
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+ 4𝑇

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
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)︂
− 4

⎛⎜⎝
√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1
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𝑇

𝑞
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−

√
𝑇

2𝑏

⎞⎟⎠−

−4

⎛⎝𝑏
√
𝑇∑︁

𝑝=1

{︂
𝑇

𝑝

}︂
− 𝑏

√
𝑇

2

⎞⎠+ 4
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𝑏2 · 𝜎

(︃√
𝑇

𝑏

)︃
+
𝜎(𝑏

√
𝑇 )

𝑏2
−

{︃√
𝑇

𝑏

}︃{︁
𝑏
√
𝑇
}︁)︃

−

−4𝑇 ·

(︃
𝐼

(︃√
𝑇

𝑏
, 0

)︃
+𝐼(𝑏

√
𝑇 , 0)

)︃
= 4𝑇 ln𝑇 − 4𝑇 ln 𝑏+ 4𝑇

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)

)︂
+

+Δ2

(︁
𝑇
⃒⃒⃒
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁)︁
.

Отсюда следует, что

𝜁𝐻,2

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
= 𝛼

∞∫︁
1

4𝑡 ln 𝑡− 4𝑡 ln 𝑏+ 4𝑡
(︀
2𝑏−1
𝑏 𝛾 − 3

𝑏 + 2𝐼(𝑏, 0)
)︀
𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
+ 𝛼

∞∫︁
1

Δ2

(︀
𝑡
⃒⃒
Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀)︀
)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
.

Второй несобственный интеграл абсолютно сходится при 𝜎 > 1
2 , так как числитель подын-

тегральной функции есть 𝑂(
√
𝑡).

Для первого несобственного интеграла имеем:

𝛼

∞∫︁
1

4𝑡 ln 𝑡− 4𝑡 ln 𝑏+ 4𝑡
(︀
2𝑏−1
𝑏 𝛾 − 3

𝑏 + 2𝐼(𝑏, 0)
)︀
𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
=

=
4𝛼

𝛼− 1

(︂
2𝑏− 1

𝑏
𝛾 − 3

𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)− ln 𝑏

)︂
+ 4𝛼

∞∫︁
1

ln 𝑡𝑑𝑡

𝑡𝛼
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𝛼
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ln 𝑡𝑑𝑡
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𝛼

(𝛼− 1)2
.

Отсюда следует, что
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𝑏
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𝛼
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+
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𝑏
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𝑏
+ 2𝐼(𝑏, 0)− ln 𝑏

)︂
+ 𝛼
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1
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𝑡
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Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀)︀
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𝑡𝛼+1
.
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6. Заключение

Найденное интегральное представление для второй компоненты гиперболической дзета-
функции двумерной решётки приближений Дирихле в случае рационального 𝛽 в полуплос-
кости 𝜎 > 1

2 позволяет ставить вопрос о получении новых интегральных представлений, для
которых абсцисса абсолютной сходимости последовательно сдвигается влево. Изучение этого
вопроса будет темой следующих статей по этой теме.

И теорема 1, и теорема 2 показывают наличие зависимости второго члена асимптотической
формулы и вычета гиперболической дзета-функции решётки Λ

(︀
𝑎
𝑏

)︀
от величины знаменателя

𝑏 и независимости от числителя 𝑎. Ранее аналогичные эффекты были обнаружены А. Л. Ро-
щеней для других обобщений проблемы Дирихле в работах [16]–[19].

Из содержания работы следует, что для уточнения порядка остаточного члена в асимпто-
тических формулах важно изучение величин

𝑅*
1(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇
𝑏∑︁

𝑞=1

{︂
𝑇

𝑏𝑞
− 𝛿

}︂
−

√
𝑇

2𝑏
, 𝑅*

2(𝑇, 𝑏, 𝛿) =

√
𝑇−𝛿∑︁
𝑝=1

{︂
𝑇

𝑏𝑝+ 𝑏𝛿

}︂
−

√
𝑇

2
.

Естественно, сначала следует изучить возможности элементарного метода И. М. Виногра-
дова, изложенного в [1]—[4]. Затем необходимо получить наиболее точные оценки с помощью
метода тригонометрических сумм (см. [15]).

Важным является вопрос о переносе полученных результатов на случай иррационального
𝛽.
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