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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача подсчета целых (рациональных) точек или векторов — классическая
задача теории чисел. С ее решением связаны другие задачи. Например, пробле-
ма круга или задачи метрической теории диофантовых приближений, изучаю-
щие экстремальные многообразия. В последнее 10-летие получено продвижение
в решении задачи о числе точек с рациональными координатами вблизи неко-
торых гладких кривых Γ ⊂ Rn, n > 3, в смысле получения нижних границ
того же порядка, что и верхних. Отсюда следует, что такие точки равномерно
распределены вблизи Γ ([1], [2]).

Пусть t ∈ R. Будем рассматривать приближения нуля значениями многочле-
на P = P (t) = ant

n+ · · ·+ a1t+ a0 ∈ Z[t], n > 3, an 6= 0, в точках t при возраста-
нии высоты H(P ) = max(|an|, . . . , |a0|) и фиксированном n. Пусть α1, α2, . . . , αn
— корни многочлена P , и µi > 0 (i = 1, 2, 3). Рассмотрим параллелепипед
T =

∏3
i=1 Ii =

∏3
i=1[ai, bi] ⊂ [−1/2, 1/2]3, где длина |Ii| = Q−µi при Q > Q0 > 0,

и множество M = {(x, y, z) ∈ T : |x− y| < 0, 01, |y − z| < 0, 01, |x− z| < 0, 01}.
Положим T1 = T \M. Введем класс многочленов Pn(Q) = {P : H(P ) 6 Q}.
Пусть An(T1, Q) — множество векторов α = (αi, αj, αk), 1 6 i < j < k 6 n,
составленное из действительных корней многочлена P , P ∈ Pn(Q), таких, что
α ∈ T1. Значит, αi 6= αj 6= αk 6= αi. Доказана

Теорема 1. Если 0 < µi < 1/3 (i = 1, 2, 3), то

♯An(T1, Q) > c(n)Qn+1−µ1−µ2−µ3 ,

где константа c(n) > 0 зависит только от n.

Из теоремы 1 следует

Теорема 2. Пусть функция u = f(x, y) непрерывна в прямоугольнике
K1 × K2 ⊂ [−1/2, 1/2]2 и 0 < λ < 1/3. Положим J (Q, λ) = {(x, y, z) ∈ R3 :
x ∈ K1, y ∈ K2, |z − f(x, y)| < Q−λ}. Тогда существует > c(n)Qn+1−λ векторов
α ∈ An(T1, Q)

⋂J (Q, λ), где константа c(n) > 0 зависит только от n.

Пусть c = (c1, c2, . . . , c6), 0 < ci 6 1, и v = (v1, v2, v3) ∈ R3, vi > 0, —
фиксированные константы. Обозначим через Mn(c, Q) множество точек x ∈ T1
таких, что система неравенств

|P (xi)| < ciQ
−vi , |P ′

(xi)| < ci+3Q (i = 1, 2, 3) при v1 + v2 + v3 = n− 2 (1)

имеет решение в многочленах P ∈ Pn(Q). Доказана

Теорема 3. При c1c2c3 < 2−14−n/3n−1 имеем µMn(c, Q) <
1
8
|I1||I2||I3|, где

µX обозначает меру Лебега измеримого множества X ⊂ R3, |I| – длину ин-
тервала I.
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Теорема 1 следует из теоремы 3 в силу "принципа ящиков"Дирихле. Базой
сформулированных теорем является теорема 3. Для ее доказательства исполь-
зуется метод существенных и несущественных областей В. Спринджука, раз-
витый и усовершенствованный В. Берником, В. Бересневичем, М. Додсоном,
Д. Диккинсон, С. Велани и другими представителями школ теории чисел НАН
Беларуси (Минск, Беларусь) и Йоркского университета (Йорк, Великобрита-
ния).

2. ОБЩИЙ ПЛАН ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Наше исследование основано на методе [3], рассуждениях из [4-8] и их раз-
витии.

Первым важным моментом доказательства является переход от рассмотре-
ния в качестве решений системы (1) вместо множества всех P ∈ Pn(Q) множе-
ства неприводимых в поле Q и примитивных многочленов из Pn(Q) с условием
|an| > c(n)H(P )), где c(n) > 1 (см. [3, §7]). Обозначим это множество через
Pn. Далее для фиксированного P ∈ Pn при H(P ) = H 6 Q выделим систе-
му малых параллелепипедов Πj(P ) ⊂ T1 (j = 1, 2, . . .), в которых выполняется
(1), так, что Mn(c, Q) ⊂

∑
j Πj(P ). Параллелепипеды Πj(P ) подразделяются на

два вида: существенные и несущественные (аналогично [3], §§10, 11). В первом
случае Πj(P ) содержит множество S, свободное от точек других параллелепи-
педов Πj(P̃ ), где P̃ ∈ Pn, P̃ 6= P , H(P̃ ) = H и P̃ удовлетворяет (1), с условием:
µS < 1

2
µΠj(P ). Во втором случае это условие не выполняется. Мы показываем,

что мера множества точек, попадающих в бесконечно многие существенные и
несущественные параллелепипеды, < 1

8
|I1||I2||I3|.

Чтобы получить эту оценку, векторы α = (α1, α2, α3) ∈ An(T1, Q)
⋂
Πj(P )

подразделяются на ε-классы K(q, r, t) (см. §3, формулы (3), (4) и текст выше и
ниже этих формул). Для каждого ε-класса находим оценку меры< 1

128
|I1||I2||I3|.

При этом для многочленов P ∈ Pn вводится понятие (i1, i2, i3)-линейности,
где ij ∈ {0, 1} (j = 1, 2, 3) (например, (0, 0, 0)-линейность, (1, 1, 1)-линейность,
(0, 1, 1)-линейность и т. д.). Всего 8 случаев линейности. Это понятие необ-
ходимо, чтобы получить верхние и нижние оценки для производных |P ′

(xi)| и
|P ′

(αi)| (i = 1, 2, 3). Отсюда, используя разложение в ряд Тейлора многочлена P
в параллелепипеде Πj(P ), по лемме 1 находим указанную оценку меры. В каж-
дом случае линейности векторы α = (α1, α2, α3) подразделяются еще на два
подкласса (см. §4, Предложения 1, 2). К первому подклассу относятся наборы
корней α многочлена P ∈ Pn, который является единственным решением си-
стемы (1). Ко второму – наборы α, которые являются корнями двух или более
различных многочленов из Pn. Числа первого подкласса охватывают основную
массу координат векторов α. Здесь получаем оценку

µ
∞∑

j=1

Πj(P ) <
1

128
|I1||I1||I3|, (2)
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где индекс j = H(P ) = H . Числа второго подкласса содержат лишь небольшую
часть векторов α. Последние рассматриваются при помощи леммы 2 независи-
мо от понятия существенных и несущественных параллелепипедов. Отметим
также, что при суммировании мер параллелепипедов Πj(P ) во многих местах
доказательства используется метрическая лемма Бореля-Кантелли [3, лемма
12].

Таким образом, общая схема метода существенных и несущественных обла-
стей дополняется рассуждениями, связанными с получением (2), леммы 2 и ее
последующим применением.

3. ЛЕММЫ О МНОГОЧЛЕНАХ

Положим Pn(H) = {P ∈ Pn : H(P ) = H}, гдеH фиксировано, Q0 6 H 6 Q.
Напомним, что согласно §1 действительные корни αi, αj, αk многочлена P ∈ Pn

различны. Обозначим через прxiAn(T1, Q) проекцию множества An(T1, Q) на ось
OXi (i = 1, 2, 3). Каждому вектору αr = (αr1, αr2, αr3) ∈ An(T1, Q), соответству-
ющему многочлену P ∈ Pn, поставим в соответствие множество

∏3
i=1 S(αri) =

{x = (x1, x2, x3) ∈ T1 : |xi − αri| = min
16s6n

|xi − αsi| (i = 1, 2, 3)},

где αri ∈ прxiAn(T1, Q) и αsi – другие действительные корни многочлена P ∈ Pn,
принадлежащие прxiAn(T1, Q) (см. [3, с. 386]), т. е. ставим в соответствие мно-
жество, состоящее из всех векторов x ∈ T1, удаленных по каждой координате
от данного αr не более, чем от другого вектора αs = (αs1, αs2, αs3) ∈ An(T1, Q).

При фиксированном i (i = 1, 2, 3), например, i = 1, рассмотрим множество
S(αr1), и положим в следующей лемме x1 = x, αr1 = α1.

Лемма 1. При x ∈ S(α1) имеем

|x− α1| 6 n|P (x)|/|P ′
(x)|, |x− α1| 6 2n−1|P (x)|/|P ′

(α1)|,

|x− α1| 6 min
26j6n

(2n−j
j∏

k=2

|α1 − αk||P (x)|/|P
′
(α1)|)1/j .

Доказательство. Первое неравенство получено в [3, лемма 1 ]. Второе и
третье неравенства доказаны в [4, лемма 5].

Лемма 2. Пусть числа δ,H, η1, η2, η3 ∈ R+ и P1, P2 ∈ Z[t] – взаимно про-
стые многочлены степени 6 n с условием max(H(P1), H(P2)) 6 H (H > Q0).
Пусть Ji – интервал длины |Ji| = H−ηi (i = 1, 2, 3). Если существуют числа
τi > −1 (i = 1, 2, 3) такие, что для всех x = (x1, x2, x3) ∈

∏3
i=1 Ji выполняется

система неравенств

max(|P1(xi)|, |P2(xi)|) < H−τi (i = 1, 2, 3),
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то имеем

τ1+τ2+τ3+3+2max(τ1+1−η1, 0)+2max(τ2+1−η2, 0)+2max(τ3+1−η3, 0) < 2n+δ.

Доказательство. Аналогично [6]. Различие состоит только в наборах X =
(X1, X2, X3) и метриках соответствующих пространств. Именно, в [6] имеем
X = (x1, z, ω) ∈ R× C×Qp, в нашем случае X = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Смысл леммы состоит в следующем: если значения двух многочленов малы
в заданном параллелепипеде, имеющем малые длины сторон, то параметры τi
и ηi должны удовлетворять заключительному неравенству леммы.

Отметим, что при исследовании некоторых ε-классов K(q, r, t) получаем
противоречие с заключением леммы 2, т. е. эти классы пусты.

Лемма 3. Пусть v > 0, n > 2 и G(v) обозначает множество точек
(x1, x2, x3) ∈ R3, для которых неравенство |P (x1)| · |P (x2)| · |P (x3)| < H−v име-
ет бесконечно много решений в многочленах P ∈ Pn(Q) и H(P ) = H. Тогда
µG(v) = 0 при v > n− 2.

Доказательство. См. [8].
Далее, как в [3, §12], произведем разбиение корней многочлена P , P ∈

Pn(H), на ε-классы K(q, r, t). Именно, упорядочим корни αij ∈ прxiAn(T1, Q)
условиями: |αi1 − αi2| 6 |αi1 − αi3| 6 · · · 6 |αi1 − αin| (i = 1, 2, 3) и определим
числа ρij ∈ R равенствами |αi1 − αij | = H−ρij , 2 6 j 6 n, ρin 6 ρi2 6 · · · 6
ρi2 (i = 1, 2, 3). Так как по лемме 1 ([3, с. 387]) имеем maxi |αi| ≪ 1, то суще-
ствует такое ε1 > 1, что ρij > −ε1/2 для i = 1, 2, 3 и j = 2, 3, . . . , n. Выберем
ε > 0 так, что ε1 = ε/T1 для некоторого T1 > T0 > 0. Положим T = [n/ε1] + 1 и
определим целые числа kj, lj, uj (j = 2, 3, . . . , n) неравенствами:

(sij − 1)/T 6 ρij < sij/T, si2 > si3 > · · · > sin > 0,

(s1j , s2j, s3j) = (kj, lj, uj), i = 1, 2, 3. (3)

Наконец, введем числа qi, ri, ti при (i = 1, 2, . . . , n− 1)

qi = T−1

n∑

m=i+1

km, ri = T−1

n∑

m=i+1

lm, ti = T−1

n∑

m=i+1

um . (4)

Теперь каждому многочлену P ∈ Pn(H) поставим в соответствие тройку целых
векторов q = (k2, k3, . . . , kn), r = (l2, l3, . . . , ln), t = (u2, u3, . . . , un). Число таких
векторов конечно и зависит только от n, ε (см. [3], лемма 24). Обозначим через
Pn(H, q, r, t) множество многочленов P ∈ Pn(H), имеющих одну и ту же тройку
векторов (q, r, t), что соответствует разбиению множества корней α на ε-классы
K(q, r, t).

Следующая лемма 4 и лемма 1 используются в доказательстве теоремы 3 при
получении верхних границ для членов разложения в ряд Тейлора многочлена
P ∈ Pn(H, q, r, t) в малых прямоугольниках из Mn(c, Q).
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Лемма 4. Пусть P ∈ Pn(H, q, r, t). Тогда для производных имеем оценки

|P (l)(αi1)| < c(n)H1−sij+(n−l)ε1 (i = 1, 2, 3),

(s1j, s2j , s3j) = (kj , lj, uj) (1 6 l 6 n− 1),

где константа c(n) > 0 зависит только от n.

Доказательство. См. [4, лемма 7].

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Определение 1. При ij ∈ {0, 1} (j = 1, 2, 3) многочлен P ∈ Pn(H, q, r, t)
называется (i1, i2, i3)-линейным, если:

(1) при (i1, i2, i3) = (0, 0, 0) выполняется система неравенств

ri1 + si2/T < vi + 1 (i = 1, 2, 3), (5)

где (r11, r21, r31) = (q1, r1, t1) определены в (3) и (4);

(2) при (i1, i2, i3) = (1, 1, 1) знаки в неравенствах (5) изменены на >;
(3) при (0, 1, 1) в (5) первое неравенство имеет знак <, а остальные два

имеют знаки > и т. д. Всего 23 = 8 случаев линейности.

В доказательстве теоремы основными являются (1, 1, 1)-линейность
и (0, 0, 0)-линейность. Остальные линейности представляют собой комбинации
этих случаев по соответствующим координатам. Отметим, что при оценке меры
в случае (1, 1, 1)-линейности используем первое и третье неравенства леммы 1,
а (0, 0, 0)-линейности – первое и второе неравенства леммы 1. Наконец, введем
две константы

d1 = q1 + r1 + t1, d2 = (k2 + l2 + u2)/T, (6)

связанные с (3) и (4). Также далее используем равенства

|P ′
(αi1)|=H|αi1−αi2| · · · |αi1−αin| = H1−rij (i = 1, 2, 3), (rij, r1j , r3j=(q1, r1, t1).

Обозначим через P
(i1,i2,i3)
n (H, q, r, t) множество многочленов P ∈Pn(H, q, r, t),

которые удовлетворяют условию (i1, i2, i3)-линейности, и через M (i1,i2,i3)
n (c, Q) ⊂

Mn(c, Q) — множество точек x ∈ T1, для которых (1) имеет решение в P ∈
P

(i1,i2,i3)
n (H, q, r, t).

Предложение 1. Если P ∈ P
(1,1,1)
n (H, q, r, t), то

µM (1,1,1)
n (c, Q) <

1

128
|I1||I2||I3|.
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Доказательство. Согласно (5), (6) имеем d1 + d2 > n + 1. Следуем схеме
рассуждений предложения 5 в [5], дополненной получением оценки, указанной
в предложении. Имеются отличия между [5] и нашим доказательством в набо-
рах X = (X1, X2, X3), метриках соответствующих пространств и выборе длин
подынтервалов |Ii| разбиения множеств прxiAn(T1, Q) (i = 1, 2, 3). Именно, в
нашем случае X = (x1, x2, x3) ∈ R3, а в [5] имеем X ⊂ O = R × C × Qp. Далее
мы рассматриваем меру Лебега в R3 вместо меры в O (см.[5]); также полагаем,
что |Ii| = Q−ρi+ε, ρi = (vi − ri1 + 1)/3 (i = 1, 2, 3) (в [5] выбираются другие
длины интервалов). Наконец, полагая, что (1) имеет не более одного решения в
рассматриваемых многочленах, получаем указанную оценку. Полагая, что (1)
имеет два или более решений в многочленах P ∈ P

(1,1,1)
n (H, q, r, t), получаем

противоречие с заключением леммы 2. Предложение доказано.

Предложение 2. Если P ∈ P
(0,0,0)
n (H, q, r, t), то

µM (0,0,0)
n (c, Q) <

1

128
|I1||I2||I3|.

Доказательство. Согласно (5), (6) имеем d1 + d2 < n + 1, и доказатель-
ство состоит из пяти случаев: (1) n + 0, 1 6 d1 + d2 < n + 1; (2) n − 0, 3 6

d1 + d2 < n + 0, 1; (3) n − 0, 55 6 d1 + d2 < n − 0, 3; (4) 1 6 d1 + d2 < n− 0, 55;
(5) d1 + d2 < 1. Следуем схеме доказательств предложений 1, 2, 4, 3 в [5],
дополненной получением оценки, указанной в предложении. Отличие состо-
ит в наборах X = (X1, X2, X3), метриках соответствующих пространств (что
было указано выше) и выборе длин подынтервалов |Ii| разбиения множеств
прxiAn(T1, Q) (i = 1, 2, 3). Именно, в случае (1) полагаем |Ii| = Q−ρi+ε; в случае
(2): |Ii| = Q−ρi+0,3; в случае (3): |Ii| = Q−ρi+0,42; в случае (4): |Ii| = Q−ρi , и везде
ρi = rij/T (i = 1, 2, 3). Отметим, что в случае (3) производим редукцию к мно-
гочленам степени n − 1 и применяем лемму 3. Случай (5) соответствует тому,
что для производной выполняется оценка снизу: Q−1/3 < |P ′

(xi)| (i = 1, 2, 3).
Здесь рассуждаем аналогично предложению 3 в [5] и исследуем существенные
параллелепипеды для многочленов степени 3 (в [5] – степени 2). Наконец, как
в предложении 1, окончание доказательства зависит от количества решений
системы (1) в указанных многочленах. Предложение доказано.

Таким образом, учитывая сказанное ранее об исследовании остальных слу-
чаев (i1, i2, i3)-линейности многочленов, заключаем, что теорема 3 доказана.

Отметим, что аналогичные теореме 3 рассуждения ранее использовались
при изучении диофантовых приближений в C×Qp ( см. [7]).

Авторы благодарят профессора В. И. Берника за постановку задачи и по-
лезные обсуждения.
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