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Аннотация

Одной из актуальных задач теории дзета-функции Римана является доказательство су-
ществования её нулей на коротких промежутках критической прямой или, что то же самое,
вещественных нулей функции Харди 𝑍(𝑡). Обобщением этой задачи является исследова-
ние нулей производных 𝑍(𝑗)(𝑡) этой функции. Пусть 𝑇 > 0. Определим величину 𝐻𝑗(𝑇 )
– расстояние от 𝑇 до ближайшего вещественного нуля не меньшего 𝑇 𝑗-ой производной
функции Харди. В работе доказана верхняя оценка для величины 𝐻𝑗(𝑇 ).
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Abstract

The existence of the zeros of the Riemann zeta-function in the short segments of the critical
line (or the real zeros of Hardy’s function 𝑍(𝑡), that is the same) is one of the topical problems in
the theory of the Riemann zeta-function. The study of the zeros of Hardy function’s derivatives
𝑍(𝑗)(𝑡) is the generalization of such problem. Let 𝑇 > 0. Let us define the quantity 𝐻𝑗(𝑇 ), the
distance from 𝑇 to the nearest real zero not less than 𝑇 of the 𝑗-th derivative of the Hardy
function. In the paper, an upper bound for 𝐻𝑗(𝑇 ) is proved.
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1. Введение

Функция Харди 𝑍(𝑡) задаётся равенством

𝑍(𝑡) = 𝑒𝑖𝜃(𝑡)𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
, 𝑒𝑖𝜃(𝑡) = 𝜋−

𝑖𝑡
2 Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂⃒⃒⃒⃒−1

,

принимает вещественные значения при вещественных значениях 𝑡, и вещественные нули 𝑍(𝑡)
являются ординатами нулей дзета-функции Римана, лежащих на критической прямой. Суще-
ствование вещественных нулей функции Харди 𝑍(𝑡) на коротких промежутках критической
прямой является одной из актуальных проблем теории дзета-функции Римана. Существует
гипотеза [1], что длина 𝐻 промежутка (𝑇, 𝑇 + 𝐻), содержащего нуль функции 𝑍(𝑡), сверху
ограничена величиной 𝑇 𝜀, где 𝜀 > 0 — сколь угодно малое фиксированное число.

Первым результатом о нулях дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) на критической прямой является
теорема Г.Харди [2]. В 1914 г. он доказал, что 𝜁(1/2+ 𝑖𝑡) имеет бесконечно много веществен-
ных нулей. Затем Харди и Литтлвуд [3] в 1921 г. доказали, что промежуток (𝑇, 𝑇 + 𝐻) при
𝐻 > 𝑇 1/4+𝜀 содержит нуль нечётного порядка 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡). Ян Мозер [4] в 1976 г. показал,
что это утверждение имеет место при 𝐻 > 𝑐𝑇 1/6 ln2 𝑇 . В 1981 г. А.А.Карацуба [5, 6] доказал
теорему Харди-Литтлвуда уже при 𝐻 > 𝑐𝑇 5/32 ln2 𝑇 .

При изучении нулей дзета-функция Римана в коротких промежутках критической прямой,
основным моментом является оценка тригонометрических сумм вида

𝐶(𝑡,𝑀) =
∑︁

𝑀<𝑚6𝑀1

𝑒

(︂
𝑡 ln(𝑃1 −𝑚)

2𝜋

)︂
, (1)

где

𝑡 > 𝑡0 > 0,
√︀
𝑃1 6𝑀 6

𝑃1

10
, 𝑀1 6 2𝑀, 𝑃1 =
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𝑡

2𝜋

]︃
.

А.А. Карацуба в [7] отметил, что если для оценки тригонометрических сумм (1) применить
более сложные методы, например, метод экспоненциальных пар, то можно получить более
точную оценку.

Автор [8, 9] доказал, что промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻) при

𝐻 > 𝑇
5
32−

5
6
−𝑅

192(2𝑅+1) ln2 𝑇,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . ., постоянная Ранкина, имеет нуль нечёт-
ного порядка 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡).

А.А.Карацуба [1, 10, 11], наряду с задачей о соседних нулях функции Харди, рассматривая
более общую задачу о соседних нулях функции 𝑍(𝑗)(𝑡), доказал: пусть 𝑗 — натуральное
число, 𝑇 > 𝑇0(𝑗) > 0, 𝑐 = 𝑐(𝑗) > 0, тогда функция 𝑍(𝑗)(𝑡) имеет нуль нечётного порядка в
промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻), если

𝐻 > 𝑐𝑇
1

6𝑗+6 (ln𝑇 )
2

𝑗+1 . (2)

В работах [12, 13, 14] задача о величине промежутка критической прямой, в котором содер-
жится нуль нечётного порядка функции 𝑍(𝑗)(𝑡), 𝑗 > 1, сведена к проблеме отыскания экспо-
ненциальных пар для оценки специальных тригонометрических сумм, то есть: пусть (𝜅, 𝜆) —
произвольная экспоненциальная пара, 𝑗 — натуральное число, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝑗) > 0, 𝑐 = 𝑐0(𝑗) > 0,
тогда функция 𝑍(𝑗)(𝑡) имеет нуль нечётного порядка в промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻), если

𝐻 > 𝑐𝑇𝜔𝑗(𝜅,𝜆)(ln𝑇 )
2

𝑗+1 , 𝜔𝑗(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆− 0.5

2𝜅+ 4𝜆+ 2𝑗 − 1
. (3)
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Заметим, что теорема А.А.Карацубы, то есть оценка (2) является следствием оценки (3),
при

(𝜅, 𝜆) =

(︂
1

6
,
2

3

)︂
.

Основным результатом работы является верхняя оценка величины 𝐻𝑗(𝑇 ).

Теорема 1. Пусть 𝑗 > 3 — натуральное число, 𝑇 > 𝑇0(𝑗) > 0, 𝑐 = 𝑐(𝑗) > 0, тогда
функция 𝑍(𝑗)(𝑡) имеет нуль нечётного порядка в промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻𝑗(𝑇 )), если

𝐻𝑗(𝑇 ) > 𝑐𝑇
1

6+6𝑗−
1

6(1+𝑗)(19+18𝑗) (ln𝑇 )
2

𝑗+1 .

При доказательстве основной теоремы работы пользуемся алгоритмом определения экс-
поненциальных пар [15]. Применяя этот алгоритм, в случае 𝑗 = 1 и 𝑗 = 2 соответственно,
получаем следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть 𝑇 ≫ 1, тогда функция 𝑍 ′(𝑡) имеет нуль нечётного порядка в про-
межутке (𝑇, 𝑇 +𝐻1(𝑇 )), если

𝐻1(𝑇 ) ≫ 𝑇
1
12−

65601
810284 ln𝑇.

Теорема 3. Пусть 𝑇 ≫ 1, тогда функция 𝑍 ′′(𝑡) имеет нуль нечётного порядка в про-
межутке (𝑇, 𝑇 +𝐻2(𝑇 )), если

𝐻2(𝑇 ) ≫ 𝑇
1
18 (ln𝑇 )

2
3 .

Выражаю глубокую благодарность академику Российской академии наук Юрий Владими-
ровичу Матиясевичу и доктор физико-математических наук Максиму Александровичу Коро-
леву за ценные замечания, которые улучшили качество работы.

2. Вспомогательные утверждения

Определение 1. Если 𝐵 ≥ 1, 0 < ℎ ≤ 𝐵, 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐶∞(𝐵, 2𝐵), 𝐴 ≥ 1,

𝐴𝐵1−𝑟 ℓ̃|𝐹 (𝑟)(𝑢) | ℓ̃𝐴𝐵1−𝑟, 𝑟 = 1, 2, 3, . . . ,

где постоянные под знаком ℓ̃ зависят только от 𝑟, и имеет место оценка∑︁
𝐵≤𝑛≤𝐵+ℎ

𝑒(𝐹 (𝑛))ℓ̃𝐴𝜅𝐵𝜆, 0 ≤ 𝜅 ≤ 0.5 ≤ 𝜆 ≤ 1,

то пара (𝜅, 𝜆) называется экспоненциальной парой.
Тривиальная оценка показывает, что (0; 1) является экспоненциальной парой. E.Phillips

[15] доказал, что если (𝜅, 𝜆) экспоненциальная пара, то

𝐴(𝜅, 𝜆) =

(︂
𝜅

2𝜅+ 2
,
1

2
+

𝜆

2𝜅+ 2

)︂
, 𝐵(𝜅, 𝜆) =

(︂
𝜆− 1

2
, 𝜅+

1

2

)︂
также являются экспоненциальными парами.

Пусть

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝑎𝜅+ 𝑏𝜆+ 𝑐

𝑑𝜅+ 𝑒𝜆+ 𝑓
,
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где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 — вещественные числа. Для минимизации дробно-линейной функции 𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜃Λ по множеству всех экспоненциальных пар 𝒫, где

𝜃 =

(︂
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

)︂
, Λ =

⎛⎝𝜅𝜆
1

⎞⎠ , (4)

пользуемся алгоритмом определения оптимальных экспоненциальных пар [15]. Основу этого
алгоритма составляют леммы 1, 2 и 3 (см. [15], теоремы 5.5, 5.6 и 5.8), в формулировке которых
используются обозначения:

𝑢 = 𝑏𝑓 − 𝑐𝑒, 𝑣 = 𝑎𝑓 − 𝑐𝑑, 𝑤 = 𝑎𝑒− 𝑏𝑑, 𝜉(𝜃) =

⎛⎝𝑢𝑣
𝑤

⎞⎠ . (5)

Лемма 1. Пусть для всех (𝜅, 𝜆) ∈ 𝒫 выполняется 𝑑𝜅 + 𝑒𝜆 + 𝑓 > 0, 𝑟 — произвольное
вещественное число, удовлетворяющее условию 𝑟 6 inf

𝒫
(𝜅+𝜆), 𝑌 = max(𝑤𝑟+𝑣−𝑢, 𝑤+𝑣−𝑢),

𝑍 = min(𝑤𝑟 + 𝑣 − 𝑢, 𝑤 + 𝑣 − 𝑢). Тогда

inf 𝜃 =

{︂
inf 𝜃𝐴, если 𝑍 > 0;
inf 𝜃𝐵𝐴, если 𝑌 6 0.

Доказательство см. [15], стр. 57.

Лемма 2. Пусть 𝑟 такое, как в лемме 1, 𝐶 — некоторое конечное произведение 𝐴 и 𝐵,
что inf 𝜃𝐵𝐴 = inf 𝜃𝐵𝐴𝐶, и sup{𝜅+𝜆 : (𝜅, 𝜆) ∈ 𝐶𝐴𝒫} = 𝑟1, а также min(𝑟𝑤+ 𝑣−𝑢, 𝑟1𝑤+ 𝑣−
𝑢) > 0, тогда inf 𝜃 = inf 𝜃𝐴.

Доказательство см. [15], стр. 59.

Лемма 3. Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤 такие, как в лемме 1, тогда следующие условия эквивалентны:

a) inf 𝜃 = inf 𝜃𝐴𝑞, ∀ 𝑞 > 0;

b) inf 𝜃 = 𝜃(0, 1);

c) 𝑤 + 𝑣 > 𝑢, 𝑢 6 0.

Доказательство см. [15], стр. 60.

Каждая итерация алгоритма состоит из следующих 6 шагов:

1. Проверяем условие 𝑑𝜅+ 𝑒𝜆+ 𝑓 > 0.

2. Вычисляем 𝜉(𝜃).

3. Если условие inf 𝜃 = 𝜃(0, 1) в лемме 3 выполняется, то останавливаемся.

4. Проверяем выполнение условия леммы 3 к 𝜃𝐵, то есть, если выполняется условие inf 𝜃 =
𝜃(0.5, 0.5), то останавливаемся.

5. Проверяем выполнения условия леммы 1, если лемма 1 не применима, то проверяем
условие леммы 2, если и лемма 2 не применима, то завершаем алгоритм, ибо он не
работает в этом случае.

6. Если inf 𝜃 = inf 𝜃𝐴, заменяем 𝜉(𝜃) на 𝜉(𝜃𝐴), если же inf 𝜃 = inf 𝜃𝐵𝐴, то 𝜉(𝜃) заменяем на
𝜉(𝜃𝐵𝐴), иначе, возвращаемся к шагу 5.
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3. Доказательство теоремы 1.

Минимизируем функцию 𝜔𝑗(𝜅, 𝜆), определенной в (3) по множеству всех экспоненциальных
пар 𝒫. Воспользовавшись представлением

𝜔𝑗(𝜅, 𝜆) =
1

2

(︃
1− 1

2− 𝛿−1
𝑗 (𝜅, 𝜆)

)︃
, 𝛿𝑗(𝜅, 𝜆) =

𝜆+ 𝑗

0.5− 𝜅+ 𝑗
,

эту минимизацию сводим к минимизации 𝛿𝑗(𝜅, 𝜆).
Минимизация по множеству всех экспоненциальных пар 𝒫 функции

𝛿𝑗(𝜅, 𝜆) =
𝜆+ 𝑗

0.5− 𝜅+ 𝑗
= 𝛿𝑗Λ, 𝛿𝑗 =

(︂
0 1 𝑗
−1 0 0.5 + 𝑗

)︂
.

при помощи вышеуказанного алгоритма состоит всего из четырёх итераций, которые для
удобства обозначим соответственно буквами 𝐷, 𝐸, 𝐹 и 𝐺. Имеем

D1. Условия леммы 1, то есть неравенство −𝜅+ 0.5 + 𝑗 > 0, выполняется.

D2. По формуле (3), вычисляя параметры 𝑢, 𝑣 и 𝑤, составим вектор

𝜉(𝛿𝑗) =

⎛⎝0.5 + 𝑗
𝑗
1

⎞⎠ .

D3. 𝑤 + 𝑣 = 1 + 𝑗, 𝑢 = 0.5 + 𝑗, то есть условия c) леммы 3, не выполняются, следовательно,
не выполняются также и условия a) и b) этой леммы.

D4. Применяя лемму 3 к 𝛿𝑗𝐵 =

(︂
1 0 0.5 + 𝑗
0 −1 1 + 𝑗

)︂
, и вычисляя параметры 𝑢, 𝑣 и 𝑤, составим

вектор

𝜉(𝛿𝑗𝐵) =

⎛⎝0.5 + 𝑗
1 + 𝑗
−1

⎞⎠ ,

и имеем 𝑤 + 𝑣 = 𝑗 и 𝑢 = 0.5 + 𝑗, то есть условия c) леммы 3, не выполняются, следова-
тельно, не выполняются также и условия a) и b) этой леммы.

D5. К 𝛿𝑗 применяя лемму 1 при 𝑟 = 1
2 , 𝑌 = 0.5 > 0, 𝑍 = 𝑟 − 0.5 > 0, имеем inf 𝛿𝑗 = inf 𝛿𝑗𝐴.

D6. Заменяя 𝜉(𝛿𝑗) на 𝜉(𝛿𝑗𝐴), имеем

𝛿𝑗𝐴 =

(︂
1 + 2𝑗 1 1 + 2𝑗
2𝑗 0 1 + 2𝑗

)︂
, 𝜉(𝛿𝑗𝐴) =

⎛⎝1 + 2𝑗
1 + 2𝑗
−2𝑗

⎞⎠ .

Отметим, что после первой итерации не обязательно проверять первые четыре шага
алгоритма.

E5. Применяя лемму 1 к 𝛿𝑗𝐴 при 𝑌 = −2𝑗𝑟 < 0, 𝑍 = −2𝑗 < 0, имеем inf 𝛿𝑗𝐴 = inf 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴.

E6. Заменяя 𝜉(𝛿𝑗𝐴) на 𝜉(𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴), находим

𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴 =

(︂
4 + 4𝑗 1 + 2𝑗 3 + 4𝑗
2 + 4𝑗 2𝑗 2 + 4𝑗

)︂
, 𝜉(𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴) =

⎛⎝2 + 2𝑗
2 + 4𝑗
−2

⎞⎠ .
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F5. Применяя лемму 1 к 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴 при 𝑌 = −2𝑟+2𝑗 > 0, 𝑍 = −2+2𝑗 > 0, получим inf 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴 =
inf 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴

2.

F6. Заменяя 𝜉(𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴) на 𝜉(𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴2), имеем

𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴
2 =

(︂
11 + 14𝑗 1 + 2𝑗 7 + 10𝑗
6 + 14𝑗 2𝑗 4 + 10𝑗

)︂
, 𝜉(𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴

2) =

⎛⎝ 4 + 4𝑗
2 + 8𝑗
−6− 4𝑗

⎞⎠ .

G5. Лемму 1 к 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴2 применить нельзя, так как 𝑌 = −6𝑟 − 4𝑟𝑗 − 2 + 4𝑗 > 0, 𝑍 = −8 < 0.
Поэтому при

min(𝑟𝑤 + 𝑣 − 𝑢, 𝑟1𝑤 + 𝑣 − 𝑢) = −6𝑟1 − 4𝑗𝑟1 − 2 + 4𝑗 < 0,

применяя лемму 2, завершаем алгоритм. Имеем

inf 𝛿𝑗 = 𝛿𝑗𝐴𝐵𝐴
2

(︂
1

2
,
1

2

)︂
= 𝛿𝑗

(︂
1

9
,
13

18

)︂
= 1 +

6

7 + 18𝑗
.

Следовательно,

𝜔𝑗

(︂
1

9
,
13

18

)︂
=

1

2

(︃
1− 1

2− 𝛿−1
𝑗

(︀
1
9 ,

13
18

)︀)︃ =
1

6 + 6𝑗
− 1

6(1 + 𝑗)(19 + 18𝑗)
.

Теорема доказана.

4. Заключение

В работе получена верхняя оценка длины промежутка критической прямой, содержащего
нуль нечётного порядка функции 𝑍(𝑗)(𝑡), 𝑗 > 1.
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