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Аннотация

Задан класс 𝐹 псевдометрических пространств и семейство преобразований 𝑇 псевдо-
метрики. Нужно было описать семейство преобразований 𝑇 ′ ⊂ 𝑇 , которые переводят 𝐹
в себя и сохраняют некоторые типы минимальных заполнений. Был рассмотрен случай,
когда 𝐹 — класс всех конечных псевдометрических пространств, класс 𝑇 состоит из отоб-
ражений 𝑀 ↦→ 𝐴𝑀 + 𝜏 , где матрицы 𝐴 и 𝜏 задают отображение матрицы псевдометрики
𝑀 , а элементы 𝑇 ′ сохраняют типы 𝐺 минимальных заполнений псевдометрического про-
странства, точки которого соответствуют вершинам степени 1 графов 𝐺, и доказано, что
𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей псевдометрики, одно из минималь-
ных заполнений которой — звезда; когда 𝐹 — класс всех конечных псевдометрических про-
странств, класс 𝑇 состоит из отображений 𝜌 → 𝐴𝜌, где 𝐴 — диагонализируемая матрица
c двумя собственными числами 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0, наибольшее собственное значение 𝜆𝑚𝑎𝑥

которой имеет кратность 1, собственное пространство, соответствующее значению 𝜆𝑚𝑖𝑛,
не содержит ненулевых псевдометрик, а элементы 𝑇 ′ сохраняют типы 𝐺 минимальных
заполнений псевдометрического пространства, точки которого соответствуют вершинам
степени 1 графов 𝐺. И доказано, что для любой матрицы отображения из 𝑇 ′ существует
псевдометрика, являющаяся собственным вектором с собственным значением 𝜆𝑚𝑎𝑥, среди
минимальных заполнений для которой есть заполнение типа звезда.
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Abstract

Given a class 𝐹 of metric spaces and a family of transformations 𝑇 of a metric, one has
to describe a family of transformations 𝑇 ′ ⊂ 𝑇 that transfer 𝐹 into itself and preserve some
types of minimal fillings. The article considers two cases. First, when 𝐹 is the class of all finite
pseudometric spaces, the class 𝑇 consists of the maps 𝑀 ↦→ 𝐴𝑀 + 𝜏 , where the matrices 𝐴 and
𝜏 define the mapping of pseudometric matrix 𝑀 , and the elements of 𝑇 ′ preserve any type 𝐺
of minimal fillings of pseudometric spaces whose points correspond to vertices of degree 1 of
the graph G, and we prove that 𝐴 = 𝜆𝐸 for some 𝜆 > 0, and 𝜏 is a pseudometric matrix, one
of the minimal fillings of which is a star. Second when 𝐹 is the class of all finite pseudometric
spaces, the class 𝑇 consists of the maps 𝜌 → 𝐴𝜌, where 𝐴 is a diagonalizable matrix with two
eigenvalues 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0, the largest eigenvalue 𝜆𝑚𝑎𝑥 of which has multiplicity 1, the
eigenspace corresponding to the value 𝜆𝑚𝑖𝑛, does not contain nonzero pseudometrics, and the
elements of 𝑇 ′ preserve the types 𝐺 of minimal fillings of the pseudometric space, whose points
correspond to vertices of degree 1 of graphs 𝐺. And we prove that for any mapping matrix
from 𝑇 ′ there is a pseudometrics that is an eigenvector with the eigenvalue 𝜆𝑚𝑎𝑥, among the
minimum fillings of which there is a filling of the star type. Second, when 𝐹 is the class of all
finite metric spaces, the class 𝑇 consists of the maps 𝜌 → 𝑁𝜌, where the matrix 𝑁 is the sum
of a positive diagonal matrix 𝐴 and a matrix with the same rows of non-negative elements.
The elements of 𝑇 ′ preserve all minimal fillings of the type of non-degenerate stars. It has been
proven that 𝑇 ′ consists of maps 𝜌 → 𝑁𝜌, where 𝐴 is scalar. Third, when 𝐹 is the class of all
finite additive metric spaces, 𝑇 is the class of all linear mappings given by matrices, and the
elements of 𝑇 ′ preserve all non-degenerate types of minimal fillings, and we proved that for
metric spaces consisting of at least four points 𝑇 ′ is the set of transformations given by scalar
matrices. Fourth, when 𝐹 is the class of all finite ultrametric spaces, 𝑇 is the class of all linear
mappings given by matrices, and we proved that for three-point spaces the matrices have the
form 𝐴 = 𝑅(𝐵 + 𝜆𝐸), where 𝐵 is a matrix of identical rows of positive elements, and 𝑅 is a
permutation of the points (1, 0, 0), (0, 1, 0) and (0, 0, 1).
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1. Введение

Теория минимальных заполнений активно развивается, ей посвящено много работ: [1]–[14].
Проблема Штейнера — это задача об оптимальном соединении конечного множества точек
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метрического пространства. По-видимому, первые формулировки этого типа возникли в тру-
дах Ферма, поставившего вопрос о поиске такого расположения точки на плоскости, что сумма
расстояний от нее до вершин заданного треугольника наименьшая из возможных. В течении
нескольких столетий был получен полный ответ, из которого ясно, что, соединяя три точки
на плоскости, бывает выгодно добавить четвертую точку-развилку. Важность таких допол-
нительных точек прекрасно понимал Гаусс, обсуждавший в переписке с Шумахером задачу
о том, как соединить Гамбург, Бремен, Ганновер и Брауншвейг кратчайшей системой дорог.
В 1934 году Ярник и Кесслер сформулировали общую задачу, которая теперь известна как
классическая проблема Штейнера. Фактически, их задача представляет собой обобщение за-
дачи Ферма и Гаусса о кратчайшем соединении на случай произвольного конечного множества
точек плоскости. Что касается самого Штейнера, то он занимался другим обобщением задачи
Ферма: найти в пространстве такую точку, для которой сумма расстояний до заданных точек
будет наименьшей возможной. Отметим, что недоразумение о приоритете возникло благодаря
популярной книге Куранта и Роббинса “Что такое математика?”, где задача Ферма была при-
писана Штейнеру, а задача Ярника и Кесслера была названа просто обобщением проблемы
Штейнера.

Сетью в псевдометрическом пространстве 𝒳 = (𝑋, 𝑑), параметризованной произвольным
связным графом 𝐺 = (𝑉,𝐸), или сетью типа 𝐺, называется отображение Γ : 𝑉 → 𝑋 ([2]).
Вершинами и ребрами сети Γ называются ограничения отображения Γ соответственно на вер-
шины и ребра графа 𝐺. Длиной ребра Γ : 𝑣𝑤 → 𝑋 назовем число 𝑑(Γ(𝑣),Γ(𝑤)), а длиной 𝑑(Γ)
сети Γ — сумму длин всех ее ребер. Границей 𝜕Γ сети Γ назовем ограничение отображения
Γ на 𝜕𝐺. Если 𝑀 ⊂ 𝑋 — конечное множество и 𝑀 ⊂ Γ(𝑉 ), то будем говорить, что сеть Γ
соединяет множество 𝑀 . Вершины графов и сетей, не являющиеся граничными, будем на-
зывать внутренними. Число smt(𝑀) = inf{𝑑(Γ) | Γ — сеть, соединяющая 𝑀} назовем длиной
кратчайшей сети. Сеть, для которой 𝑑(Γ) = smt(𝑀), называется кратчайшей сетью ([3]). По-
нятие минимального заполнения появилось в работах Громова [19] в следующем виде: пусть
ℳ = (𝑀,𝜌), где𝑀 — замкнутое многообразие c функцией расстояния 𝜌 на нём, а 𝒲 = (𝑊,𝑑),
где 𝑊 — компактное многообразие с краем, равным 𝑀 , таково, что 𝑑 не уменьшает рассто-
яния между точками из 𝑀 , тогда 𝒲 называется заполнением ℳ. Задача Громова состоит в
описании точной нижней грани объемов заполнений, а также описании тех пространств 𝒲,
называемых минимальными заполнениями, на которых эта нижняя грань достигается.

В контексте проблемы Штейнера естественно рассмотреть в качестве 𝑀 конечное метри-
ческое пространство. Тогда возможные заполнения — метрические пространства, имеющие
структуру одномерных стратифицированных многообразий (которые можно рассматривать
как реберно взвешенные графы с неотрицательными весовыми функциями). Графы отдель-
но от весовых функций будем называть типами заполнений. При этом будем рассматривать
только такие типы, в которых вершинам степени 1 и 2 соответствуют точки метрического
пространства 𝑀 .

Ивановым и Тужилиным [2] было доказано, что преобразования типа 𝜌 ↦→ 𝜆𝜌+ 𝑎 для 𝑎 >
𝜆𝑎𝜌, 𝜆 > 0, где 𝑎𝜌 — некоторое число, зависящее от метрики 𝜌, сохраняют типы𝐺 минимальных
заполнений метрического пространства, точки которого соответствуют вершинам степени 1
графов 𝐺. Число 𝑎 может быть отрицательным; существует такое 𝑎𝜌 6 0, для которого 𝜆𝜌+ 𝑎
— метрика при всех 𝑎 > 𝜆𝑎𝜌, и не является метрикой при всех 𝑎 < 𝜆𝑎𝜌 (при 𝑎 = 𝜆𝑎𝜌 можем
получить как метрику, так и псевдометрику).

Общая задача была сформулирована следующим образом: задан класс 𝐹 псевдометри-
ческих пространств и семейство преобразований 𝑇 псевдометрики. Нужно было описать се-
мейство преобразований 𝑇 ′ ⊂ 𝑇 , которые переводят 𝐹 в себя и сохраняют некоторые типы
минимальных заполнений. Был рассмотрен случай,

� когда 𝐹 — класс всех конечных метрических пространств,
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𝑇 = {(𝑀,𝜌) → (𝑀, 𝑓 ∘ 𝜌) | 𝑓 : R>0 → R>0}, а элементы 𝑇 ′ сохраняют все невырож-
денные типы минимальных заполнений четырехточечных метрических пространств и
конечных невырожденных звёзд, и доказано, что 𝑇 ′ = {(𝑀,𝜌) → (𝑀, 𝜆𝜌+ 𝑎) | 𝑎 > 𝜆𝑎𝜌}
(опубликовано в [5]);

� когда 𝐹 — класс всех конечных метрических пространств, класс 𝑇 состоит из отображе-
ний 𝜌→ 𝑁𝜌, где матрицы 𝑁 имеют вид 5 (сумма положительной диагональной матрицы
𝐴 и матрицы с одинаковыми строками из неотрицательных элементов), а элементы 𝑇 ′

сохраняют все минимальные заполнения типа невырожденных звезд, и доказано, что 𝑇 ′

состоит из таких отображений 𝜌→ 𝑁𝜌, где 𝐴 — скалярна (опубликовано в [6]);

� когда 𝐹 — класс всех конечных аддитивных метрических пространств, 𝑇 — класс всех
линейных отображений, задаваемых матрицами, а элементы 𝑇 ′ сохраняют все невырож-
денные типы минимальных заполнений, и доказано, что 𝑇 ′ — множество преобразований,
заданных скалярными матрицами (опубликовано в [6]);

� когда 𝐹 — класс всех конечных псевдометрических пространств, класс 𝑇 состоит из отоб-
ражений𝑀 ↦→ 𝐴𝑀+𝜏 , где матрицы 𝐴 и 𝜏 задают отображение матрицы псевдометрики
𝑀 , а элементы 𝑇 ′ сохраняют типы 𝐺 минимальных заполнений псевдометрического про-
странства, точки которого соответствуют вершинам степени 1 графов 𝐺, и доказано, что
𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей псевдометрики, одно из минималь-
ных заполнений которой — звезда;

� когда 𝐹 — класс всех конечных метрических пространств, класс 𝑇 состоит из отобра-
жений 𝜌 → 𝐴𝜌, где матрицы 𝐴 — диагонализируемые c двумя собственными числами
𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0, наибольшее собственное значение 𝜆𝑚𝑎𝑥 которой имеет кратность 1, соб-
ственное пространство, соответствующее значению 𝜆𝑚𝑖𝑛, не содержит ненулевых псевдо-
метрик, а элементы 𝑇 ′ сохраняют типы 𝐺 минимальных заполнений псевдометрического
пространства, точки которого соответствуют вершинам степени 1 графов 𝐺. И доказано,
что для любой матрицы отображения из 𝑇 ′ среди собственных векторов, соответствую-
щих значению 𝜆𝑚𝑎𝑥, есть псевдометрика, среди минимальных заполнений для которой
есть заполнение типа звезда.

Автор благодарен своему научному руководителю профессору Тужилину А.А., а также
профессору Иванову А.О. за постановку задачи и постоянное внимание к работе.

2. Предварительные результаты

Приведем необходимые для дальнейшего определения и результаты. Подробности см. в [2].

Определение 1. Псевдометрикой на множестве 𝑀 называют такую симметричную
функцию 𝜌 : 𝑀2 → R, для которой 𝜌(𝑎, 𝑎) = 0 при всех 𝑎 и выполнены неравенства треуголь-
ника: 𝜌(𝑖, 𝑗) 6 𝜌(𝑖, 𝑘) + 𝜌(𝑘, 𝑗) для любых 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑀 . Метрикой на множестве 𝑀 называют
такую псевдометрику 𝑑, что для любых различных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 выполнено 𝑑(𝑎, 𝑏) ̸= 0. Если в
определении заменить R на R ∪ {+∞}, то будем называть такие функции обобщёнными
псевдометриками и обобщёнными метриками.

Замечание 1. Из неравенства треугольника вытекает неотрицательность псевдомет-
рики 𝜌, так как 0 = 𝜌(𝑎, 𝑎) 6 2𝜌(𝑎, 𝑏).

Множество неотрицательных вещественных чисел будем обозначать как R+.
Пусть 𝑀 — произвольное конечное множество и 𝐺 = (𝑉,𝐸) — некоторый связный граф.

Будем говорить, что 𝐺 соединяет 𝑀 , а 𝑀 — граница графа 𝐺, если 𝑀 ⊂ 𝑉 . Границу графа
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G будем также обозначать через 𝜕𝐺1. Вершины графов и сетей, не являющиеся граничны-
ми, будем называть внутренними. Пусть теперь ℳ = (𝑀,𝜌) — конечное псевдометрическое
пространство, 𝐺 = (𝑉,𝐸) — связный граф, соединяющий 𝑀 , и 𝜔 : 𝐸 → R+ — некоторое
отображение в неотрицательные вещественные числа, называемое обычно весовой функцией
и порождающее взвешенный граф 𝒢 = (𝐺,𝜔). Весом взвешенного графа 𝒢 называется величи-
на 𝜔(𝒢), равная сумме весов всех ребер этого графа. Функция 𝜔 задает на 𝑉 псевдометрику
𝑑𝜔, а именно, расстоянием между вершинами графа 𝒢 назовем наименьший из весов путей,
соединяющих эти вершины. Если для любых точек 𝑝 и 𝑞 из 𝑀 выполняется 𝜌(𝑝, 𝑞) 6 𝑑𝜔(𝑝, 𝑞),
то взвешенный граф 𝒢 называется заполнением пространства ℳ, а граф 𝐺 — типом этого
заполнения. Число mf(ℳ) = inf 𝜔(𝒢) по всем заполнениям 𝒢 дляℳ назовем весом минималь-
ного заполнения, а заполнение 𝒢, для которого 𝜔(𝒢) = mf(ℳ), — минимальным заполнением.

В дальнейшем мы будем иметь дело с конечными псевдометрическими пространствами
ℳ = (𝑀,𝜌). Преобразования псевдометрик всегда будут действовать только на (индексиро-
ванный парами из𝑀) набор расстояний между различными точками, оставляя𝑀 тем же. По-
этому для любого 𝑛 будем считать множество𝑀 из 𝑛 точек, на котором задана псевдометрика,
фиксированным. Для любого 𝑛-точечного (𝑀,𝜌) существует биекция 𝜑 : 𝑀 → N с множеством
{1, . . . , 𝑛}, которое вместе с индуцированной на нём псевдометрикой 𝜌(𝑖, 𝑗) = 𝜌

(︀
𝜑−1(𝑖), 𝜑−1(𝑗)

)︀
является его изометричным образом. Свойства точек из 𝑀 никак не влияют на преобразо-
вания псевдометрик и их свойства. В таком случае, каким бы ни было пространство (𝑀,𝜌),
зафиксировав некоторую биекцию 𝜑, мы можем рассматривать вместо него изометричное ему
пространство ({1, . . . , 𝑛}, 𝜌), подразумевая 𝜑−1(𝑖) вместо 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝜌(𝑎, 𝑏) = 𝜌

(︀
𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)

)︀
вместо 𝜌.

Для конечных псевдометрических пространств ℳ = (𝑀,𝜌) из 𝑛 точек и типов их за-
полнений 𝐺 = (𝑉,𝐸) будем также считать, что 𝑉 = {1, . . . ,#𝑉 }, причём 𝑀 = {1, . . . , 𝑛} и
𝜌(𝑖, 𝑗) = 𝜌𝑖𝑗 . Обозначая через 𝜌 ещё и вектор 𝜌 = (𝜌12, 𝜌13, . . . , 𝜌𝑛−1,𝑛) расстояний между раз-
личными точками, будем отождествлять его с ℳ = (𝑀,𝜌), так как ℳ восстанавливается по
этому вектору единственным образом. Типы заполнений для 𝑀 = {1, . . . , 𝑛} будем считать
изоморфными, если существует изоморфизм их графов, тождественный на 𝑀 . Такие изомор-
физмы соответствуют перестановкам внутренних вершин.

Замечание 2. Bектор 𝜌 = (𝜌12, 𝜌13, . . . , 𝜌𝑛−1,𝑛) расстояний между различными точками
задаёт на множестве 𝑀 = {1, . . . , 𝑛} симметричную функцию для которой 𝜌 : 𝑀2 → R, для
которой 𝜌(𝑎, 𝑎) = 0 при всех 𝑎 ∈ 𝑀 . По замечанию 1 из неравенств треугольника следует,
что 𝜌 — метрика. Поэтому если эта функция не является метрикой, то существуют
такие 𝑎, 𝑏 и 𝑐, для которых не выполнено неравенство треугольника, то есть 𝜌𝑎𝑏+𝜌𝑏𝑐 < 𝜌𝑎𝑐.

Обозначим через Ω(𝜌,𝐺) все весовые функции 𝜔 : 𝐸 → R+ такие, что (𝐺,𝜔) — заполнение
для пространства 𝜌. Положим

mpf(𝜌,𝐺) = inf
𝜔∈Ω(𝜌,𝐺)

𝜔(𝐺)

и назовем полученное число весом минимального параметрического заполнения типа 𝐺 для
пространства 𝜌.

1Здесь автор использует обозначения и терминологию, которая сложилась в так называемой теории экс-
тремальных сетей. Эта теория, возникшая на стыке геометрии, дискретной оптимизации и теории графов,
см. [ITUMN], рассматривает проблему Штейнера, ее аналоги и обобщения как граничные задачи: оптимизи-
руются (в том или ином смысле) графы с фиксированным подмножеством вершин. Терминальные вершины
называется граничными, остальные — подвижными или внутренними. Множество всех граничных вершин
называется границей и обозначается так же как топологическая граница, хотя и не совпадает с ней. В этом
контексте граница графа не определена однозначно. Какое именно подмножество вершин графа выбирать в
качестве границы зависит от конкретной задачи. (Примечание А. Иванова.)
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Будем называть дерево бинарным, если каждая его вершина имеет степень 1 или 3, а
граница состоит в точности из всех вершин степени 1. Взвешенные графы и заполнения с
положительными весами будем называть невырожденными.

Определение 2. В [2] доказано, что при изучении минимальных заполнений и крат-
чайших сетей всегда можно ограничиться рассмотрением деревьев, у которых все верши-
ны степени 1 и 2 принадлежат границе. Класс всех таких деревьев обозначим через 𝑇𝑜;
у которых граница соответствует вершинам степени 1 — через 𝑇1 и бинарных через 𝑇𝑏.
Cоответствующие классы деревьев с 𝑛-точечной границей обозначим через 𝑇𝑜(𝑛), 𝑇1(𝑛) и
𝑇𝑏(𝑛).

Утверждение 1 ([4]). Для любого натурального 𝑛 > 2 классы 𝑇𝑜(𝑛), 𝑇1(𝑛) и 𝑇𝑏(𝑛)
являются конечными множествами.

Конечное псевдометрическое пространство ℳ = (𝑀,𝜌) называется аддитивным, если 𝑀
можно соединить взвешенным деревом 𝒢 = (𝐺,𝜔) для которого 𝜌 совпадает с ограничением
𝑑𝜔 на 𝑀([2]). Дерево 𝒢 в этом случае называется порождающим.

Утверждение 2 ([2]). У каждого аддитивного пространства единственным невырож-
денным минимальным заполнением является его невырожденное порождающее дерево.

Утверждение 3. Пространство ℳ = (𝑀,𝜌), минимальное заполнение 𝒢 = (𝐺,𝜔) ко-
торого представляет собой звезду, в которой внутренняя вершина 𝑣 соединена со всеми
точками 𝑝𝑖 ∈𝑀 , 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑛 > 3, аддитивно.

Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) — произвольное дерево. Пусть 𝑣 ∈ 𝑉 — внутренняя вершина степени
(𝑘 + 1) > 3, смежная с 𝑘 вершинами 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘 из 𝜕𝐺. Тогда множество вершин {𝑤1, . . . , 𝑤𝑘},
а также множество ребер {𝑣𝑤1, . . . , 𝑣𝑤𝑘}, называются усами. Число 𝑘 назовём степенью, а 𝑣
— общей вершиной этих усов.

Теорема 1 ([2]). Преобразования типа 𝜌 ↦→ 𝜆𝜌+ 𝑎 для 𝑎 > 𝜆𝑎𝜌 сохраняют типы 𝐺 ми-
нимальных заполнений метрического пространства, точки которого соответствуют вер-
шинам степени 1 графов 𝐺.

Утверждение 4 ([2]). Пусть 𝑀 = {𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4}, и 𝜌 — произвольная псевдометрика на
𝑀 . Положим 𝜌𝑖𝑗 = 𝜌(𝑝𝑖, 𝑝𝑗). Тогда вес минимального заполнения 𝒢 = (𝐺,𝜔) пространства
ℳ = (𝑀,𝜌) дается формулой

1

2

(︀
min{𝜌12 + 𝜌34, 𝜌13 + 𝜌24, 𝜌14 + 𝜌23}+max{𝜌12 + 𝜌34, 𝜌13 + 𝜌24, 𝜌14 + 𝜌23}

)︀
.

Если минимум в этой формуле равен 𝜌𝑖𝑗+𝜌𝑟𝑠, то тип минимального заполнения — бинарное
дерево, усы которого суть {𝑝𝑖, 𝑝𝑗} и {𝑝𝑟, 𝑝𝑠}.

Утверждение 5 ([2]). Критерием аддитивности пространства является правило че-
тырех точек: для любых четырех точек 𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝑝𝑘, 𝑝𝑙 величины 𝜌(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) + 𝜌(𝑝𝑘, 𝑝𝑙), 𝜌(𝑝𝑖, 𝑝𝑘) +
𝜌(𝑝𝑗 , 𝑝𝑙), 𝜌(𝑝𝑖, 𝑝𝑙) + 𝜌(𝑝𝑗 , 𝑝𝑘) являются длинами сторон равнобедренного треугольника с осно-
ванием, не превосходящим боковой стороны.

Точку 𝑝 конечного псевдометрического пространства (𝑀,𝜌) назовем вырожденной, если в
этом пространстве существуют точки 𝑞 и 𝑟 отличные от 𝑝 и такие, что 𝜌(𝑞, 𝑟) = 𝜌(𝑞, 𝑝)+𝜌(𝑝, 𝑟).

Утверждение 6 ([2]). Пусть 𝒢 — минимальное заполнение конечного псевдометриче-
ского пространства ℳ. Тогда каждая граничная вершина степени больше 1 — вырожденная
точка пространства M. В частности, если пространство ℳ невырождено, то степень
каждой граничной вершины дерева 𝒢 равна 1 и все граничные ребра невырождены.
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Обозначим 𝑟-окрестность множества 𝑆 в произвольном метрическом пространстве (𝐸, 𝜌)
через 𝑈𝑟(𝑆) = {𝑥 ∈ 𝐸 : inf𝑦∈𝑆 𝜌(𝑥, 𝑦) < 𝑟} и пусть 𝐵𝑟(𝑆) = {𝑥 ∈ 𝐸 : inf𝑦∈𝑆 𝜌(𝑥, 𝑦) 6 𝑟}, и для
любой точки 𝑥 ∈ 𝐸 положим 𝐵𝑟(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝐸 : 𝜌(𝑥, 𝑦) 6 𝑟}.

Определение 3 ([20]). Пусть 𝐴 и 𝐵 — подмножества метрического пространства.
Расстоянием по Хаусдорфу между 𝐴 и 𝐵 называется величина

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = inf{𝑟 > 0 : 𝐴 ⊂ 𝑈𝑟(𝐵)и𝐵 ⊂ 𝑈𝑟(𝐴)}.

Будем также использовать эквивалентное определение

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = inf{𝑟 > 0 : 𝐴 ⊂ 𝐵𝑟(𝐵) и𝐵 ⊂ 𝐵𝑟(𝐴)}.

Утверждение 7 ([20]). Расстояние по Хаусдорфу является обобщённой псевдометрикой
на 2𝐸

Множество 2𝐸 всех подмножеств 𝐸 будем также обозначать через 𝒫(𝐸), а множество всех
непустых замкнутых подмножеств 𝐸 будем обозначать через ℱ(𝐸).

Пусть 𝜌 — конечное псевдометрическое пространство, соединенное некоторым (связным)
графом 𝐺 = (𝑉,𝐸). Как и выше, через Ω(𝜌,𝐺) обозначим множество, состоящее из всех ве-
совых функций 𝜔 : 𝐸 → R+, для которых 𝒢 = (𝐺,𝜔) является заполнением пространства
𝜌, а через Ω𝑚(𝜌,𝐺) — его подмножество, состоящее из весовых функций, для которых 𝒢 —
минимальное параметрическое заполнение пространства 𝜌.

Утверждение 8 ([2]). Множество Ω(𝜌,𝐺) замкнуто и выпукло в линейном простран-
стве R𝐸 всех функций на 𝐸, а Ω𝑚(𝜌,𝐺) ⊂ Ω(𝜌,𝐺) — непустой выпуклый компакт.

Для любого 𝑎 ∈ R положим R>𝑎 = {𝑥 ∈ R : 𝑥 > 𝑎}.
Положим 𝐷 =

{︀
(𝑥, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑀

}︀
⊂ 𝑀2. Для функций 𝜌 : 𝑀2 → R+ и 𝑓 : R>0 → R>0

определим функцию 𝜌𝑓 : 𝑀
2 → R+, равную нулю на 𝐷 и 𝑓 ∘ 𝜌 на 𝑀2 ∖𝐷.

Рассмотрим случай, когда 𝐹 — класс всех конечных метрических пространств, 𝑇 =
{(𝑀,𝜌) → (𝑀, 𝜌𝑓 ) | 𝑓 : R>0 → R>0}, а элементы 𝑇 ′ сохраняют все невырожденные типы
минимальных заполнений четырехточечных метрических пространств и конечных невырож-
денных звёзд. В этом случае был получен следующий результат.

Теорема 2 ([6]). Пусть 𝑓 : R>0 → R>0 — такая функция, что для каждого метрического
пространства (𝑀,𝜌) функция 𝜌𝑓 по-прежнему является метрикой на 𝑀 , и сохраняются
невырожденные звезды (из 8 точек) и типы минимальных заполнений четырёхточечных
пространств. Тогда 𝑓 имеет вид 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥+ 𝑏.

В данной статье мы будем рассматривать другие преобразования метрики: аффинные пре-
образования матриц метрики и линейные преобразования векторов метрики.

3. Аффинные преобразования матриц метрики

Утверждение 9. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→
𝐴𝑀 + 𝜏 . Тогда если это преобразование переводит любую матрицу метрики в матрицу
псевдометрики, то матрица 𝐴 диагональна.

Доказательство. Пусть 𝐴0 — матрица метрики, в которой все ненулевые расстояния равны
1, а 𝐴𝑖 — матрица псевдометрики, в которой все расстояния до 𝑖 равны 1, а остальные 0.

(𝐴0)𝑘𝑙 =

{︃
1, 𝑘 ̸= 𝑙

0.
(𝐴𝑖)𝑘𝑙 =

{︃
1, 𝑖 ∈ {𝑘, 𝑙}, 𝑘 ̸= 𝑙

0.
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Тогда 𝐴0+𝐴𝑖 — матрица метрики для любого 𝑖. Так как преобразование, заданное матрицами
𝐴 и 𝜏 переводит любую метрику в псевдометрику, то у матриц 𝐴𝐴0 + 𝜏 и 𝐴(𝐴0 + 𝐴𝑖) + 𝜏 =
𝐴𝐴0 + 𝐴𝐴𝑖 + 𝜏 все диагональные элементы равны 0. Следовательно, и у матрицы 𝐴𝐴𝑖 все
диагональные элементы равны 0.

Покажем, что все внедиагональные элементы матрицы 𝐴 равны 0. Рассмотрим произволь-
ные 𝑖 ̸= 𝑗. Положим 𝐵 = 𝐴𝐴𝑗 , тогда в силу сказанного выше 𝑏𝑖𝑖 = 0. По определению 𝑏𝑖𝑖 —
произведение 𝑖-той строки матрицы 𝐴 на 𝑖-тый столбец 𝐴𝑗 , в котором на 𝑗-том месте стоит 1,
а на остальных расположены нули. Таким образом, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑖 = 0. 2

Утверждение 10. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→
𝐴𝑀 + 𝜏 . Тогда если это преобразование переводит любую матрицу метрики в матрицу
псевдометрики, то 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0.

Доказательство. Усилим утверждение 9. Согласно утверждению 9, матрица 𝐴 диагональ-
на, поэтому 𝐴 = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛). Выберем произвольную матрицу метрики 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 и

пусть

𝑀 ′ = 𝑓(𝑀) = (𝑚′
𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 = 𝐴𝑀 + 𝜏, 𝑀 ′′ = 𝑓(2𝑀) = (𝑚′′

𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 = 2𝐴𝑀 + 𝜏.

Тогда для любых 𝑖 и 𝑗 выполнено 𝑚′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 и 𝑚′′

𝑖𝑗 = 2𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 . Покажем, что 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗
для любых 𝑖 ̸= 𝑗.

Из симметричности матриц псевдометрики следует, что для любых 𝑖 ̸= 𝑗 выполнено 𝑚𝑖𝑗 =
𝑚𝑗𝑖 и 𝑚′

𝑖𝑗 = 𝑚′
𝑗𝑖, отсюда

𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 = 𝑚′
𝑖𝑗 = 𝑚′

𝑗𝑖 = 𝜆𝑗𝑚𝑗𝑖 + 𝜏𝑗𝑖,

тогда 𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗 − 𝜆𝑗𝑚𝑗𝑖 = (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)𝑚𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖 − 𝜏𝑖𝑗 . Аналогично,

2𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 = 𝑚′′
𝑖𝑗 = 𝑚′′

𝑗𝑖 = 2𝜆𝑗𝑚𝑗𝑖 + 𝜏𝑗𝑖,

откуда 2𝜆𝑖𝑚𝑖𝑗−2𝜆𝑗𝑚𝑗𝑖 = 2(𝜆𝑖−𝜆𝑗)𝑚𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖−𝜏𝑖𝑗 . Применяя к 𝜏𝑗𝑖−𝜏𝑖𝑗 оба равенства, получаем
2(𝜆𝑖−𝜆𝑗)𝑚𝑖𝑗 = (𝜆𝑖−𝜆𝑗)𝑚𝑖𝑗 , поэтому (𝜆𝑖−𝜆𝑗)𝑚𝑖𝑗 = 0, откуда с учётом 𝑚𝑖𝑗 ̸= 0 следует 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 .

Таким образом, все диагональные элементы матрицы 𝐴 равны некоторому 𝜆, что означает
𝐴 = 𝜆𝐸.

Покажем, что 𝜆 > 0. Пусть 𝜆 < 0. Обозначим наименьший внедиагональный элемент
𝜏𝑖𝑗 матрицы 𝜏 через 𝑡. Возьмём в качестве 𝑀 матрицу метрики правильного симплекса, у
которой все внедиагональные элементы равны друг другу и больше −𝑡/𝜆. Рассмотрим 𝑖𝑗-ый
элемент 𝑓(𝑀). Он равен 𝑚′

𝑖𝑗 = 𝜆𝑚𝑖𝑗 + 𝑡. По построению 𝑚𝑖𝑗 > −𝑡/𝜆, поэтому 𝜆𝑚𝑖𝑗 < −𝑡,
отсюда 𝑚′

𝑖𝑗 = 𝜆𝑚𝑖𝑗 + 𝑡 < 0. Это означает, что 𝑓(𝑀) не является матрицей псевдометрикой —
противоречие. 2

Утверждение 11. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→
𝐴𝑀 + 𝜏 . Тогда если это преобразование переводит любую матрицу метрики в матрицу
псевдометрики, то матрица 𝜏 является матрицей псевдометрики.

Доказательство. Так как это преобразование переводит любую метрику в псевдометрику,
то по утверждению 10, 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0. Так как для любой матрицы метрики
𝑀 по предположению 𝑓(𝑀) = 𝜆𝑀 + 𝜏 — матрица псевдометрики, то 𝜏 = 𝑓(𝑀) − 𝜆𝑀 —
симметричная матрица, все диагональные элементы которой равны 0.

Пусть 𝜏 не является матрицей псевдометрики, тогда существуют различные 𝑎, 𝑏 и 𝑐, для
которых не выполнено неравенство треугольника, то есть 𝜏𝑎𝑏 + 𝜏𝑏𝑐 < 𝜏𝑎𝑐. Положим 𝜀 = 𝜏𝑎𝑐 −
𝜏𝑎𝑏 − 𝜏𝑏𝑐, тогда 𝜀 > 0. Пусть 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 — матрица метрики правильного симплекса,
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все элементы которой меньше 𝑑 = 𝜀
2𝜆 . Обозначим 𝑀 ′ = 𝑓(𝑀) = (𝑚′

𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 = 𝜆𝑀 + 𝜏 . Из

неравенства треугольника для тех же 𝑎, 𝑏 и 𝑐 получаем

0 > 𝑚′
𝑎𝑐 −𝑚′

𝑎𝑏 −𝑚′
𝑏𝑐 = 𝜆𝑚𝑎𝑐 − 𝜆𝑚𝑎𝑏 − 𝜆𝑚𝑏𝑐 + 𝜏𝑎𝑐 − 𝜏𝑎𝑏 − 𝜏𝑏𝑐 =

= 𝜀− 𝜆(𝑚𝑎𝑏 +𝑚𝑏𝑐 −𝑚𝑎𝑐) > 𝜀− 𝜆(𝑚𝑎𝑏 +𝑚𝑏𝑐) > 𝜀− 2𝑑𝜆 = 0,

то есть 0 > 0. Получили противоречие. 2

Теорема 3. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→ 𝐴𝑀 + 𝜏 .
Тогда это преобразование переводит любую матрицу метрики в матрицу псевдометрики,
если и только если 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей псевдометрики.

Доказательство. Так как это преобразование переводит любую метрику в псевдометрику,
то по утверждению 10, 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0 и следствию 11, 𝜏 является матрицей
псевдометрики.

Пусть 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 — некоторая матрица метрики, 𝜏 является матрицей псевдометрики

и 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0. Обозначим𝑀 ′ = 𝑓(𝑀) = (𝑚′
𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, при этом 𝑚

′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑚𝑖𝑗+𝜏𝑖𝑗 .

Для любых 𝑖 ̸= 𝑗 из того, что 𝜏 и 𝑀 — матрицы псевдометрик, следует 𝑚′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑚𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 =

𝜆𝑚𝑗𝑖+𝜏𝑗𝑖 = 𝑚′
𝑗𝑖 и 𝑚

′
𝑖𝑖 = 𝜆𝑚𝑖𝑖+𝜏𝑖𝑖 = 0, то есть𝑀 ′ — симметричная матрица, все диагональные

элементы которой равны нулю. В силу неравенств треугольника 𝑚𝑎𝑏+𝑚𝑏𝑐 > 𝑚𝑎𝑐 и 𝜏𝑎𝑏+ 𝜏𝑏𝑐 >
𝜏𝑎𝑐 для любых 𝑎, 𝑏 и 𝑐, из 𝜆 > 0 следует 𝜆𝑚𝑎𝑏 + 𝜆𝑚𝑏𝑐 + 𝜏𝑎𝑏 + 𝜏𝑏𝑐 > 𝜆𝑚𝑎𝑐 + 𝜏𝑎𝑐, то есть
𝑚′

𝑎𝑏 +𝑚′
𝑏𝑐 > 𝑚

′
𝑎𝑐.

Таким образом, любое преобразование такого вида переводит любую метрику в псевдомет-
рику. 2

Следствие 1. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→ 𝐴𝑀 + 𝜏 .
Тогда это преобразование переводит любую матрицу метрики в матрицу метрики, если и
только если, либо 𝐴 = 0 и 𝜏 является матрицей метрики, либо 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого
𝜆 > 0 и 𝜏 является матрицей псевдометрики.

Доказательство. Покажем сначала необходимость. Так как это преобразование переводит
любую метрику в псевдометрику, то по 3, 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0 и 𝜏 является матрицей
псевдометрики. Если 𝜆 = 0, тогда любая метрика переходит в 𝜏 , поэтому 𝜏 является матрицей
метрики.

Покажем достаточность. Пусть 𝜆 > 0, тогда любая матрица метрики𝑀 переходит в сумму
матрицы псевдометрики 𝜏 и матрицы метрики 𝜆𝑀 , поэтому 𝑓(𝑀) = 𝜆𝑀+𝜏 является матрицей
метрики. Если 𝜆 = 0, а 𝜏 является матрицей метрики, то любая матрица метрики𝑀 переходит
в матрицу метрики 𝜏 . 2

3.1. Сумма псевдометрических пространств

Будем считать 𝑛 ∈ N фиксированным, а все псевдометрики по умолчанию заданными на
{1, . . . , 𝑛}. Введём следующие обозначения: для заполнения 𝒢 = (𝐺,𝜔), где 𝐺 ∈ 𝑇1, псевдомет-
рического пространства

(︀
{1, . . . , 𝑛}, 𝜌

)︀
и любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 определим 𝜔𝑖 как вес выходящего

из вершины 𝑖 ребра графа 𝐺. Вес взвешенного графа 𝒢 будем обозначать как |𝒢|. Также для
псевдометрики 𝑠, одно из минимальных заполнений которой имеет тип звезды, определим 𝑠𝑖
как вес выходящего из вершины 𝑖 ребра и |𝑠| как вес этого заполнения. Для любой такой
псевдометрики 𝑠 и заполнения 𝒢 = (𝐺,𝜔) типа 𝐺 = (𝑉,𝐸) определим функции 𝜔𝑠, 𝜔−𝑠 ∈ R𝐸 :
для любого внутреннего ребра 𝑒 ∈ 𝐸 положим 𝜔𝑠(𝑒) = 𝜔−𝑠(𝑒) = 𝜔(𝑒), а для всех граничных
рёбер пусть 𝜔𝑠

𝑖 = 𝜔𝑖+𝑠𝑖 и 𝜔
−𝑠
𝑖 = 𝜔𝑖−𝑠𝑖. Положим 𝒢𝑠 = (𝐺,𝜔𝑠) и 𝒢−𝑠 = (𝐺,𝜔−𝑠). Отметим, что

𝜔−𝑠 не обязана быть неотрицательной, поэтому 𝒢−𝑠 = (𝐺,𝜔−𝑠) не всегда взвешенное дерево.
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Замечание 3. Сумма 𝜌′ = 𝜌+𝜏 любых двух псевдометрик, определённых на одном и том
же множестве, является псевдометрикой, причём неравенство треугольника для некото-
рых 𝑎, 𝑏 и 𝑐 вырождается в равенство 𝜌′𝑎𝑏+𝜌

′
𝑏𝑐 = 𝜌′𝑎𝑐 тогда и только тогда, когда 𝜌𝑎𝑏+𝜌𝑏𝑐 = 𝜌𝑎𝑐

и 𝜏𝑎𝑏 + 𝜏𝑏𝑐 = 𝜏𝑎𝑐.

Утверждение 12. Пусть 𝒢 = (𝐺,𝜔) — заполнение типа 𝐺 = (𝑉,𝐸) ∈ 𝑇1 для псев-
дометрики 𝜌, а среди минимальных заполнений для псевдометрики 𝑠 есть звезда. Тогда 𝒢𝑠

является заполнением для 𝜌+𝑠, и если 𝜌−𝑠 — псевдометрика и 𝜔𝑖 > 𝑠𝑖 для любой граничной
вершины 𝑖, то 𝒢−𝑠 является заполнением для 𝜌− 𝑠.

Доказательство. Для любых вершин 𝑖 ̸= 𝑗 из {1, . . . , 𝑛} положим 𝐼𝑖𝑗 ⊂ 𝐸 — множество
внутренних рёбер в пути, соединяющем 𝑖 и 𝑗. Заметим, что 𝜔𝑠 ∈ R𝐸

+, поэтому 𝒢𝑠 являет-
ся взвешенным деревом. Так как 𝒢 — заполнение для 𝜌, то для любых 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}
выполнено

𝜌𝑖𝑗 6 𝜔𝑖 + 𝜔𝑗 +
∑︁
𝑒∈𝐼𝑖𝑗

𝜔(𝑒).

Так как 𝑠𝑖𝑗 = 𝑠𝑖 + 𝑠𝑗 и
∑︀

𝑒∈𝐼𝑖𝑗 𝜔(𝑒) =
∑︀

𝑒∈𝐼𝑖𝑗 𝜔
𝑠(𝑒), то

(𝜌+ 𝑠)𝑖𝑗 = 𝜌𝑖𝑗 + 𝑠𝑖𝑗 6 𝜔𝑖 + 𝜔𝑗 + 𝑠𝑖 + 𝑠𝑗 +
∑︁
𝑒∈𝐼𝑖𝑗

𝜔(𝑒) = 𝜔𝑠
𝑖 + 𝜔𝑠

𝑗 +
∑︁
𝑒∈𝐼𝑖𝑗

𝜔𝑠(𝑒),

то есть 𝒢𝑠 является заполнением для 𝜌+ 𝑠.
Если 𝜌− 𝑠 — псевдометрика, и 𝜔𝑖 > 𝑠𝑖 для любой граничной вершины 𝑖, то 𝜔−𝑠 ∈ R𝐸

+ и 𝒢−𝑠

является взвешенным деревом. Аналогично в этом случае получаем

(𝜌− 𝑠)𝑖𝑗 = 𝜌𝑖𝑗 − 𝑠𝑖𝑗 6 𝜔𝑖 + 𝜔𝑗 − 𝑠𝑖 − 𝑠𝑗 +
∑︁
𝑒∈𝐼𝑖𝑗

𝜔(𝑒) = 𝜔−𝑠
𝑖 + 𝜔−𝑠

𝑗 +
∑︁
𝑒∈𝐼𝑖𝑗

𝜔−𝑠(𝑒),

то есть 𝒢−𝑠 является заполнением для 𝜌− 𝑠. 2

Утверждение 13. Пусть 𝒢 = (𝐺,𝜔) — минимальное заполнение типа из 𝑇1 для псевдо-
метрики 𝜌, а среди минимальных заполнений для псевдометрики 𝑠 есть звезда, причём 𝜌−𝑠
— псевдометрика и 𝜔𝑖 > 𝑠𝑖 для любой граничной вершины 𝑖. Тогда 𝒢−𝑠 является минималь-
ным заполнением для 𝜌− 𝑠.

Доказательство. По утверждению 12, взвешенный граф 𝒢−𝑠 является заполнением про-
странства 𝜌− 𝑠. Кроме того, |𝒢−𝑠| = |𝒢| − |𝑠|.

Предположим противное, т.е. заполнение 𝒢−𝑠 не является минимальным. Рассмотрим ми-
нимальное заполнение 𝒢′ = (𝐺′, 𝜔′) пространства 𝜌− 𝑠, являющееся бинарным деревом. Тогда
|𝒢′| < |𝒢−𝑠| = |𝒢| − |𝑠|. По утверждению 12, взвешенный граф 𝒢′𝑠 является заполнением для 𝜌
и

|𝒢′𝑠| = |𝒢′|+ |𝑠| < |𝒢−𝑠|+ |𝑠| = |𝒢|,

что противоречит минимальности заполнения 𝒢.
2

Утверждение 14. Пусть 𝒢 — минимальное заполнение типа из 𝑇1 для псевдометрики
𝜌, а среди минимальных заполнений для псевдометрики 𝑠 есть звезда. Тогда 𝒢𝑠 является
минимальным заполнением для 𝜌+ 𝑠.

Доказательство. По замечанию 12, взвешенный граф 𝒢𝑠 является заполнением простран-
ства 𝜌+ 𝑠. Кроме того, |𝒢𝑠| = |𝒢|+ |𝑠|.
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Предположим противное, т.е. заполнение 𝒢𝑠 не является минимальным для 𝜌+𝑠. Рассмот-
рим минимальное заполнение 𝒢′ = (𝐺′, 𝜔′) пространства 𝜌+𝑠, являющееся бинарным деревом.
Для него выполнено |𝒢′| < |𝒢𝑠|.

Положим 𝐼 = {𝑖 : 𝑠𝑖 > 0} и 𝑚 = min𝑘∈𝐼
𝜔′
𝑘

𝑠𝑘
, тогда существует 𝑖 ∈ 𝐼, на котором этот

минимум достигается.
Предположим, что в этом заполнении есть хотя бы одно граничное ребро, вес которого

меньше, чем вес соответствующего ребра в 𝑠, то есть выполнено 𝜔′
𝑙 < 𝑠𝑙 для некоторого 𝑙.

Тогда выполнено 0 6 𝜔′
𝑙 < 𝑠𝑙, поэтому 𝑙 ∈ 𝐼 и 𝑚 6

𝜔′
𝑙

𝑠𝑙
< 1. Для любого 𝑗 будет{︃

𝜔′
𝑗 − 𝑠𝑗𝑚 > 𝜔′

𝑗 − 𝑠𝑗
𝜔′
𝑗

𝑠𝑗
= 0 при 𝑗 ∈ 𝐼,

𝜔′
𝑗 − 𝑠𝑗𝑚 = 𝜔′

𝑗 > 0 при 𝑗 /∈ 𝐼,

то есть 𝜔′
𝑗 > 𝑠𝑗𝑚, и так как 𝜌+𝑠−𝑚𝑠 = 𝜌+𝑠(1−𝑚) — псевдометрика, то, по утверждению 13,

𝒢′−𝑚𝑠 является минимальным заполнением пространства 𝜌 + 𝑠(1 −𝑚), у которого граничное
ребро при вершине 𝑖 имеет нулевой вес. По утверждению 6 из этого следует, что 𝑖 — вырож-
денная точка этого пространства, соответствующее вырожденное неравенство треугольника
по замечанию 3 вырождается в 𝜌 и 𝑠. Тогда 𝑠𝑖 = 0, что противоречит 𝑠𝑖 > 0.

Таким образом, 𝜔′
𝑖 > 𝑠𝑖 выполнено для всех 𝑖. Тогда так как 𝜌 — псевдометрика, по утвер-

ждению 13, 𝒢′−𝑠 является минимальным заполнением для 𝜌+ 𝑠− 𝑠 = 𝜌 и |𝒢′−𝑠| = |𝒢′| − |𝑠| <
|𝒢𝑠| − |𝑠| = |𝒢|, что противоречит минимальности 𝒢 для 𝜌. 2

Теорема 4. Пусть матрицы 𝐴 и 𝜏 задают преобразование матриц 𝑓 : 𝑀 ↦→ 𝐴𝑀+𝜏 . То-
гда это преобразование переводит любую матрицу псевдометрики в матрицу псевдометрики
и сохраняет типы 𝑇1 минимальных заполнений, если и только если 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого
𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей псевдометрики, одно из минимальных заполнений которой —
звезда.

Доказательство. Если преобразование 𝑓 переводит любую матрицу псевдометрики в мат-
рицу псевдометрики, то по теореме 3, 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей
псевдометрики. Так как звезда является одним из типов минимальных заполнений из 𝑇1 для
нулевой псевдометрики, а 𝑓(0) = 𝜏 , то одно из минимальных заполнений 𝜏 — звезда.

Обратно, пусть 𝐴 = 𝜆𝐸 для некоторого 𝜆 > 0, а 𝜏 является матрицей псевдометрики, одно
из минимальных заполнений которой — звезда. Тогда 𝑓 имеет вид 𝑓(𝑀) = 𝜆𝑀 + 𝜏 , по заме-
чанию 3 матрица 𝑓(𝑀) является матрицей псевдометрики, и по утверждению 14, для любого
минимального заполнения типа из 𝑇1 для 𝜆𝑀 , а, следовательно и 𝑀 , среди минимальных
заполнений для 𝑓(𝑀) есть заполнение того же типа. То есть преобразование 𝑓 сохраняет все
типы 𝑇1 минимальных заполнений. 2

4. Преобразования векторов расстояний между различными точ-
ками

Пусть теперь псевдометрика задаётся вектором 𝜌 расстояний между различными точками
𝜌 = (𝜌12, 𝜌13, . . . , 𝜌𝑛−1,𝑛), а преобразование задаётся матрицей 𝐴 и имеет вид 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌. Как
мы увидим ниже, рассмотрение псевдометрики как вектора расстояний между различными
точками даёт более разнообразные классы преобразований, сохраняющих типы минимальных
заполнений, чем рассмотрение псевдометрики как матрицы.

Замечание 4 ([6]). Обозначим через 𝐾(𝑛) ⊂ R𝑛(𝑛−1)/2 множество всех векторов псевдо-
метрик. Каждое условие неотрицательности и неравенство треугольника задаёт (замкну-
тое) полупространство, ограниченное гиперплоскостью, проходящий через начало координат
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𝑂, поэтому 𝐾(𝑛) — выпуклый замкнутый конус с вершиной в 𝑂. Заметим, что метрикам
соответствуют в точности все точки конуса 𝐾(𝑛), не лежащие на координатных гипер-
плоскостях. В частности, все внутренние точки этого конуса соответствуют метрикам.

Определение 4 ([6]). Объединением 𝑘-мерных граней множества 𝑋 ⊂ R𝑁 назовём
такое подмножество 𝐸𝑘(𝑋) в 𝑋, что для любой 𝑥 ∈ 𝐸𝑘(𝑋) существует лежащий в 𝑋 шар
размерности 𝑛𝑎𝑚𝑒𝑘 с центром в 𝑥, но не существует лежащего в 𝑋 шара размерности 𝑘+1
с центром в 𝑥. Положим 𝐸(𝑋) = 𝐸1(𝑋) и назовём его объединением рёбер. Легко видеть,
что 𝐸

(︀
𝐾(𝑛)

)︀
— объединение лучей с началом в нуле. Каждый из них будем называть ребром

𝐾(𝑛).

Лемма 1 ([6]). Для того, чтобы линейное отображение 𝐴 : R𝑛(𝑛−1)/2 → R𝑛(𝑛−1)/2 пере-
водило псевдометрику в псевдометрику, необходимо и достаточно, чтобы

𝐴
(︁
𝐸
(︀
𝐾(𝑛)

)︀)︁
⊂ 𝐾(𝑛).

Лемма 2. Для того, чтобы непрерывное отображение 𝐴 : R𝑛(𝑛−1)/2 → R𝑛(𝑛−1)/2 пере-
водило метрику в псевдометрику, необходимо и достаточно, чтобы оно переводило псевдо-
метрику в псевдометрику.

Доказательство. Так как любая метрика является псевдометрикой, достаточность очевид-
на.

Пусть отображение 𝐴 переводит любую метрику в псевдометрику. Рассмотрим псевдомет-
рику 𝜌 и её образ 𝐴(𝜌). Для любого 𝑖 пусть 𝑠𝑖 — метрика правильного симплекса, все рассто-
яния между различными вершинами которого равны 1/𝑖. Заметим, что 𝜌 + 𝑠𝑖 — метрика и
lim𝑖(𝜌+ 𝑠𝑖) = 𝜌. Тогда в силу непрерывности отображения 𝐴, имеем 𝐴(𝜌) = 𝐴

(︀
lim𝑖(𝜌+ 𝑠𝑖)

)︀
=

lim𝑖𝐴(𝜌 + 𝑠𝑖). По замечанию 4 множество псевдометрик 𝐾(𝑛) — замкнуто, и так как оно со-
держит 𝐴(𝜌+ 𝑠𝑖) для любого 𝑖, то оно содержит и предел 𝐴(𝜌) = lim𝑖𝐴(𝜌+ 𝑠𝑖) ∈ 𝐾(𝑛). То есть
любая псевдометрика 𝜌 переходит в псевдометрику. 2

Лемма 3. Для того, чтобы линейное отображение 𝐴 : R𝑛(𝑛−1)/2 → R𝑛(𝑛−1)/2 переводило
метрику в псевдометрику, необходимо и достаточно, чтобы

𝐴
(︁
𝐸
(︀
𝐾(𝑛)

)︀)︁
⊂ 𝐾(𝑛).

Доказательство. В силу непрерывности линейного отображения 𝐴 по лемме 2, для того,
чтобы оно переводило метрику в псевдометрику, необходимо и достаточно, чтобы оно перево-
дило псевдометрику в псевдометрику. А по лемме 1, для того, чтобы линейное отображение
𝐴 переводило псевдометрику в псевдометрику, необходимо и достаточно, чтобы

𝐴
(︁
𝐸
(︀
𝐾(𝑛)

)︀)︁
⊂ 𝐾(𝑛).

Доказательство закончено. 2

Замечание 5. Рассмотрим отображение 𝑓 : 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌+𝜏 , которое переводит любую мет-
рику в псевдометрику. В силу непрерывности отображения 𝑓 по лемме 2 оно переводит лю-
бую псевдометрику в псевдометрику. Поэтому 𝜏 является вектором псевдометрики, так
как 𝑓(0) = 𝜏 .

Утверждение 15. Если отображение 𝑓 : 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌+ 𝜏 переводит любую метрику в псев-
дометрику, то и 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌 переводит любую метрику в псевдометрику.
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Доказательство. Пусть для некоторой метрики 𝜌 её образ 𝜌′ = 𝐴𝜌 не псевдометрика.
Тогда по замечанию 2 существуют такие 𝑎, 𝑏 и 𝑐, для которых не выполнено неравенство
треугольника, то есть 𝜌′𝑎𝑏 + 𝜌′𝑏𝑐 < 𝜌′𝑎𝑐. Положим 𝜀 = 𝜌′𝑎𝑐 − 𝜌′𝑎𝑏 − 𝜌′𝑏𝑐, тогда 𝜀 > 0. Так как по
замечанию 5 𝜏 — псевдометрика, 𝛿 = 𝜏𝑎𝑐 − 𝜏𝑎𝑏 − 𝜏𝑏𝑐 6 0. Для любого 𝜆 > −𝛿/𝜀 рассмотрим
образ 𝜌′′ метрики 𝜆𝜌, равный 𝑓(𝜆𝜌) = 𝜆𝐴𝜌+ 𝜏 . Тогда

𝜌′′𝑎𝑐 − 𝜌′′𝑎𝑏 − 𝜌′′𝑏𝑐 = 𝜆(𝜌′𝑎𝑐 − 𝜌′𝑎𝑏 − 𝜌′𝑏𝑐) + 𝜏𝑎𝑐 − 𝜏𝑎𝑏 − 𝜏𝑏𝑐 = 𝜆𝜀+ 𝛿 > 0,

то есть 𝜆𝜌 — метрика, а 𝑓(𝜆𝜌) не псевдометрика, что противоречит условию на отображение
𝑓 . 2

Пример 1. Рассмотрим множество 𝐾(3) псевдометрик, заданных на трёх точках.
Так как по замечанию 1 условия неотрицательности следуют из неравенств треугольника, это
множество является пересечением 3 полупространств, заданных неравенствами треугольни-
ка. Поэтому 𝐾(3) является трёхгранным конусом, натянутым на векторы (1, 1, 0), (1, 0, 1) и
(0, 1, 1). Обозначим через 𝑃 матрицу, в столбцах которой записаны координаты этих векторов.

Утверждение 16. Отображение 𝑓 : R3 → R3, заданное как 𝑓 : 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌 + 𝜏 перево-
дит любую метрику в псевдометрику тогда и только тогда, когда 𝜏 является вектором
псевдометрики, а матрица 𝐴 имеет вид 𝐴 = 𝑃𝐴𝑃−1, где 𝐴 — произвольная матрица с

неотрицательными компонентами, а 𝑃 =

⎛⎝1 1 0
1 0 1
0 1 1

⎞⎠.
Доказательство. По замечанию 5 вектор 𝜏 является псевдометрикой, по утверждению 15
отображение 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌 переводит любую метрику в псевдометрику.

По лемме 3, для того, чтобы отображение вида 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌 переводило любую метрику в псев-
дометрику, необходимо и достаточно, чтобы образами векторов (1, 1, 0), (1, 0, 1) и (0, 1, 1) были
псевдометрики. Легко убедиться, что матрица 𝑃 , в столбцах которой записаны координаты
этих векторов, обратима и задаёт биекцию между положительным октантом и 𝐾(3), поэтому
матрицу преобразования можно представить как 𝐴 = 𝑃𝐴𝑃−1 где 𝐴 = 𝑃−1𝐴𝑃 . Поэтому А
переводит 𝐾(3) в себя тогда и только тогда, когда 𝐴 переводит положительный октант в себя,
что равносильно неотрицательности компонентов 𝐴. Следовательно, для того, чтобы отобра-
жение вида 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌 переводило любую метрику в псевдометрику, необходимо и достаточно,
чтобы матрица 𝐴 имела вид 𝐴 = 𝑃𝐴𝑃−1, где 𝐴 — произвольная матрица с неотрицательными
компонентами.

То есть то, что 𝐴 = 𝑃𝐴𝑃−1, где 𝐴 — произвольная матрица с неотрицательными компо-
нентами, а 𝜏 — псевдометрика, является необходимым условием для отображения 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌+ 𝜏 ,
чтобы оно переводило любую метрику в псевдометрику. Но оно и достаточное, так как сумма
псевдометрик является псевдомерикой. 2

Из того, что единственным типом 𝑇1 для трёхточечных пространств является звезда, мгно-
венно следует, что отображения полученного вида являются решением задачи описания всех
аффинных отображений, которые переводят любую метрику в псевдометрику и сохраняют
все типы 𝑇1 минимальных заполнений.

Определение 5 ([6]). Пусть 𝑁 — сумма положительной диагональной матрицы
𝐴 = diag(𝜆12, 𝜆13, . . . , 𝜆𝑛−1,𝑛) и матрицы 𝐵 с одинаковыми строками из неотрицательных
элементов.

В [6] были рассмотрены отображения вида 𝜌 ↦→ 𝑁𝜌. Вообще говоря они не обязаны перево-
дить любую метрику в псевдометрику, но в отличие от преобразований вида 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌+ 𝜏 , где
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критерий для 𝜏 не требует рассмотрения матрицы 𝐴, аналогичные условия на 𝐵 не были по-
лучены. Однако сохранение типов 𝑇1 минимальных заполнений накладывает дополнительные
ограничения на матрицу 𝐴.

Теорема 5 ([6]). Матрица 𝑁 вида 𝐴+𝐵 в обозначениях 5 сохраняет метрики и мини-
мальные заполнения, типы которых — невырожденные звёзды, тогда и только тогда, когда
𝐴 — скалярная матрица.

В [6] были рассмотрены линейные отображения общего вида 𝜌 ↦→ 𝐴𝜌, но требовалось от
них больше: сохранения аддитивности пространств и всех типов минимальных заполнений 𝑇𝑜.

Теорема 6 ([6]). При 𝑛 > 4 линейное отображение 𝐴 переводит аддитивные метриче-
ские пространства в аддитивные с тем же невырожденным типом минимального заполне-
ния тогда и только тогда, когда 𝐴 — скалярная матрица.

4.1. Непрерывность веса минимальных заполнений

В этом разделе мы покажем, что функции 𝜌 ↦→ mpf(𝜌,𝐺) и mf(𝜌), определяющие вес
минимального параметрического заполнения типа 𝐺 для псевдометрики 𝜌 и вес минимального
заполнения для 𝜌, непрерывно зависят от 𝜌 для любого типа 𝐺. Это понадобится для описания
минимальных заполнений предельных псевдометрик в следующем разделе.

Определение 6. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) ∈ 𝑇𝑜(𝑛) — тип заполнения с границей𝑀 = {1, . . . , 𝑛}
для некоторого 𝑛 ∈ N. Обозначим 𝑛(𝑛−1)

2 через 𝑙, а #𝐸 через 𝑚, и пусть 𝜌 ∈ R𝑙 — псевдо-
метрика, то есть 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛). На пространстве R𝐸 введём норму |·|1, равную сумме модулей
координат, а на пространстве псевдометрик — норму |·|∞, равную максимуму модуля коор-
динат, и соответствующие метрики. Пусть 𝜌0 — произвольная псевдометрика, такая, что
𝜀 = |𝜌− 𝜌0|∞ > 0. Введём на пространстве ℱ(R𝐸) расстояние Хаусдорфа. Пусть отображе-
ние 𝑔 : 𝐾(𝑛) → ℱ(R𝐸) сопоставляет каждой псевдометрике 𝜌 множество Ω(𝜌,𝐺) ∈ ℱ(R𝐸)
всех весовых функций параметрических заполнений типа 𝐺 для 𝜌. Положим Ω = Ω(𝜌,𝐺) и
Ω0 = Ω(𝜌0, 𝐺). Определим функцию 𝑊 : ℱ(R𝐸) → R, положив 𝑊 (Ω) = inf

{︀
|𝜔|1 : 𝜔 ∈ Ω

}︀
.

Лемма 4. Отображение 𝑔 в обозначениях 6 является 𝑚-липшицевым.

Доказательство. Для каждого граничного пути 𝛾 в 𝐺 обозначим множество рёбер в 𝛾
через 𝐸(𝛾), а пару (𝑖, 𝑗) из начальной и конечной вершины пути 𝛾 через 𝜕𝛾. Напомним, что
функции 𝑀2 → R+, принимающие на парах (𝑖, 𝑗) и (𝑗, 𝑖), 𝑖 > 𝑗 значение 𝑖𝑗-той координаты
вектора из 𝐾(𝑛) и 0 для любых 𝑖 = 𝑗, обозначаются тем же символом, что и соответствующий
вектор из 𝐾(𝑛). Множество весовых функций задаётся следующим образом:

Ω(𝜌,𝐺) =
{︀
𝜔 ∈ R𝐸

+ :
∑︁

𝑒∈𝐸(𝛾)

𝜔(𝑒) > 𝜌(𝜕𝛾), 𝛾 — граничный путь в 𝐺
}︀
.

Для любых 𝜔 ∈ R𝐸 и 𝐶 ∈ R определим функции 𝜔 + 𝐶 и 𝐶𝐸 из R𝐸 , положив (𝜔 + 𝐶)(𝑒) =
𝜔(𝑒) + 𝐶 и 𝐶𝐸(𝑒) = 𝐶 для любого 𝑒 ∈ 𝐸. При этом расстояние между 𝜔 и 𝜔 + 𝐶 равно
|𝐶𝐸 |1 = |𝐶|𝑚. Положим

𝐸𝜀(Ω) = {𝜔 ∈ R𝐸 : 𝜔 + 𝜀 ∈ Ω}.

Заметим, что 𝐸𝜀(Ω) ⊂ 𝐵𝑚𝜀(Ω). Для любого 𝜔 ∈ Ω0 и любого граничного пути 𝛾 в 𝐺 выполнено∑︁
𝑒∈𝐸(𝛾)

(𝜔 + 𝜀)(𝑒) =
∑︁

𝑒∈𝐸(𝛾)

(︀
𝜔(𝑒) + 𝜀

)︀
> 𝜀+

∑︁
𝑒∈𝐸(𝛾)

𝜔(𝑒) > 𝜌0(𝜕𝛾) + 𝜀 > 𝜌(𝜕𝛾),
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так как |𝜌 − 𝜌0|∞ = 𝜀. Следовательно, 𝜔 + 𝜀 ∈ Ω, откуда Ω0 ⊂ 𝐸𝜀(Ω) ⊂ 𝐵𝑚𝜀(Ω). Аналогично,
Ω ⊂ 𝐸𝜀(Ω

0) ⊂ 𝐵𝑚𝜀(Ω
0). Следовательно, 𝑑𝐻(Ω0,Ω) 6 𝑚𝜀. Таким образом, для любого 𝜀 > 0 и

любых псевдометрик |𝜌− 𝜌0|∞ 6 𝜀 выполнено 𝑑𝐻(Ω0,Ω) 6 𝑚𝜀, что означает 𝑚-липшицевость
отображения 𝑔. 2

Замечание 6. Для любого Ω ∈ ℱ(R𝐸) точная нижняя грань в определении отображения
𝑊 (Ω) = inf

{︀
|𝜔|1 : 𝜔 ∈ Ω

}︀
достигается, так как для любой 𝜔0 ∈ Ω выполнено inf

{︀
|𝜔|1 : 𝜔 ∈

Ω
}︀
= inf

{︀
|𝜔|1 : 𝜔 ∈ Ω ∩𝐵|𝜔0|1(0)

}︀
, а Ω ∩𝐵|𝜔0|1(0) — компакт.

Лемма 5. Отображение 𝑊 в обозначениях 6 является 1-липшицевым.

Доказательство. Рассмотрим произвольные Ω,Ω0 ∈ ℱ(R𝐸), для которых 𝑑𝐻(Ω,Ω0) = 𝜀, и
пусть минимум нормы по Ω достигается в точке 𝜔 ∈ Ω. Тогда из 𝑑𝐻(Ω,Ω0) = 𝜀 следует, что
для любого 𝛿 > 0 существуют такая 𝜔′ ∈ Ω0, для которой |𝜔 − 𝜔′|1 6 𝜀+ 𝛿. Из этого следует,
что

𝑊 (Ω0) 6 |𝜔′|1 = |𝜔 + 𝜔′ − 𝜔|1 6 |𝜔|1 + |𝜔′ − 𝜔|1 6 |𝜔|1 + 𝜀+ 𝛿 =𝑊 (Ω) + 𝜀+ 𝛿,

то есть 𝑊 (Ω0)−𝑊 (Ω) 6 𝜀+ 𝛿. Аналогично получаем 𝑊 (Ω)−𝑊 (Ω0) 6 𝜀+ 𝛿, итого |𝑊 (Ω0)−
𝑊 (Ω)| 6 𝜀 + 𝛿. Так как последнее неравенство выполнено для любого 𝛿 > 0, то |𝑊 (Ω0) −
𝑊 (Ω)| 6 𝜀. Таким образом, |𝑊 (Ω0) − 𝑊 (Ω)| 6 𝑑𝐻(Ω0,Ω), что и означает 1-липшицевость
отображения 𝑊 . 2

Теорема 7. Пусть 𝐺 ∈ 𝑇𝑜(𝑛) — тип заполнения с границей 𝑀 = {1, . . . , 𝑛} для некото-
рого 𝑛 ∈ N, тогда вес минимального параметрического заполнения типа 𝐺 для псевдомет-
рики 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛) непрерывно зависит от псевдометрики 𝜌, то есть функция 𝜌 ↦→ mpf(𝜌,𝐺)
непрерывна.

Доказательство. Отображение 𝑓 : 𝐾(𝑛) → R, переводящее любую псевдометрику 𝜌 в
mpf(𝜌,𝐺), в обозначениях 6, является композицией отображения 𝑔 : 𝐾(𝑛) → ℱ(R𝐸) и функции
𝑊 : ℱ(R𝐸) → R.

По лемме 4, первое отображение 𝑚-липшицево, а по лемме 5, второе 1-липшицево, поэто-
му оба отображения непрерывны. Отображение 𝑓 как композиция непрерывных отображе-
ний является непрерывным, то есть вес минимального параметрического заполнения типа 𝐺
непрерывно зависит от псевдометрики.

2

Следствие 2. Для любого 𝑛 ∈ N вес mf(𝜌) минимального заполнения для псевдометрики
𝜌 ∈ 𝐾(𝑛) непрерывно зависит от 𝜌.

Доказательство. Так как по замечанию 1 множество 𝑇𝑜(𝑛) — конечно, вес минимального
заполненияmf(𝜌) = min{mpf(𝜌,𝐺) : 𝐺 ∈ 𝑇𝑜(𝑛)}— минимум конечного числа функций, каждая
из которых непрерывна по теореме 7. Поэтому функция mf(𝜌), как минимум конечного числа
непрерывных функций, непрерывна. 2

Определение 7. Для любого 𝑛 ∈ N и любой псевдометрики 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛) обозначим мно-
жество всех типов минимальных заполнений для 𝜌 из 𝑇𝑜(𝑛) через 𝑇𝑚(𝜌).

Следствие 3. Для любой псевдометрики 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛) существует такое 𝜀 > 0, что для
любой псевдометрики 𝜌′ ∈ 𝐾(𝑛) из 𝜀-окрестности 𝜌 выполнено 𝑇𝑚(𝜌′) ⊂ 𝑇𝑚(𝜌).

Доказательство. Положим 𝑇𝜌 = 𝑇𝑜(𝑛) ∖ 𝑇𝑚(𝜌). По определению, для каждого 𝐺𝑖 ∈ 𝑇𝜌,
𝑖 = 1, . . . ,#𝑇𝜌 выполняется

mpf(𝜌,𝐺𝑖) > mf(𝜌).
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Пусть 𝛿 = 1
2 inf

{︀
mpf(𝜌,𝐺𝑖)−mf(𝜌) : 𝐺𝑖 ∈ 𝑇𝜌

}︀
. В силу замечания 1 множество 𝑇𝑜(𝑛) — конечно,

следовательно эта точная нижняя грань достигается на некотором 𝐺𝑖, поэтому 𝛿 > 0. Так как,
по следствию 2, функция mf(𝜌) непрерывно зависит от 𝜌, то существует такое 𝜀0 > 0, что для
любой псевдометрики 𝜌′ ∈ 𝐾(𝑛) из 𝜀0-окрестности 𝜌 выполнено⃒⃒

mf(𝜌)−mf(𝜌′)
⃒⃒
< 𝛿.

А так как по теореме 7 функции mpf(𝜌,𝐺𝑖) непрерывно зависят от 𝜌, то существуют такие
𝜀𝑖 > 0, 1 6 𝑖 6 #𝑇𝜌, что для любой псевдометрики 𝜌′ ∈ 𝐾(𝑛) из 𝜀𝑖-окрестности имеем⃒⃒

mpf(𝜌,𝐺𝑖)−mpf(𝜌′, 𝐺𝑖)
⃒⃒
< 𝛿.

Пусть 𝜀 = min{𝜀𝑖 : 0 6 𝑖 6 #𝑇𝜌}, тогда 𝜀 > 0 и для любой псевдометрики 𝜌′ ∈ 𝐾(𝑛) из
𝜀-окрестности псевдометрики 𝜌 выполнено

mpf(𝜌′, 𝐺𝑖) > mpf(𝜌,𝐺𝑖)− 𝛿 > mf(𝜌) + 𝛿 > mf(𝜌′),

то есть среди заполнений для 𝜌′ типов 𝐺𝑖 ∈ 𝑇𝜌, 𝑖 = 1, . . . ,#𝑇𝜌 нет минимальных, что и
требовалось доказать. 2

4.2. Минимальные заполнения предельных псевдометрик

Применим полученные результаты для описания минимальных заполнений предельных
псевдометрик.

Утверждение 17. Пусть (𝜌𝑘)
∞
𝑘=1 — сходящаяся к псевдометрике 𝜌′ последовательность

псевдометрик из 𝐾(𝑛). Предположим, что для каждой псевдометрики 𝜌𝑘 есть заполнение
типа 𝐺 ∈ 𝑇𝑜(𝑛). Тогда среди минимальных заполнений для 𝜌′ также есть заполнение типа
𝐺.

Доказательство. Рассмотрим все отличные от 𝐺 графы 𝐺𝑖 ∈ 𝑇𝑜(𝑛). Для них будет выпол-
нено

mpf(𝜌𝑘, 𝐺𝑖) > mpf(𝜌𝑘, 𝐺).

Так как, по теореме 7, отображение 𝜌 ↦→ mpf(𝜌,𝐺) является непрерывным, то

mpf(𝜌′, 𝐺𝑖) = mpf( lim
𝑘→∞

𝜌𝑘, 𝐺𝑖) = lim
𝑘→∞

mpf(𝜌𝑘, 𝐺𝑖) >

> lim
𝑘→∞

mpf(𝜌𝑘, 𝐺) = mpf( lim
𝑘→∞

𝜌𝑘, 𝐺) = mpf(𝜌′, 𝐺),

то есть

mpf(𝜌′, 𝐺𝑖) > mpf(𝜌′, 𝐺),

что и требовалось доказать. 2

Определение 8. Для любого вектора 𝜌 ∈ R
𝑛(𝑛−1)

2 с ненулевой суммой координат поло-
жим

𝑁(𝜌) =
𝜌∑︀

𝑖<𝑗 𝜌𝑖𝑗
.

𝑁 переводит любую псевдометрику 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛)∖{0} в псевдометрику 𝑁(𝜌), которую мы будем
называть нормированной псевдометрикой 𝜌.
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Замечание 7. Как уже было сказано в замечании 4, множество 𝑛-точечных псевдометрик

𝐾(𝑛) замкнуто. Гиперплоскость 𝜋 = {𝜌 ∈ R
𝑛(𝑛−1)

2 :
∑︀

𝑖<𝑗 𝜌𝑖𝑗 = 1} также замкнута, а пересече-
ние 𝑃 (𝑛) = 𝐾(𝑛) ∩ 𝜋 — замкнуто и ограничено, и, следовательно, компактно. Поэтому любая
последовательность в 𝑃 (𝑛) имеет сходящуюся подпоследовательность. В частности, для любой
псевдометрики 𝜌 ̸= 0 и любого преобразования псевдометрик 𝑓 : 𝐾(𝑛)∖{0} → 𝐾(𝑛)∖{0} после-
довательность 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
имеет сходящуюся подпоследовательность 𝜌𝑘𝑖 , причём предел

любой сходящейся подпоследовательности принадлежит 𝑃 (𝑛).

Следствие 4. Пусть преобразование псевдометрик 𝑓 : 𝐾(𝑛)∖{0} → 𝐾(𝑛)∖{0} сохраняет
тип 𝐺 ∈ 𝑇𝑜(𝑛) минимальных заполнений. Тогда для любой псевдометрики 𝜌 ∈ 𝐾(𝑛) ∖ {0},
среди минимальных заполнений которой есть заполнение типа 𝐺, и любой сходящейся под-
последовательности 𝜌𝑘𝑖 последовательности 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
, среди минимальных заполнений

предельной псевдометрики 𝜌′ = lim𝑖→∞ 𝜌𝑘𝑖 есть заполнение типа 𝐺.

Доказательство. Из того, что преобразование псевдометрик 𝑓 сохраняет тип 𝐺 минималь-
ных заполнений следует, что для любого натурального 𝑘 среди минимальных заполнений псев-
дометрики 𝑓𝑘(𝜌) и, следовательно, псевдометрики 𝜌𝑘 будут заполнения типа 𝐺. Применяя к
последовательности (𝜌𝑘𝑖)

∞
𝑖=1 утверждение 17, получаем, что среди минимальных заполнений

для псевдометрики 𝜌′ есть заполнение типа 𝐺. 2

Напомним, что типы 𝑇1 являются типами 𝑇𝑜, у которых степень любой граничной вершины
равна 1.

Замечание 8. Для любой псевдометрики 𝜌′ ∈ 𝐾(𝑛), среди минимальных заполнений для
которой есть заполнение

𝑠 =
(︁(︀
𝑀 ∪ {𝑢}, {𝑢𝑣}𝑣∈𝑀

)︀
, 𝜔
)︁

типа звезда, также есть минимальные заполнения любого типа 𝐺 ∈ 𝑇1(𝑛), так как
𝐺 = (𝑉,𝐸) вместе с весовой функцией, определяемой на инцидентном любой вершине 𝑣 ∈𝑀
ребре 𝑒 ∈ 𝐸 как 𝜔(𝑢𝑣), а на внутренних рёбрах как 0, является заполнением того же веса
и, следовательно, минимальным. Например, отображение, которое переводит любую псев-
дометрику в правильный симплекс, у которого все расстояния между различными точками
равны 1, сохраняет все типы из 𝑇1.

Далее будем рассматривать отображения, сохраняющие все типы заполнений из 𝑇1.

Следствие 5. Пусть для преобразования псевдометрик

𝑓 : 𝐾(𝑛) ∖ {0} → 𝐾(𝑛) ∖ {0},

сохраняющего типы 𝑇1(𝑛) минимальных заполнений, существует такая псевдометрика 𝜌′,
что для любой псевдометрики 𝜌 ̸= 0 последовательность 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
сходится к 𝜌′ при

𝑘 → ∞. Тогда среди минимальных заполнений для псевдометрики 𝜌′ есть заполнение типа
звезда.

Доказательство. Возьмём в качестве 𝜌 произвольную псевдометрику такую, что одно её
минимальных заполнений имеет тип звезды, например, правильный симплекс, у которого все
расстояния между различными точками равны 1. Так как 𝜌 ̸= 0, то по предположению, по-
следовательность 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
сходится к 𝜌′ при 𝑘 → ∞. Причём так как звезда является

типом заполнения из 𝑇1, из сохранения типов 𝑇1 следует, что для любого натурального 𝑘 сре-
ди минимальных заполнений псевдометрики 𝑓𝑘(𝜌) и, следовательно, псевдометрики 𝜌𝑘 будут
заполнения типа звезда. Применяя к последовательности (𝜌𝑘)

∞
𝑘=1 утверждение 17, получаем,

что среди минимальных заполнений для псевдометрики 𝜌′ есть заполнение типа звезда. 2
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Утверждение 18. Для преобразования 𝑓 псевдометрик, сохраняющего типы 𝑇𝑜(𝑛) ми-
нимальных заполнений, не может существовать предельной псевдометрики 𝜌′, что для
любой псевдометрики 𝜌 ̸= 0 последовательность 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
сходится к 𝜌′ при 𝑘 → ∞.

Доказательство. Для любых различных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 = {1, . . . , 𝑛} при 𝑛 > 3 рассмотрим два
соединяющих 𝑀 дерева 𝐺𝑎 и 𝐺𝑏 без внутренних вершин, где в 𝐺𝑎 все вершины соединены
с вершиной 𝑎, а в 𝐺𝑏 — с вершиной 𝑏. Весовые функции 𝜔𝑎 и 𝜔𝑏, тождественно равные 1 на
этих деревьях, порождают метрики 𝜌𝑎 и 𝜌𝑏 на 𝑀 , и, по утверждению 2, взвешенные деревья
(𝐺𝑎, 𝜔𝑎) и (𝐺𝑏, 𝜔𝑏) являются минимальными заполнениями для 𝜌𝑎 и 𝜌𝑏. Эти типы принадлежат
𝑇𝑜(𝑛) ∖ 𝑇1(𝑛). Пусть предел 𝜌′ существует, тогда, так как по следствию 5 некоторая звезда с
весами 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛 является минимальным заполнением для 𝜌′, то 𝜌′ аддитивно и

𝜌′𝑖𝑗 = 𝜔𝑖 + 𝜔𝑗 . (1)

Из сохранения типов минимальных заполнений для 𝜌𝑎 и 𝜌𝑏 следует существование ми-
нимальных заполнений типов 𝐺𝑎 и 𝐺𝑏 для 𝜌′, а из аддитивности 𝜌′ следует, что вместе с
некоторыми весами, 𝐺𝑎 и 𝐺𝑏 являются порождающими деревьями. Для 𝑖 ∈ {𝑎, 𝑏} обозначим
через 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 два различных элемента из 𝑀 , отличных от 𝑖. Из того, что 𝐺𝑎 — порождающее
дерево для 𝜌′, следует, что 𝜌′𝑥𝑎𝑦𝑎 = 𝜌′𝑎𝑥𝑎

+ 𝜌′𝑎𝑦𝑎 . Выражая расстояния из последнего равенства
по формуле (1), получаем 𝜔𝑥𝑎 + 𝜔𝑦𝑎 = 𝜔𝑎 + 𝜔𝑥𝑎 + 𝜔𝑎 + 𝜔𝑦𝑎 , отсюда 𝜔𝑎 = 0. Аналогично полу-
чается, что 𝜔𝑏 = 0, поэтому 𝜌′𝑎𝑏 = 𝜔𝑎 + 𝜔𝑎 = 0. В силу того, что последнее равенство верно
для любых различных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 = {1, . . . , 𝑛}, сумма расстояний между различными точками
равна 0, что противоречит тому, что 𝜌′ — предел псевдометрик с суммой расстояний равной
1. 2

Пример 2. Рассмотрим преобразование 𝑓 , прибавляющее 1 ко всем компонентам век-
тора псевдометрики. По теореме 1, оно сохраняет типы 𝑇1 минимальных заполнений. По-
следовательность 𝜌𝑘 = 𝑁

(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
имеет вид:

𝑁
(︀
𝑓𝑘(𝜌)

)︀
=

𝜌+ (1, . . . , 1)𝑘

𝑘 |(1, . . . , 1)|1 +
∑︀

𝑖<𝑗 𝜌𝑖𝑗
=

𝜌

𝑘
+ (1, . . . , 1)

|(1, . . . , 1)|1 +
∑︀

𝑖<𝑗 𝜌𝑖𝑗

𝑘

.

Как мы видим, числитель этой дроби стремится к (1, . . . , 1), а знаменатель к |(1, . . . , 1)|1
при 𝑘 → ∞, поэтому lim𝑘→∞ 𝜌𝑘 = (1,...,1)

|(1,...,1)|1
, то есть предельной метрикой является правиль-

ный симплекс с равной 1 суммой координат.

4.3. Преобразования псевдометрик, задаваемые домножением вектора псев-
дометрики на диагонализируемую матрицу

Замечание 9. Пусть 𝑃 — произвольная обратимая матрица. Запишем матрицу 𝑃 в
блочной форме: 𝑃 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚), где (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚) — последовательность векторов столбцов
матрицы 𝑃 . Тогда для любых 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚 ∈ R и любого 𝜌 ∈ R𝑚 выполнено

𝑃 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)𝑃−1𝜌 =

= (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚)
(︀
𝜆1(𝑃

−1𝜌)1, . . . , 𝜆𝑚(𝑃−1𝜌)𝑚
)︀𝑇

=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝑃
−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 ,

в частности, 𝜌 = 𝑃𝐸𝑃−1𝜌 =
∑︀𝑚

𝑗=1(𝑃
−1𝜌)𝑗𝑣𝑗. Для любого 1 6 𝑖 6 𝑚 выполняется

𝑣𝑖 =

𝑚∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝑃−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 + (𝑃−1𝜌)𝑖𝑣𝑖,
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то есть

0 =
𝑚∑︁

𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝑃−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 +
(︀
(𝑃−1𝜌)𝑖 − 1

)︀
𝑣𝑖.

Так как матрица 𝑃 — обратимая, то её столбцы линейно независимы, поэтому из последнего
равенства следует, что (𝑃−1𝜌)𝑗 = 0 для любого 𝑗 ̸= 𝑖, а (𝑃−1𝜌)𝑖 = 1. Из этого вытекает,
что 𝑃 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)𝑃−1𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖, то есть 𝑣𝑖 является собственным вектором матрицы
𝑃 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)𝑃−1, соответствующим собственному значению 𝜆𝑖.

Определение 9. Пусть 𝐴 — диагонализируемая матрица, наибольшее по модулю соб-
ственное значение 𝜆𝑚𝑎𝑥 которой положительно и имеет кратность 1, а линейное простран-
ство 𝑉 , натянутое на остальные собственные векторы, не содержит ненулевых псевдо-
метрик. Тогда для некоторой обратимой матрицы 𝑃 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚), где (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚) — по-
следовательность векторов столбцов матрицы 𝑃 и некоторых 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚 ∈ R выполнено
𝐴 = 𝑃 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)𝑃−1. По замечанию 9, для любого 1 6 𝑖 6 𝑚 выполняется 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖.

Теорема 8. Пусть преобразование псевдометрик задаётся домножением вектора псев-
дометрики на матрицу 𝐴 вида 9. Тогда если это преобразование псевдометрик сохраняет
типы минимальных заполнений, то для ненулевого собственного вектора 𝜌′, соответству-
ющего значению 𝜆𝑚𝑎𝑥, вектор 𝑁(𝜌′) — псевдометрика, для любой псевдометрики 𝜌 ̸= 0 после-
довательность 𝑁(𝐴𝑛𝜌) сходится к 𝑁(𝜌′) и среди минимальных заполнений для 𝑁(𝜌′) есть
заполнение типа звезда.

Доказательство. Так как 𝐴 сохраняет типы минимальных заполнений, то и 𝐴 = 1
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝐴
сохраняет типы минимальных заполнений. Пусть 𝑖 таково, что 𝜆𝑖 = 𝜆𝑚𝑎𝑥, тогда 𝑣𝑖 = 𝛼𝜌′ для
некоторого 𝛼 ̸= 0. Заметим, что

𝐴𝑛 = 𝑃 diag

(︂(︂
𝜆1
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛

, . . . ,

(︂
𝜆𝑚
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛)︂
𝑃−1.

и так как по замечанию 9 выполнено 𝜌 =
∑︀𝑚

𝑗=1(𝑃
−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 , то пространство 𝑉 определяется

как 𝑉 = {𝜌 : (𝑃−1𝜌)𝑖 = 0}.
Далее, для любой псевдометрики 𝜌 с учётом замечания 9 получаем

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑃 diag

(︂(︂
𝜆1
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛

, . . . ,

(︂
𝜆𝑚
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛)︂
𝑃−1𝜌 =

= 𝑃

(︂
diag

(︂
lim
𝑛→∞

(︂
𝜆1
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛

, . . . , lim
𝑛→∞

(︂
𝜆𝑚
𝜆𝑚𝑎𝑥

)︂𝑛)︂)︂
𝑃−1𝜌 =

= 𝑃 diag(0, . . . , 0, 1⏟  ⏞  
𝑖

, 0, . . . , 0)𝑃−1𝜌 = (𝑃−1𝜌)𝑖𝑣𝑖 = 𝛼(𝑃−1𝜌)𝑖𝜌
′.

Пусть 𝜌 ̸= 0. Так как по предположению 𝜌 /∈ 𝑉 , то (𝑃−1𝜌)𝑖 ̸= 0. Поэтому предел lim𝑛→∞𝐴𝑛𝜌 по-
следовательности псевдометрик является ненулевой псевдометрикой 𝛼(𝑃−1𝜌)𝑖𝜌

′. Тогда 𝑁(𝜌′)
— также псевдометрика и lim𝑛→∞𝑁

(︀
𝐴𝑛𝜌

)︀
= 𝑁

(︀
lim𝑛→∞𝐴𝑛𝜌

)︀
= 𝑁

(︀
𝛼(𝑃−1𝜌)𝑖𝜌

′)︀ = 𝑁(𝜌′) в
силу непрерывности 𝑁 в точке 𝛼(𝑃−1𝜌)𝑖𝜌

′. Таким образом, для любой псевдометрики 𝜌 ̸= 0
последовательность 𝑁(𝐴𝑛𝜌) = 𝑁(𝐴𝑛𝜌) сходится к 𝑁(𝜌′). Применяя следствие 5, получаем,
что среди минимальных заполнений для 𝑁(𝜌′) есть заполнение типа звезда. 2

Теорема 9. Пусть преобразование псевдометрик из R𝑚 задаётся домножением вектора
псевдометрики на матрицу A вида 9 c двумя собственными числами 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0. Тогда
если для ненулевого собственного вектора 𝑣, соответствующего значению 𝜆𝑚𝑎𝑥, нормиро-
ванный вектор 𝜌′ = 𝑁(𝑣) — псевдометрика и среди минимальных заполнений для 𝜌′ есть
заполнение типа звезда, то это преобразование псевдометрик переводит любую псевдомет-
рику в псевдометрику и сохраняет типы 𝑇1 минимальных заполнений.
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Доказательство. Пусть 𝑖 таково, что 𝜆𝑖 = 𝜆𝑚𝑎𝑥, тогда 𝑣𝑖 = 𝛼𝜌′ для некоторого 𝛼 ̸= 0.
Для ненулевой псевдометрики 𝜌 положим 𝑢 =

∑︀𝑚
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖(𝑃

−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 и 𝑥 = (𝑃−1𝜌)𝑖𝛼, тогда по
замечанию 9,

𝜌 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑃−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 =
𝑚∑︁

𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝑃−1𝜌)𝑗𝑣𝑗 + (𝑃−1𝜌)𝑖𝛼𝜌
′ = 𝑢+ 𝑥𝜌′.

По определению, 𝑢 ∈ 𝑉 . Покажем, что 𝑥 > 0. Если 𝑢 = 0, то так как для 𝜌 выполнено∑︀
𝑖<𝑗 𝜌𝑖𝑗 =

∑︀
𝑖<𝑗 𝑥𝜌

′
𝑖𝑗 = 𝑥, то 𝑥 > 0. Если 𝑢 ̸= 0, то в силу выпуклости множества псевдометрик,

для любого 𝜆 ∈ [0, 1] линейная комбинация 𝜆𝜌+(1−𝜆)𝜌′ является псевдометрикой. Подставляя
выражение для 𝜌, получаем, что 𝜆(𝑢 + 𝑥𝜌′) + (1 − 𝜆)𝜌′ = 𝜆𝑢 +

(︀
1 + 𝜆(𝑥 − 1)

)︀
𝜌′ является

псевдометрикой. Заметим, что 1
1−𝑥 ∈ (0, 1] при 𝑥 6 0. Поэтому при 𝜆 = 1

1−𝑥 эта линейная
комбинация является псевдометрикой и принимает значение 𝜆𝑢. Так как 𝜆 > 0 и 𝑢 ̸= 0, то
𝜆𝑢 ∈ 𝑉 — ненулевая псевдометрика, что противоречит условию на 𝑉 . Итак, мы показали, что
𝑥 > 0.

Матрица 𝐴 сохраняет типы минимальных заполнений тогда и только тогда, когда 𝐴 =
1

𝜆𝑚𝑖𝑛
𝐴 сохраняет типы минимальных заполнений. Вычислим образ 𝜌 при заданном матрицей

𝐴 преобразовании:

𝐴𝜌 = 𝑃 diag
(︁
1, . . . , 1,

𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛⏟  ⏞  
𝑖

, 1, . . . , 1
)︁
𝑃−1𝜌 =

= 𝑃
(︁
𝐸 + diag

(︀
0, . . . , 0,

𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
− 1⏟  ⏞  

𝑖

, 0, . . . , 0
)︀)︁
𝑃−1𝜌 =

= 𝜌+ 𝑃 diag
(︀
0, . . . , 0,

𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
− 1⏟  ⏞  

𝑖

, 0, . . . , 0
)︀
𝑃−1𝜌 =

= 𝜌+
(︁𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
− 1
)︁
(𝑃−1𝜌)𝑖𝑣𝑖 = 𝜌+

(︁𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
− 1
)︁
(𝑃−1𝜌)𝑖𝛼𝜌

′ = 𝜌+
(︁𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
− 1
)︁
𝑥𝜌′,

где третье равенство вытекает из замечания 9. Так как 𝑥 > 0 и
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
−1 > 0, то

(︁𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
−1
)︁
𝑥𝜌′

— псевдометрика, среди минимальных заполнений для которой есть заполнение типа звезда.
Тогда 𝐴𝜌 — псевдометрика и по утверждению 14, для любого минимального заполнения для 𝜌
типа из 𝑇1 среди минимальных заполнений для 𝐴𝜌 есть заполнение того же типа. То есть пре-
образование, заданное матрицей 𝐴, а следовательно и 𝐴, сохраняет все типы 𝑇1 минимальных
заполнений. 2

Теорема 10. Пусть преобразование псевдометрик из R𝑚 задаётся домножением век-
тора псевдометрики на матрицу A вида 9 c двумя собственными числами 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0.
Тогда для ненулевого собственного вектора 𝑣, соответствующего значению 𝜆𝑚𝑎𝑥, нормиро-
ванный вектор 𝜌′ = 𝑁(𝑣) — псевдометрика, и среди минимальных заполнений для 𝜌′ есть
заполнение типа звезда, если и только если это преобразование псевдометрик переводит
любую псевдометрику в псевдометрику и сохраняет типы 𝑇1 минимальных заполнений.

Доказательство. Пусть преобразование указанного вида сохраняет типы 𝑇1 минимальных
заполнений, тогда по теореме 8, вектор 𝜌′ — псевдометрика и среди минимальных заполнений
для 𝜌′ есть заполнение типа звезда. Обратно, если для ненулевого собственного вектора 𝑣,
соответствующего значению 𝜆𝑚𝑎𝑥, нормированный вектор 𝜌′ = 𝑁(𝑣) — псевдометрика и среди
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минимальных заполнений для 𝜌′ есть заполнение типа звезда, то по теореме 9, это преобра-
зование псевдометрик переводит любую псевдометрику в псевдометрику и сохраняет типы 𝑇1
минимальных заполнений. 2

Замечание 10. Пусть преобразование псевдометрик из R𝑚 задаётся матрицей 𝑁 рав-
ной сумме положительной скалярной матрицы 𝜆𝐸 и матрицы 𝐵 с одинаковыми строками
(𝑏1, . . . , 𝑏𝑚) из неотрицательных элементов. Положим 𝑣 = (1, 1, . . . , 1)𝑇 . Тогда матрица 𝑁
является матрицей вида 9 c двумя собственными числами 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0, причём 𝑣 явля-
ется собственным вектором, соответствующим значению 𝜆𝑚𝑎𝑥.

Доказательство. Положим 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜆+
∑︀

𝑖 𝑏𝑖, а 𝜆𝑚𝑖𝑛 = 𝜆, легко видеть, что они удовлетво-
ряют условию 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 > 0. Заметим что для любого вектора 𝑥 выполнено

𝑁𝑥 = 𝜆𝑥+
∑︁
𝑖

𝑏𝑖𝑥𝑖𝑣,

отсюда

𝑁𝑣 = 𝜆𝑣 +
∑︁
𝑖

𝑏𝑖𝑣 =
(︁
𝜆+

∑︁
𝑖

𝑏𝑖

)︁
𝑣 = 𝜆𝑚𝑎𝑥𝑣,

то есть 𝑣 является собственным вектором, соответствующим значению 𝜆𝑚𝑎𝑥. Пусть вектор
𝑥 принадлежит гиперплоскости 𝑉 , ортогональной вектору (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)𝑇 , тогда

∑︀
𝑖 𝑏𝑖𝑥𝑖 = 0 и,

следовательно 𝑁𝑥 = 𝜆𝑥 = 𝜆𝑚𝑖𝑛𝑥, то есть 𝑉 является собственным подпространством с числом
𝜆𝑚𝑖𝑛. Остаётся заметить, что для любой ненулевой псевдометрики 𝜌 выполнено

∑︀
𝑖 𝑏𝑖𝜌𝑖 > 0 по

определению 𝐵, то есть 𝜌 /∈ 𝑉 , что и требовалось доказать. 2
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