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Аннотация

Абелева группа 𝐴 называется 𝜋-ограниченной для некоторого множества простых чи-
сел 𝜋, если в любой факторгруппе 𝐴/𝐵 группы 𝐴 все 𝑝-примарные компоненты 𝑡𝑝(𝐴/𝐵),
где 𝑝 ∈ 𝜋, конечны. Класс 𝜋-ограниченных абелевых групп был введен Е. В. Соколовым
при изучении ℱ𝜋-отделимости и 𝜋

′-изолированности подгрупп в общей теории групп. Опи-
сание периодических 𝜋-ограниченных групп тривиально. Е. В. Соколовым было показано,
что описание смешанных 𝜋-ограниченных групп сводится к периодическому случаю и слу-
чаю без кручения. В статье подробно рассмотрен класс 𝜋-ограниченных абелевых групп
без кручения. Показано, что этот класс совпадает с классом 𝜋-локальных абелевых групп
без кручения конечного ранга.

В заключении рассмотрены абелевы группы, удовлетворяющие условию (*), т.е. такие
абелевы группы, все факторгруппы которых не содержат подгрупп вида Z𝑝∞ для всех
𝑝 ∈ 𝜋, где 𝜋 — некоторое фиксированное множество простых чисел. Понятно, что все
𝜋-ограниченные группы удовлетворяют условию (*). Нами доказано, что произвольная
абелева группа 𝐴 удовлетворяет условию (*) тогда и только тогда, когда группы 𝑡(𝐴)
и 𝐴/𝑡(𝐴) удовлетворяют условию (*). Также в работе приводится конструкция, дающая
при каждом бесконечном множестве простых чисел 𝜋 пример нерасщепляемой смешанной
абелевой группы ранга 1, удовлетворяющей условию (*).

Ключевые слова: абелева группа, отделимость подгрупп, 𝜋-ограниченная абелева груп-
па, 𝜋-локальная абелева группа без кручения.
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Abstract

An abelian group 𝐴 is called 𝜋-bounded for a set of prime numbers 𝜋, if all 𝑝-primary
components 𝑡𝑝(𝐴/𝐵) are finite for every subgroup 𝐵 ⊂ 𝐴 and for every 𝑝 ∈ 𝜋. E. V. Sokolov has
introduced the class of 𝜋-bounded groups investigating ℱ𝜋-separable and 𝜋

′-isolated subgroups
in the general group theory. The description of torsion 𝜋-bounded groups is trivial. E. V. Sokolov
has proved that the description of mixed 𝜋-bounded groups can be reduced to the case of torsion
free groups. We consider the class of 𝜋-bounded torsion free groups in the present paper and
we prove that this class of groups coincides with the class of 𝜋-local torsion free abelian groups
of finite rank.

We consider also abelian groups satisfying the condition (*), that is such groups that their
quotient groups don’t contain subgroups of the form Z𝑝∞ for all prime numbers 𝑝 ∈ 𝜋, where 𝜋
is a fixed set of prime numbers. It is clear that all 𝜋-bounded groups satisfy the condition (*).
We prove that an abelian group 𝐴 satisfies the condition (*) if and only if both groups 𝑡(𝐴) and
𝐴/𝑡(𝐴) satisfy the condition (*). We construct also an example of a non-splitting mixed group
of rank 1, satisfying the condition (*), for every infinite set 𝜋 of prime numbers.
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1. Введение

Пусть 𝐴 — произвольная абелева группа, 𝜋 — некоторое непустое подмножество множества
простых чисел Π. Рассмотрим следующие условия:

(*) все факторгруппы группы 𝐴 не содержат подгрупп вида Z𝑝∞ для всех 𝑝 ∈ 𝜋;

(**) в произвольной факторгруппе 𝐴/𝐵 группы 𝐴 все 𝑝-примарные компоненты 𝑡𝑝(𝐴/𝐵), где
𝑝 ∈ 𝜋, конечны.
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Абелевы группы с условиями (*) и (**) были введены Е. В. Соколовым в [1] в связи с
изучением вопросов ℱ𝜋-отделимости и 𝜋′-изолированности.

Понятие отделимости подгруппы в произвольном классе групп 𝒞 было введено А. И. Маль-
цевым в [2]. Напомним, что подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется 𝒞-отделимой в этой группе,
если для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ 𝐻 существует гомоморфизм 𝜙 группы 𝐺 на некоторую
группу из класса 𝒞 такой, что 𝜙(𝑔) /∈ 𝜙(𝐻).

Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется 𝜋′-изолированной в этой группе, если для любого эле-
мента 𝑔 ∈ 𝐺 и любого простого числа 𝑞 /∈ 𝜋 из включения 𝑔𝑞 ∈ 𝐻 следует, что 𝑔 ∈ 𝐻. В случае,
если 𝐺 — абелева группа, то 𝜋′-изолированность ее подгруппы 𝐻 означает, что 𝐻 является
сильно 𝑞-сервантной при всех простых 𝑞 /∈ 𝜋 (подробнее см. [3, § 3]).

Говорят, что группа обладает свойством S𝜋, если все ее 𝜋′-изолированные подгруппы
являются ℱ𝜋-отделимыми, где ℱ𝜋 — класс всех конечных групп, простые делители порядков
которых принадлежат множеству 𝜋.

Для коммутативного случая Е. В. Соколовым доказано следующее утверждение.
Теорема 1 [1]. Абелева группа обладает свойством S𝜋 тогда и только тогда, когда она

удовлетворяет условию (*).
Определение 1 [1]. Абелева группа, удовлетворяющая условию (**), называется 𝜋-огра-

ниченной.
В данной заметке мы подробнее рассмотрим 𝜋-ограниченные абелевы группы и их соотно-

шение с абелевыми группами, удовлетворяющими условию (*).
Всюду далее в работе под группой мы будем подразумевать абелеву группу, записанную

аддитивно. Элементы 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 группы 𝐴 будем называть линейно независимыми (над
Z), если равенство 𝑚1𝑎1+𝑚2𝑎2+ . . .+𝑚𝑛𝑎𝑛 = 0 влечет 𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑛 = 0. Бесконечное
множество называется линейно независимым, если линейно независимо любое его конечное
подмножество. Рангом группы 𝐴 называется мощность максимального линейно независимо-
го подмножества в 𝐴 (обозначается 𝑟(𝐴)). 𝑝-рангом группы 𝐴 называется размерность Z𝑝-
пространства 𝐴/𝑝𝐴 (обозначается 𝑟𝑝(𝐴)). Через 𝑡(𝐴) и 𝑡𝑝(𝐴) будем обозначать периодическую
и 𝑝-примарную части группы 𝐴.

Другие используемые в статье определения и понятия стандартны и соответствуют моно-
графии Л. Фукса [4], [5] и книге П. А. Крылова, А. В. Михалева, А. А. Туганбаева [9].

2. 𝜋-ограниченные группы без кручения

Во-первых, понятно, что все 𝜋-ограниченные группы удовлетворяют условию (*) при том
же самом 𝜋. Обратное, очевидно, не верно. Кроме того, если группа 𝐴 удовлетворяет условию
(*) или условию (**), то среди факторгрупп группы 𝐴 не может быть группы Z𝑝∞ при всех
𝑝 ∈ 𝜋. Последнее условие мы будем активно использовать для характеризации 𝜋-ограниченных
групп и групп, удовлетворяющих условию (*).

Лемма 2. Если абелева группа 𝐴 удовлетворяет условию (*), то 𝑟(𝐴) <∞.
Доказательство. Отметим, что 𝐴 = 𝐴/𝑡(𝐴) — группа без кручения и 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴).

Предположим, что 𝑟(𝐴) = ∞, тогда возьмём произвольные линейно независимые элементы
𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . ∈ 𝐴 и постоим группы

𝐵 = ⟨𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . .⟩ и : 𝐶 = ⟨𝑝𝑎0, 𝑝𝑎1 − 𝑎0, 𝑝𝑎2 − 𝑎1, 𝑝𝑎3 − 𝑎2, . . .⟩,

где 𝑝 ∈ 𝜋. Так как 𝐵/𝐶 = ⟨𝑎0 + 𝐶, 𝑎1 + 𝐶, 𝑎2 + 𝐶, . . .⟩, и

𝑝(𝑎0 + 𝐶) = 0, : 𝑝(𝑎1 + 𝐶) = 𝑎0 + 𝐶, : 𝑝(𝑎2 + 𝐶) = 𝑎1 + 𝐶, : . . . ,

то 𝐵/𝐶 = Z𝑝∞ . Тогда 𝐵/𝐶 является прямым слагаемым группы 𝐴/𝐶, поскольку 𝐵/𝐶 —
делимая подгруппа в 𝐴/𝐶. Следовательно, группа 𝐵/𝐶 является факторгруппой группы 𝐴,
а значит и группы 𝐴, что противоречит условию (*). �
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Описание периодических абелевых групп, удовлетворяющих условию (*) или условию (**),
тривиально. Именно,

периодическая группа 𝐴 удовлетворяет условию (*) (условию (**)) тогда и только то-
гда, когда 𝑡𝑝(𝐴) — ограниченная группа (конечная группа) при любом 𝑝 ∈ 𝜋.

В связи с этим мы далее сосредоточим свое внимание на случае групп без кручения и
смешанных групп.

Предложение 3 [1]. Группа 𝐴 является 𝜋-ограниченной тогда и только тогда, когда все
𝑝-примарные компоненты (𝑝 ∈ 𝜋) группы 𝐴 конечны и все факторгруппы группы 𝐴/𝑡(𝐴) не
содержат прямых слагаемых вида Z𝑝∞ для всех 𝑝 ∈ 𝜋. �

Для групп без кручения очевидным образом получаем
Следствие 4. Справедливы следующие утверждения:

1. Группа без кручения 𝐴 является 𝜋-ограниченной тогда и только тогда, когда все фак-
торгруппы группы 𝐴 не содержат прямых слагаемых вида Z𝑝∞ при всех 𝑝 ∈ 𝜋;

2. Для групп без кручения условия (*) и (**) равносильны. �

Рассмотрим некоторые дополнительные сведения о группах без кручения конечного ранга,
принадлежащие, в основном, Ф. Ричмену [7] и Р. Уорфилду [6] (подробнее также см. [8][§§ :0;1]).

Пусть 𝐴 — группа без кручения конечного ранга 𝑛 со свободной подгруппой 𝐹 =
𝑛⨁︀

𝑖=1
Z𝑥𝑖.

Тогда 𝑟(𝐴/𝐹 ) = 𝑟(𝐴)− 𝑟(𝐹 ) = 0 и 𝐴/𝐹 — периодическая группа, имеющая вид

𝐴/𝐹 =
⨁︁
𝑝∈Π

𝑡𝑝
(︀
𝐴/𝐹

)︀ ∼=⨁︁
𝑝∈Π

[︁ 𝑟𝑝⨁︁
𝑖=1

Z
𝑝𝑘𝑖𝑝

⊕
⨁︁
𝑛−𝑟𝑝

Z𝑝∞

]︁
. (***)

Здесь 𝑟𝑝 = 𝑟𝑝(𝐴) = dimZ𝑝 𝐴/𝑝𝐴 — 𝑝-ранг группы 𝐴 и все 𝑘𝑖𝑝 — целые неотрицательные числа.
Заметим, что в разложении (***) количество квазициклических прямых слагаемых не зависит
от выбора свободной подгруппы 𝐹 , а целиком определяется группой 𝐴— для каждого простого
𝑝 их количество равно 𝑟(𝐴)− 𝑟𝑝(𝐴).

Абелева группа 𝐴 называется 𝜋-локально свободной, если все ее 𝑝-локализации Q𝑝⊗𝐴, где
𝑝 ∈ 𝜋, являются свободными Q𝑝-модулями (здесь Q𝑝 — кольцо рациональных чисел, знаме-
натели которых взаимно просты с 𝑝). Хорошо известно, что абелева группа без кручения 𝐴
конечного ранга является 𝜋-локально свободной тогда и только тогда, когда в ее разложении
(***) нет прямых слагаемых вида Z𝑝∞ при всех 𝑝 ∈ 𝜋, т.е. когда 𝑟(𝐴) = 𝑟𝑝(𝐴) при всех 𝑝 ∈ 𝜋.

Теорема 5. Групп без кручения является 𝜋-ограниченной тогда и только тогда, когда
она 𝜋-локально свободная группа конечного ранга.

Доказательство. Если 𝐴 — 𝜋-ограниченная группа, то 𝐴 — группа конечного ранга (по
лемме 2) и в разложении (***) группы 𝐴 нет прямых слагаемых вида Z𝑝∞ при всех 𝑝 ∈ 𝜋.
Следовательно, 𝐴 — 𝜋-локально свободная группа.

Пусть 𝐴 — 𝜋-локально свободная группа, покажем, что 𝐴 — 𝜋-ограниченная группа. В силу
следствия 4 нам достаточно проверить, что все факторгруппы группы 𝐴 не содержат прямых
слагаемых вида Z𝑝∞ при всех 𝑝 ∈ 𝜋. Предположим противное, найдется такая подгруппа 𝐵
группы 𝐴, что 𝐴/𝐵 = Z𝑝∞ для некоторого 𝑝 ∈ 𝜋. Так как 𝐴/𝐵 — периодическая группа, то
𝑟(𝐴/𝐵) = 0 и, значит, 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵). Пусть 𝐹 — свободная подгруппа группы 𝐵, такая что
𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐹 ). Тогда

𝐴/𝐵 = [𝐴/𝐹 ]/[𝐵/𝐹 ] = 𝑡𝑝(𝐴/𝐹 )/𝑡𝑝(𝐵/𝐹 ).

Поскольку 𝐴 — 𝜋-локально свободная группа, то 𝑡𝑝(𝐴/𝐹 ) — конечная группа, а значит, и
𝐴/𝐵 = 𝑡𝑝(𝐴/𝐹 )/𝑡𝑝(𝐵/𝐹 ) — тоже конечная группа. Получили противоречие. �
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3. Смешанные группы, удовлетворяющие условию (*)

Теорема 6. Произвольная группа 𝐴 удовлетворяет условию (*) тогда и только тогда,
когда группы 𝑡(𝐴) и 𝐴/𝑡(𝐴) удовлетворяют условию (*), т.е. когда все группы 𝑡𝑝(𝐴), где
𝑝 ∈ 𝜋, ограниченные и 𝐴/𝑡(𝐴) — 𝜋-локально свободная группа без кручения конечного ранга.

Доказательство. Если 𝐴 удовлетворяет условию (*), то из его определения очевидным
образом следует, что группы 𝑡(𝐴) и 𝐴/𝑡(𝐴) тоже удовлетворяют условию (*).

Обратно, пусть группы 𝑡(𝐴) и 𝐴/𝑡(𝐴) удовлетворяют условию (*), покажем, что группа 𝐴
удовлетворяет условию (*). Предположим противное, найдется подгруппа 𝐵 группы 𝐴 такая,
что 𝐴/𝐵 = Z𝑝∞ для некоторого 𝑝 ∈ 𝜋. Так как 𝑡(𝐴) удовлетворяют условию (*), то группа
𝑡𝑝(𝐴) ограниченная, следовательно, 𝐴 = 𝑡𝑝(𝐴) ⊕ 𝐴′

𝑝, где группа 𝐴
′
𝑝 не содержит элементов

порядка 𝑝 (см. [10] или [4, теорема 27.5]). Аналогичное разложение получаем и для группы
𝐵, 𝐵 = 𝑡𝑝(𝐵) ⊕ 𝐵′

𝑝. Тогда 𝐴/𝐵 = (𝑡𝑝(𝐴)/𝑡𝑝(𝐵)) ⊕ (𝐴′
𝑝/𝐵

′
𝑝) = Z𝑝∞ . Учитывая ограниченность

группы 𝑡𝑝(𝐴), получаем, что 𝑡𝑝(𝐴)/𝑡𝑝(𝐵) = 0 и 𝑡𝑝(𝐴) = 𝑡𝑝(𝐵). Пусть 𝑞 — произвольное простое
число, отличное от 𝑝. Поскольку 𝐴/𝐵 = (𝑡𝑞(𝐴)/𝑡𝑞(𝐵)) ⊕ (𝐴′

𝑞/𝐵
′
𝑞) = Z𝑝∞ и 𝑡𝑞(𝐴)/𝑡𝑞(𝐵) — 𝑞-

примарная группа, то 𝑡𝑞(𝐴)/𝑡𝑞(𝐵) = 0 и 𝑡𝑞(𝐴) = 𝑡𝑞(𝐵). Таким образом, 𝑡(𝐴) = 𝑡(𝐵). Учитывая
данное равенство, получаем

𝐴/𝐵 ∼= [𝐴/𝑡(𝐴)]/[𝐵/𝑡(𝐵)] = Z𝑝∞ ,

которое противоречит тому, что группа 𝐴/𝑡(𝐴) удовлетворяет условию (*). �

Пример. Для бесконечного множества 𝜋 рассмотрим кольцо 𝑅 =
∏︀
𝑝∈𝜋

Z𝑝 и построим в нем

подгруппу 𝐴, сервантно порожденную единицей кольца 𝑅,

𝐴 = ⟨1⟩* ⊂
∏︁
𝑝∈𝜋

Z𝑝, 𝐴 = {𝑟 ∈ 𝑅 | ∃𝑚 ∈ N, 𝑛 ∈ Z 𝑚𝑟 = 𝑛1}.

Очевидно, что 𝑡(𝐴) = 𝑡(𝑅) =
⨁︀
𝑝∈𝜋

Z𝑝. Так как 𝑅/𝑡(𝑅) ∼=
⨁︀
𝑐
Q и 𝐴 — сервантная подгруппа

ранга 1 в 𝑅, то 𝐴/𝑡(𝐴) ∼= Q.
Далее, пусть 𝐻 = ⟨1/𝑝 | 𝑝 ∈ 𝜋⟩ ⊂ Q. Рассмотрим группу 𝐵 — прообраз группы 𝐻 в

группе 𝐴 при естественном отображении 𝐴 → 𝐴/𝑡(𝐴) ∼= Q. Тогда 𝑡(𝐵) = 𝑡(𝐴) =
⨁︀
𝑝∈𝜋

Z𝑝 и

𝐵/𝑡(𝐵) ∼= 𝐻, т.е. группа 𝐵 удовлетворяет всем условиям предложения 3, следовательно, 𝐵 —
𝜋-ограниченная группа.

Предположим, что группа 𝐵 расщепляется, т.е. 𝐵 = 𝑡(𝐵) ⊕ 𝐶, где 𝐶 ∼= 𝐵/𝑡(𝐵) ∼= 𝐻.
Очевидно, что 1 — единица кольца 𝑅 — лежит в группе 𝐵. Тогда 1 = 𝑡+ 𝑐, где 𝑡 ∈ 𝑡(𝐵), 𝑐 ∈ 𝐶,
и 𝑚1 = 𝑚𝑐 при некотором 𝑚 ∈ N, а значит, 𝑚1 ∈ 𝐶. Заметим, что любой элемент группы 𝐶
делится почти на все простые числа 𝑝 ∈ 𝜋 (так как это справедливо для элементов группы
𝐻 и 𝐻 ∼= 𝐶). Но простое число 𝑝 делит элемент 𝑚1 в группе 𝐶 (и в 𝑅), только если 𝑝 делит
целое число 𝑚. Получили противоречие. Следовательно, группа 𝐵 не расщепляется.

4. Заключение

Заметим, что группы со свойством (*) близки к абелевым группам над которыми все пра-
вые полиномы финитно аппроксимируемы. А именно, И. Б. Кожухов и А. Р. Халиуллина
доказали следующее утверждение.

Теорема 7 [11]. Над группой 𝐺 (не обязательно абелевой) все правые полиномы финитно
аппроксимируемы тогда и только тогда, когда каждая подгруппа группы 𝐺 является пере-
сечением подгрупп конечного индекса.
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Для случая абелевых групп отсюда несложно получается
Следствие 8. Над абелевой группой 𝐴 все правые полиномы финитно аппроксимируемы

тогда и только тогда, когда все факторгруппы группы 𝐴 не содержат подгрупп вида Z𝑝∞

для любого 𝑝 ∈ 𝑃 , где 𝑃 — множество всех простых чисел.
Кроме того, абелевы группы с условием (*) могут быть использованы при изучении абе-

левых групп, как коретрактабельных Z-модулей.
Напомним, что 𝑅-модуль 𝑀 называется коретрактабельным, если для любого собствен-

ного подмодуля 𝐿 ⊂ 𝑀 верно Hom𝑅(𝑀/𝐿, 𝑀) ̸= 0 (подробнее о коретрактабельных модулях
см. [12]–[15]). Если 𝐴 — редуцированная абелева группа, не удовлетворяющая условию (*), то
в ней найдется такая подгруппа 𝐵, что 𝐴/𝐵 ∼= Z𝑝∞ при некотором простом 𝑝. В таком случае
Hom(𝐴/𝐵, 𝐴) = 0, а значит, условие (*) является необходимым условием коретрактабельно-
сти редуцированных групп.
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