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Аннотация

В работе изучается гиперболическая дзета-функция двумерной решётки приближений
Дирихле. Найдено функциональное уравнение для гиперболической дзета-функции дву-
мерной решётки приближений Дирихле в случае рационального 𝛽, которое задаёт ана-
литическое продолжение на всю комплексную плоскость, кроме точки 𝛼 = 1, в которой
полюс первого порядка.

Найденное функциональное уравнение позволяет ставить вопрос о непрерывности для
гиперболической дзета-функции двумерной решётки приближений Дирихле в случае ра-
ционального 𝛽.
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Abstract

The hyperbolic zeta function of a two-dimensional lattice of Dirichlet approximations is
studied. A functional equation is found for the hyperbolic zeta function of a two-dimensional
lattice of Dirichlet approximations in the case of rational 𝛽, which sets an analytical continuation
on the entire complex plane, except for the point 𝛼 = 1, in which the pole is of the first order.

The found functional equation allows us to raise the question of continuity for the hyperbolic
zeta function of a two-dimensional lattice of Dirichlet approximations in the case of rational 𝛽.
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1. Введение

В работах [2] – [4] была решена проблема аналитического продолжения гиперболической
дзета-функции произвольной целочисленной решётки. В работе [6] эта проблема нашла своё
решение для случая гиперболической дзета-функции произвольной декартовой решётки.

Уже случай двумерной решётки приближений Дирихле в случае иррационального 𝛽 не
является декартовой решёткой.

Цель настоящей работы — найти удобное функциональное уравнение для двумерной ре-
шётки приближений Дирихле в случае рационального 𝛽.

2The work has been prepared by the RFBR grant №19-41-710004_р_а. The work was supported financially by
a grant from the Government of the Tula Region under Contract ДС/294 dated November 16, 2021.
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2. Функциональное уравнение для гиперболической дзета-функ-
ции двумерной решётки приближений Дирихле

Пусть у нас задано вещественное число 𝛽 > 0. Рассмотрим решетку Дирихле диофантовых
приближений Λ(𝛽), заданную равенством

Λ(𝛽) = {(𝑞, 𝑞𝛽 − 𝑝))|𝑞, 𝑝 ∈ Z}

с базисом 𝜆⃗1 = (1, 𝛽), 𝜆⃗2 = (0,−1).
Если 𝛽 — рациональное число, то решётка Λ(𝛽) — декартова решётка, в противном случае

она не является декартовой решёткой. В любом случае она является унимодулярной решёткой.
Гиперболическая дзета-функция решётки Λ(𝛽) задается равенством

𝜁𝐻(Λ(𝛽)|𝛼) =
∑︁

(𝑞,𝑝)̸=(0,0)

1

(𝑞𝑞𝛽 − 𝑝)𝛼
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1,

где 𝑥 = max(1, |𝑥|) для любого вещественного 𝑥.
Сначала рассмотрим случай рационального 𝛽 = 𝑎

𝑏 , (𝑎, 𝑏) = 1, 𝑏 > 1. Найдём выражение
гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻

(︀
Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀⃒⃒
𝛼
)︀
решётки Λ

(︀
𝑎
𝑏

)︀
через периодизированную дзета-

функцию Гурвица 𝜁*(𝛼,𝑤), которая в правой полуплоскости задается равенством

𝜁*(𝛼,𝑤) =
∑︁

𝑛+𝑤>0

(𝑛+ 𝑤)−𝛼 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︀
𝑛=1

𝑛−𝛼, при {𝑤} = 0,

∞∑︀
𝑛=0

(𝑛+ {𝑤})−𝛼, при {𝑤} > 0
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1.

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜁𝐻

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
=

2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))

𝑏𝛼
+

𝑏−1∑︁
𝑘=1

𝜁*
(︀
𝛼, 𝑘𝑏

)︀
+ 𝜁*

(︀
𝛼, 1− 𝑘

𝑏

)︀
𝑏𝛼

·

·

(︃
𝜁*
(︂
𝛼,
𝑘𝑎

𝑏

)︂
+ 𝜁*

(︂
𝛼, 1− 𝑎𝑘

𝑏

)︂
+ 2− 1{︀

𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼 − 1(︀
1−

{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀𝛼
)︃

Доказательство. Действительно, сделаем замену переменных суммирования 𝑞 = 𝑏𝑛+𝑘,
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1, 𝑝 = 𝑎𝑛+

[︀
𝑎𝑘
𝑏

]︀
−𝑚, получим

𝜁𝐻

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
=

∞∑︁
𝑛=1

(︂
1

|𝑏𝑛|𝛼
+

1

| − 𝑏𝑛|𝛼

)︂ ∞∑︁
𝑚=−∞

1

𝑚𝛼+

+

𝑏−1∑︁
𝑘=1

(︃ ∞∑︁
𝑛=−∞

1

|𝑏𝑛+ 𝑘|𝛼

)︃(︃ ∞∑︁
𝑚=−∞

1

𝑚+
{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼
)︃

=
2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))

𝑏𝛼
+

+
𝑏−1∑︁
𝑘=1

𝜁*
(︀
𝛼, 𝑘𝑏

)︀
+ 𝜁*

(︀
𝛼, 1− 𝑘

𝑏

)︀
𝑏𝛼

·

·

(︃
𝜁*
(︂
𝛼,
𝑘𝑎

𝑏

)︂
+ 𝜁*

(︂
𝛼, 1− 𝑎𝑘

𝑏

)︂
+ 2− 1{︀

𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼 − 1(︀
1−

{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀𝛼
)︃

и лемма полностью доказана. 2

Для получения аналитического продолжения потребуется продолжение периодизирован-
ной дзета-функции Гурвица на всю комплексную плоскость (см. [5] ).

𝜁*(𝛼; 𝑏) =
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︁
0<𝑛+𝑏

(𝑛+ 𝑏)−𝛼, 𝜎 > 1,

1

2
+

1

𝛼− 1
− 𝐼2(𝛼; 0, 1),

{𝑏}=0,
𝜎>−1 ,

1

{𝑏}𝛼
− 1

2
+

1

𝛼− 1
+(1−{𝑏})

(︂
1−𝛼{𝑏}}

2

)︂
−𝐼2 (𝛼; 1−{𝑏}, {𝑏}) , {𝑏}≠0,

𝜎>−1 ,

2(2𝜋)𝛼−1Γ(1−𝛼)

(︃
sin

𝜋𝛼

2

∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛1−𝛼
+cos

𝜋𝛼

2

∞∑︁
𝑛=1

sin 2𝜋𝑛𝑏

𝑛1−𝛼

)︃
, 𝜎 < 0,

(1)

где Γ(𝑥) — гамма функция и

𝐼2(𝛼; 𝑞, 𝛽) =
𝛼(𝛼+ 1)

2

∞∫︁
𝑞

{𝑥}2 − {𝑥}
(𝑥+ 𝛽)2

𝑑𝑥, 𝑞 > 0, 0 < 𝛽 6 1.

В работе [5] показано, что для 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 < 0 справедливо равенство

𝜁*(𝛼;𝑤) + 𝜁*(𝛼; 1− 𝑤) = 2𝑀(𝛼)𝜁**(1− 𝛼;𝑤),

где 𝑀(𝛼) = 2Γ(1−𝛼)
(2𝜋)1−𝛼 sin 𝜋𝛼

2 — множитель Римана,

𝜁**(𝛼; 𝑏) =
∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛𝛼
, (𝜎 > 1). (2)

— дзета-функция Гурвица второго рода.
Кроме этого нам потребуется функциональное уравнение для дзета-функции Римана:

𝜁(𝛼) =𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼).
Учитывая всё выше изложенное, получаем новое функциональное уравнение для гипербо-

лической дзета-функции декартовой решётки Λ
(︀
𝑎
𝑏

)︀
.

Теорема 1. При 𝜎 < 0 справедливо функциональное уравнение

𝜁𝐻

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
=

2𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼)(1 + 2𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼))

𝑏𝛼
+

𝑏−1∑︁
𝑘=1

2𝑀(𝛼)𝜁**
(︀
1− 𝛼; 𝑘𝑏

)︀
𝑏𝛼

·

·

(︃
2𝑀(𝛼)𝜁**

(︂
1− 𝛼,

𝑘𝑎

𝑏

)︂
+ 2− 1{︀

𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼 − 1(︀
1−

{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀𝛼
)︃
.

Доказательство. Действительно, по лемме 1 имеем:

𝜁𝐻

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
=

2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))

𝑏𝛼
+

𝑏−1∑︁
𝑘=1

𝜁*
(︀
𝛼, 𝑘𝑏

)︀
+ 𝜁*

(︀
𝛼, 1− 𝑘

𝑏

)︀
𝑏𝛼

·

·

(︃
𝜁*
(︂
𝛼,
𝑘𝑎

𝑏

)︂
+ 𝜁*

(︂
𝛼, 1− 𝑎𝑘

𝑏

)︂
+ 2− 1{︀

𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼 − 1(︀
1−

{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀𝛼
)︃
.

Подставляя сюда функциональное уравнение для дзета-функции Римана и периодизирован-
ной дзета-функции Гурвица, получим:

𝜁𝐻

(︁
Λ
(︁𝑎
𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝛼
)︁
=

2𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼)(1 + 2𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼))

𝑏𝛼
+

𝑏−1∑︁
𝑘=1

2𝑀(𝛼)𝜁**
(︀
1− 𝛼; 𝑘𝑏

)︀
𝑏𝛼

·
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·

(︃
2𝑀(𝛼)𝜁**

(︂
1− 𝛼,

𝑘𝑎

𝑏

)︂
+ 2− 1{︀

𝑎𝑘
𝑏

}︀𝛼 − 1(︀
1−

{︀
𝑎𝑘
𝑏

}︀)︀𝛼
)︃

и теорема полностью доказана. 2

3. Заключение

Найденное функциональное уравнение позволяет ставить вопрос о непрерывности для ги-
перболической дзета-функции двумерной решётки приближений Дирихле в случае рациональ-
ного 𝛽 в левой полуплоскости. Изучение этого вопроса будет темой следующих статей по этой
теме.
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