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Аннотация

В данной работе найден вариант формулы Стирлинга, полезный и удобный для при-
ложений. Вывод формулы основан на двух известных утверждениях Эйлера: разложение
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Abstract

In this paper the version of the Stirling formula is found. It is the useful and siutable for
applications. A deduction of this formula is based on two the Euler’s statements: the expansion
of the Gamma-function into the infinite product and the Euler–MacLauren summation formula
of values of the smooth function over integers.
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1. Введение

При любом натуральном 𝑛 ≥ 1 и любом вещественном 𝑠 > 0 известная формула Стирлинга
имеет вид

ln Γ(𝑠) = 𝑠 ln 𝑠− 𝑠− 1

2
ln 𝑠+ ln

√
2𝜋 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 1

(2𝑛− 3)(2𝑛− 2)𝑠2𝑛−3
+ 𝑟𝑛,

где

𝑟𝑛 = (−1)𝑛−1𝜃
𝐵𝑛

(2𝑛− 1)2𝑛𝜉2𝑛−1
, 0 < 𝜃 < 1, 0 < 𝜉 ≤ 𝑠,

причем числа Бернулли 𝐵𝜈 , 𝜈 ≥ 1, определяются из производящего ряда

1

1− 𝑒−𝑥
− 1

𝑥
− 1

2
=

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
𝐵𝑛

(2𝑛)!
𝑥2𝑛−1.

Эту формулу можно распространить на комплексные значения аргумента 𝑠. При значени-
ях 𝑠 достаточно больших по модулю и при положительной вещественной части 𝑠 она часто
используется в приложениях. Тем не менее при возрастании 𝑛 ввиду быстрого роста чисел
Бернулли 𝐵𝑛 для фиксированного значения 𝑠 формула Стирлинга не приводит к повышению
точности вычисления значения ln Γ(𝑠).

Настоящая статья посвящена выводу следующего утверждения
Теорема. Пусть 𝑠 ≥ 2 — любое вещественное число. Тогда справедлива формула

ln Γ(𝑠) =

(︂
𝑠+

1

2

)︂
ln

(︂
𝑠+

1

2

)︂
−
(︂
𝑠+

1

2

)︂
− ln 𝑠+ ln

√
2𝜋 +𝑅,

где, полагая

𝜌(𝑥) =
1

2
− {𝑥}, 𝜎(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜌(𝑧) 𝑑𝑧 − 1

12
,

имеем

𝑅 =

∞∫︁
0,5

𝜎(𝑥)

(𝑥+ 𝑠)2
𝑑𝑥.

Вспомогательные утверждения.

Приведем общеизвестные теоремы Эйлера (см., например, [1],[2]).
Лемма 1. (Эйлер). Справедливо следующее предельное соотношение

Γ(𝑠) = lim
𝑚→∞

𝑃𝑚(𝑠),

где

𝑃𝑚(𝑠) =
𝑚𝑠(𝑚− 1)!

𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑚+ 𝑠− 1)
.

Лемма 2. (Формула Эйлера–Маклорена суммирования значений гладкой функции по це-
лым числам). Пусть на отрезке 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 функция 𝑓(𝑥) имеет непрерывную вторую произ-

водную, и пусть

𝜌(𝑥) =
1

2
− {𝑥}, 𝜎(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜌(𝑧) 𝑑𝑧 − 1

12
.
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Тогда имеем ∑︁
𝑎<𝑥≤𝑏

𝑓(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑎

𝜎(𝑥)𝑓 ′′(𝑥) 𝑑𝑥+

+𝜌(𝑏)𝑓(𝑏)− 𝜌(𝑎)𝑓(𝑎)− 𝜎(𝑏)𝑓 ′(𝑏) + 𝜎(𝑎)𝑓 ′(𝑎).

Доказательство теоремы.

Воспользуемся леммой 1. Находим

ln Γ(𝑠) = lim
𝑛→∞

ln𝑃𝑛(𝑠),

где
ln𝑃𝑛(𝑠) = 𝑠 ln𝑛− ln 𝑠+ 𝑆,

𝑆 =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(ln 𝑘 − ln (𝑘 + 𝑠)).

По лемме 2 (формула Эйлера–Маклорена суммирования значений гладкой функции по
целым числам) имеем

𝑆 = 𝐴+𝐵,𝐴 =

𝑛−0,5∫︁
0,5

(ln𝑥− ln (𝑥+ 𝑠)) 𝑑𝑥,

𝐵 =

𝑛−0,5∫︁
0,5

𝜎(𝑥)

(︂
1

(𝑥+ 𝑠)2
− 1

𝑥2

)︂
𝑑𝑥 = 𝐵1 −𝐵2.

Преобразуем интеграл 𝐴. Находим

𝐴 =

𝑛−0,5∫︁
0,5

ln𝑥 𝑑𝑥−
𝑛−0,5∫︁
0,5

ln (𝑥+ 𝑠)) 𝑑𝑥 =

=

𝑛−0,5∫︁
0,5

ln𝑥 𝑑𝑥−
𝑛+𝑠−0,5∫︁
𝑠+0,5

ln𝑥) 𝑑𝑥 =

=

𝑠+0,5∫︁
0,5

ln𝑥 𝑑𝑥−
𝑛+𝑠−0,5∫︁
𝑛−0,5

ln𝑥 𝑑𝑥 = 𝐴1 −𝐴2.

Интегрируя 𝐴1, получим

𝐴1 = (𝑥 ln𝑥− 𝑥)|𝑠+0,5
0,5 = (𝑠+ 0, 5) ln (𝑠+ 0, 5)− 𝑠+ 0, 5 ln 2.

При 𝑛→ ∞ имеем ln (1 + 𝑥/𝑛) = 𝑂(𝑥/𝑛). Следовательно,

𝐴2 = 𝑠 ln𝑛+

𝑠−0,5∫︁
−0,5

ln (1 + 𝑥/𝑛) 𝑑𝑥 = 𝑠 ln𝑛+𝑂(𝑠2/𝑛).

Таким образом, интеграл 𝐴 примет вид

𝐴 = (𝑠+ 0, 5) ln (𝑠+ 0, 5)− 𝑠− 𝑠 ln𝑛+ 𝑐1 +𝑂(𝑠2/𝑛).
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Далее преобразуем интеграл 𝐵. Имеем

𝐵1 =

∞∫︁
0,5

𝜎(𝑥)

(𝑥+ 𝑠)2
𝑑𝑥+𝑂

(︂
1

𝑠+ 𝑛− 0, 5

)︂
,

𝐵2 =

∞∫︁
0,5

𝜎(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥+𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
.

Собирая вместе полученные результаты и устремляя 𝑛 к бесконечности, находим

ln Γ(𝑠) = 𝐴+𝐵 =

(︂
𝑠+

1

2

)︂
ln

(︂
𝑠+

1

2

)︂
−
(︂
𝑠+

1

2

)︂
+ 𝑐0 +

∞∫︁
0,5

𝜎(𝑥)

(𝑥+ 𝑠)2
𝑑𝑥.

Константа 𝑐0 = ln
√
2𝜋 вычисляется стандартным образом с помощью формулы Лежандра

удвоения аргумента гамма-функции Эйлера:

22𝑠−1Γ(𝑠)Γ(𝑠+ 0, 5) = Γ(0, 5)Γ(2𝑠).

2. Заключение

На наш взгляд, полученный нами вариант формулы Стирлинга, может оказаться полез-
ным и удобным в приложениях. Использование формулы Эйлера–Маклорена для функций
большей гладкости приводит к более громоздким и сложным соотношениям.

Автор приносит глубокую благодарность профессору В. Н. Чубарикову за постановку за-
дачи и помощь в работе.
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