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Аннотация
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Рассмотрим действительный вектор 𝛼⃗ = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘). Будем обозначать расстояние от дей-
ствительного числа до ближайшего целого, как ‖𝑥‖𝑠 = 𝑚𝑖𝑛({𝑥}, 1 − {𝑥}), где {𝑥} – дробная
часть числа 𝑥. В качестве меры приближений вектора 𝛼⃗ целыми числами будем рассматривать

𝛿(𝑞, 𝛼⃗) = max
𝑖=1,𝑘

||𝑞𝛼𝑖||.

Целое число 𝑞 будем называть наилучшим совместным диофантовым приближением век-
тора 𝛼⃗, если для любого 𝑑 < 𝑞

𝛿(𝑞, 𝛼⃗) < 𝛿(𝑑, 𝛼⃗).

Известно, что если 𝛼⃗ иррационален, то последовательность наилучших совместных дио-
фантовых приближений 𝑞𝑖 бесконечна [3]. В одномерном случае, последовательностью наилуч-
ших диофантовых приближений к числу 𝛽 являются знаменатели подходящих цепных дробей
к этому числу [3].

Для многомерного случая существуют различные алгоритмы позволяющие находить наи-
лучшие совместные диофантовы приближения (например [2]), однако они ощутимо сложнее
алгоритма разложения числа в цепную дробь.

В статье [1] нами был предложен следующий алгоритм поиска первых 𝑁 совместных ди-
офантовых приближений.

2The work has been prepared by the RFBR grant №19-41-710004_р_а. The work was supported financially by
a grant from the Government of the Tula Region under Contract ДС/294 dated November 16, 2021.
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1. Положить 𝑟 = 𝛿(1, 𝛼⃗), 𝑞0 = 1 и

𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 𝑝 : 0,1 . . . 𝑝 : 0,𝑘−1 𝑝 : 0,𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

где 𝑝0,𝑗 – ближайшее целое к 𝛼𝑗 . Матрица 𝑒 - описывает базис целочисленного линей-
ного пространства. Каждое следующее наилучшее совместное диофантово приближение
ищется как линейная комбинация векторов из этого базиса.

2. 𝑛 = 1

3. Решить СЛАУ 𝑒 · −→𝑥 = −→𝛼

4. Нормировать вектор −→𝑥

5. Положить 𝑀 = 1, 𝑞𝑛 = ∞.

6. Перебираем точки, соседние точки 𝑎 с точкой [𝑀 · −→𝑥 ]

(a) 𝑠 =
∑︀

1≤𝑗≤𝑘+1

𝑎𝑗 : 𝑒𝑗,0.

(b) Если 𝑠 > 𝑞𝑛−1 и 𝛿(𝑠, 𝛼⃗) < 𝑟 то 𝑞𝑛 = 𝑠 новое потенциальное наилучшее совместное
диофантово приближений.

7. Если 𝑞𝑛 = ∞, то 𝑀 =𝑀 + 1 и перейти на шаг (6).

8. 𝑟 = 𝛿(𝑞𝑛, 𝛼⃗). Добавить в 𝑒 вектор
−→𝑒𝑛 = (𝑞𝑛, 𝑝𝑛,1, 𝑝𝑛,2, . . . , 𝑝𝑛,𝑘), где 𝑝𝑛,𝑘 – это ближайшее

целое к числу 𝑞𝑛 · 𝛼𝑘.

9. По всем 𝑖 от 1 до 𝑘 + 1:

(a) Если вектора {−→𝑒1 , . . . , −−→𝑒𝑖−1,
−−→𝑒𝑖+1, . . . ,

−−→𝑒𝑘+1,
−→𝑒𝑛} линейно независимы, то новый

базис 𝑒 = {−→𝑒1 , . . . , −−→𝑒𝑖−1,
−−→𝑒𝑖+1, . . . ,

−−→𝑒𝑘+1,
−→𝑒𝑛}. Закончить перебор 𝑖.

(b) Если 𝑛 = 𝑁 закончить. Иначе 𝑛 = 𝑛+ 1, перейти на шаг (3).

Этот алгоритм основывается на направленном поиске нового наилучшего совместного дио-
фантового приближения, как линейной комбинации предыдущих. Как отмечалось в статье [1],
этот алгоритм имеет сложность 𝑂(𝑀 · 3𝑘+1 ·𝑁), где 𝑀 – это максимальный параметр перебо-
ра, который может возникать в процессе работы алгоритма. Вопрос о его значения оставался
ранее неизученным.

Покажем как можно оценить значения этого параметра. Рассмотрим 𝑛-ую итерацию ал-
горитма. Вначале итерации нам известно текущее 𝑟 (𝑟 = 𝛿(𝑞𝑛−1, 𝛼⃗) – максимум расстояния от
ближайшего целого, до 𝑞𝑛−1 ·𝛼𝑖). Мы стараемся найти такое 𝑞𝑛, что 𝛿(𝑞𝑛, 𝛼⃗) будет меньше чем
𝑟. По теореме Дирихле [3] для любого 𝑄 существует 𝑞 < 𝑄, такое что

𝛿(𝑞, 𝛼⃗) <
1

𝑄1/𝑘
.

Положив 𝑄 =
(︀
1+𝜖
𝑟

)︀𝑘
, получим оценку 𝑞𝑛 < 𝑄. Небольшое положительное число 𝜖 необходимо

для случая когда 𝑞𝑛−1 =
(︀
1
𝑟

)︀𝑘
.
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Теперь оценим значение𝑀 . Так как 𝑠 это примерно
∑︀

1≤𝑗≤𝑘+1

[𝑀 ·𝑥𝑗 ] 𝑒𝑗,0, и если все𝑀 ·𝑥𝑗 > 1,

то
𝑀 ≈ 𝑠∑︀

1≤𝑗≤𝑘+1

𝑥𝑗 𝑒𝑗,0

Таким образом можно дать оценку

𝑀 < 𝑂(1) ·max

⎛⎜⎝ (︀
1+𝜖
𝑟

)︀𝑘∑︀
1≤𝑗≤𝑘+1

𝑥𝑗 𝑒𝑗,0
,

1

min 𝑥⃗

⎞⎟⎠ .
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