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Аннотация

В статье рассматривается вопрос поведения значений 𝐶𝑛 при возрастании 𝑛, где 𝐶𝑛 –
это константа наилучших совместных диофантовых приближений. Показаны различия в
этом вопросе для 𝑙2 и max нормы.
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Abstract

The article considers the question of the behavior of the values of 𝐶𝑛 with increasing 𝑛,
where 𝐶𝑛 is the constant of the best joint diophantine approximations. Shows the differences
in this question for 𝑙2 and 𝑚𝑎𝑥 norms are shown.
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1. Введение

Рассмотрим действительный вектор �⃗� = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). Мерой его приближений целыми
числами будет считать max норму max

𝑖=1,𝑛
𝑞 |𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖|𝑛. Из теоремы Дирихле следует, что эта

величина меньше 1 [6]. Точная нижняя грань величины 𝐶, такой что существует бесконечно
много целых чисел 𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 таких, что

max
𝑖=1,𝑛

𝑞 |𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖|𝑛 < 𝐶

называется константой наилучших евклидовых приближений 𝐶(�⃗�) для вектора �⃗�. Константой
наилучших совместных диофантовых приближений размерности 𝑛 называется:

𝐶𝑛 = sup
�⃗�∈R𝑛

𝐶(�⃗�).

2The work has been prepared by the RFBR grant №19-41-710004_р_а. The work was supported financially by
a grant from the Government of the Tula Region under Contract ДС/294 dated November 16, 2021.
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2. Случай max нормы

А. Гурвицом было получено [7] значение 𝐶1 = 1√
5
. Для больших размерностей точных

значений 𝐶𝑛 неизвестно, но было получено достаточно много оценок этих значений.
Для размерности 𝑛 = 2 Дж. В. С. Касселс [2] получил оценку снизу 𝐶2 ≥ 2

7 , а Дж. Макк

[9] и В. Г. Новак [10] получили оценку сверху 𝐶2 ≤
(︀

8
13

)︀2
. Это дает неравенство

𝐶1 =
1√
5
≈ 0.447214... > 0.378698 ≈

(︂
8

13

)︂2

≥ 𝐶2.

Возникает вопрос – можно ли для больших 𝑛 получить аналогичные неравенства? Будет
ли последовательность 𝐶𝑛 убывать с ростом 𝑛?

Наиболее точные оценки сверху (для размерности 𝑛 ≥ 3) была получены В. Споном [13]

𝐶𝑛 ≤ 1

𝛽 𝑛

, 𝛽𝑛 ≥ 𝑛 · 2𝑛+1

1∫︁
0

𝑢𝑛−1𝑑𝑢

(1 + 𝑢)𝑛 + (1 + 𝑢𝑛)

𝐶3 ≤ 0.408319... 𝐶4 ≤ 0.390731... 𝐶5 ≤ 0.379023...

lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 𝜋, 𝐶𝑛 <
1

𝜋
, при 𝑛→ ∞.

Наиболее точные оценки снизу получаются из неравенства (полученного в работах [2, 5])

𝐶𝑛 ≥ 𝑉𝑛,𝑠/
√︀
Δ𝑛,𝑠

где 2𝑛𝑉𝑛,𝑠 объем наибольшего параллелепипеда с центром в начале координат, содержащегося
внутри фигуры

𝑓𝑛,𝑠 =
1

2𝑠

𝑠∏︁
𝑖=1

|𝑥2𝑖 + 𝑥2𝑠+𝑖|
𝑛∏︁

𝑖=2𝑠+1

|𝑥𝑖| ≤ 1.

а Δ𝑛,𝑠 наименьшее абсолютное значение дискриминанта действительного поля степени 𝑛+ 1,
которое имеет 𝑠 пар комплексно-сопряженных алгебраических чисел.

Ранее были получены оценки 𝑉𝑛,𝑠

𝑉3,1 = 2, 𝑉3,0 =
33/2

2
, [3]

𝑉4,2 ≥
16

9
, 𝑉4,1 ≥ 2, 𝑉4,0 ≥ 4. [8]

В недавних работах [1] нами были получены оценки

𝑉5,2 ≥

√︃
27
(︀
9 + 5

√
5
)︀

88
,

𝑉6,3 ≥
9 + 5

√
5

11
,

𝑉𝑛,[𝑛/2] ≥ 0.77... ·
(︂
4

3

)︂𝑛/2

.

Для Δ𝑛,𝑠 известны [12] следующие оценки

60𝑛−2𝑠 · 22𝑠 < Δ𝑛,𝑠 < 92.4...𝑛, 𝑛→ ∞,
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что дает оценку снизу
𝐶𝑛 ≥ 0.77... · 0.1387...𝑛/2

𝐶3 ≥ 0.120605... 𝐶4 ≥ 0.044320... 𝐶5 ≥ 0.014860...

Это значит, что существующие на данный момент оценки не могут дать исчерпывающего
ответа на вопрос поведении значений 𝐶𝑛 с ростом 𝑛.

3. Случай 𝑙2 нормы

Вместо max нормы max
𝑖=1,𝑛

𝑞 |𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖|𝑛 можно рассмотреть 𝑙2 норму
𝑛∑︀

𝑖=1
(𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖)

2 и ввести

для нее аналогичные понятия. Точная нижняя грань величины 𝜃, такой что для вектора
�⃗� = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) существует бесконечно много целых чисел 𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 таких, что

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖)
2 <

𝜃1/𝑛

𝑞1+1/𝑛

называется константой наилучших евклидовых приближений 𝜃(�⃗�) для вектора �⃗�.
Константой наилучших евклидовых приближений 𝜃𝑛 называется:

𝜃𝑛 = sup
�⃗�∈R𝑛

𝜃(�⃗�).

Результат А. Гурвица для 𝑛 = 1 остается в силе: 𝜃1 = 1/
√
5 ≈ 0.447214.... Для размерности

𝑛 = 2 значение 𝜃2 было вычислено Г. Дэвенпортом и К. Малером [4]: 𝜃2 = 2/
√
23 ≈ 0.417029....

То есть 𝜃1 > 𝜃2. Это наводит на аналогичный вопрос о убывании 𝜃𝑛 убывать с ростом 𝑛.
Наиболее точные оценки 𝜃𝑛 для 𝑛 ≥ 3 были получены В. Г. Новаком [11]

1

𝑛−𝑛/2 ·
√︀
Δ𝑛,[𝑛/2]

≤ 𝜃𝑛 ≤
𝑛−𝑛/2

(𝑛+ 1)(𝑛+1)/2 ·Δ(S𝑛+1)
,

где Δ(S𝑛+1) – критический определитель единичной сферы размерности 𝑛+ 1.

0.31334... ≤ 𝜃3 ≤ 0.5322..., 0.39888... ≤ 𝜃4 ≤ 0.75615...,

0.33385... ≤ 𝜃5 ≤ 1.14155..., 0.50272... ≤ 𝜃6 ≤ 1.90244....

0.43830... ≤ 𝜃7 ≤ 3.54384....

То есть 𝜃2 < 𝜃6. Значит, 𝜃𝑛 не может монотонно убывать с ростом 𝑛.
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