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Аннотация

В предположении справедливости расширенной гипотезы Римана для средних значе-
ний функций Чебышёва по всем характерам модуля 𝑞 имеет место оценка

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|ℓ̃𝑥+ 𝑥1/2𝑞L 2, L = ln𝑥𝑞.

При решении ряда задач теории простых чисел достаточно, чтобы для 𝑡(𝑥; 𝑞) имелась оцен-
ка, близкая к этой оценке. Лучшие оценки для 𝑡(𝑥; 𝑞) ранее принадлежали Г. Монтгомери,
Р. Вону и З. Х. Рахмонову. В работе получена новая оценка вида

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|ℓ̃𝑥L 28 + 𝑥
4
5 𝑞

1
2 L 31 + 𝑥

1
2 𝑞L 32,

с помощью которой для линейной тригонометрической суммы с простыми числами при⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
< 1

𝑞2 , (𝑎, 𝑞) = 1, найдена более точная оценка

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝑞−
1
2 L 33 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33,

а также изучено распределение чисел Харди-Литтлвуда вида 𝑝 + 𝑛2 в коротких арифме-
тических прогрессиях в случае, когда разность прогрессии является степенью простого
числа.

Ключевые слова: характер Дирихле, функция Чебышёва, тригонометрические суммы
с простыми числами, числа Харди-Литтлвуда
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Abstract

Assuming the validity of the extended Riemann hypothesis for the average values of
Chebyshev functions over all characters modulo 𝑞, the following estimate holds

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|ℓ̃𝑥+ 𝑥1/2𝑞L 2, L = ln𝑥𝑞.

When solving a number of problems in prime number theory, it is sufficient that 𝑡(𝑥; 𝑞) admits
an estimate close to this one. The best known estimates for 𝑡(𝑥; 𝑞) previously belonged to
G. Montgomery, R. Vaughn, and Z. Kh. Rakhmonov. In this paper we obtain a new estimate
of the form

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|ℓ̃𝑥L 28 + 𝑥
4
5 𝑞

1
2 L 31 + 𝑥

1
2 𝑞L 32,

using which for a linear exponential sum with primes we prove a stronger estimate

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝑞−
1
2 L 33 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33,

when
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
< 1

𝑞2 , (𝑎, 𝑞) = 1. We also study the distribution of Hardy-Littlewood numbers of

the form 𝑝+𝑛2 in short arithmetic progressions in the case when the difference of the progression
is a power of the prime number.
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1. Введение

Для характера Дирихле 𝜒 по модулю 𝑞 функция Чебышева определяется равенством

𝜓(𝑦, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛),



200 З. Х. Рахмонов, О. О. Нозиров

где Λ(𝑛) — функция Мангольдта. В предположении справедливости расширенной гипотезы
Римана для средних значений функций Чебышёва по всем характерам модуля 𝑞 имеет место
оценка

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝜒mod𝑞

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|ℓ̃𝑥+ 𝑥1/2𝑞L 2, L = ln𝑥𝑞. (1)

При решении ряда задач теории простых чисел достаточно, чтобы для 𝑡(𝑥; 𝑞) имелась оценка,
близкая к оценке (1).

Средние значения функций Чебышёва впервые исследовалЮ. В. Линник [1, 2, 3, 4] для вы-
вода нетривиальной оценки линейной тригонометрической суммы с простыми числами 𝑆(𝛼, 𝑥).

А. А. Карацуба [5] создал метод решения тернарных мультипликативных задач, с помощью
которого оценил самый простой случай величины 𝑡(𝑥; 𝑞). Следствием этой оценки является
распределение чисел вида 𝑝(𝑝1 + 𝑎) в коротких арифметических прогрессиях.

Воспользовавшись методом большего решета Ю. В. Линника, Г. Монтгомери [6] доказал
плотностные теоремы для нулей 𝐿-функции Дирихле, с помощью которых показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞)ℓ̃(𝑥+ 𝑥
5
7 𝑞

5
7 + 𝑥

1
2 𝑞)L 17. (2)

Этот результат уточнил Р. Вон [7]. Он с помощью представления

𝐿′

𝐿
=

(︂
𝐿′

𝐿
+ 𝐹

)︂
(1− 𝐹𝐺) + (𝐿′ + 𝐿𝐹 )𝐺− 𝐹,

где 𝐹 и 𝐺 — соответственно частные суммы для рядов Дирихле – 𝐿′

𝐿 и 1
𝐿 , доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞)ℓ̃𝑥L 3 + 𝑥
3
4 𝑞

5
8 L

23
8 + 𝑥

1
2 𝑞L

7
2 . (3)

В 1989 году З. Х. Рахмонов [8] показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞)ℓ̃(𝑥+ 𝑥
5
6 𝑞

1
2 + 𝑥

1
2 𝑞)𝑥𝛿.

Это оценка сильнее (2) и слабее (3), но доказательство, в отличие от этих оценок, проводится
элементарно и опирается на метод А. А. Карацубы решения мультипликативных тернарных
задач [5].

Из оценок (1), (2) и (3) для 𝑡(𝑥; 𝑞) видно, что из трёх слагаемых, присутствующих в этих
оценках, два крайних равны между собой с точностью конечной степени логарифма, и их, ви-
димо, нельзя вообще улучшить относительно степеней 𝑥 и 𝑞. Дальнейшего улучшения второго
слагаемого добился З. Х. Рахмонов [9, 10]. Он доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞)ℓ̃
(︁
𝑥+ 𝑥

4
5 𝑞

1
2 + 𝑥

1
2 𝑞
)︁

L 34. (4)

В следующей теореме уточняем эту оценку.

Теорема 1. При 𝑥 > 2 и 𝑞 > 1 имеет место оценка

𝑡(𝑥; 𝑞)ℓ̃𝑥L 28 + 𝑥
4
5 𝑞

1
2 L 31 + 𝑥

1
2 𝑞L 32.

В 1937 г. И. М. Виноградов [11] обнаружил, что суммы по простым числам могут быть
составлены путём только сложения и вычитания из сравнительно небольшого числа других
сумм, хорошие оценки которых могут быть получены с помощью метода оценок двойных сумм,



О средних значениях функций Чебышёва и их приложениях 201

не имеющих какого-либо отношения к теории 𝐿-рядов Дирихле. В частности, такой суммой
оказалась линейная тригонометрическая сумма с простыми числами вида

𝑆(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛),

где 𝛼 — вещественное число, и при условии⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑞2
, 𝑞 6 𝑥, (𝑎, 𝑞) = 1,

была найдена оценка:

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃(𝑥𝑞−
1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 )𝑥𝜀, (5)

доказательство которой проводится элементарным методом.
Впервые сумму 𝑆(𝛼, 𝑥) аналитическим методом оценил Ю. В. Линник [1, 4] (см. также

[12, 13]). Он с помощью идей Харди-Литтлвуда [14], применявшихся ранее в проблеме Гольд-
баха, и теоремы о густоте нулей 𝐿-рядов Дирихле, дал новый вариант нетривиальной оцен-
ки линейной тригонометрической суммы с простыми числами в следующей формулировке:
пусть 𝛼- вещественное число, 𝑁 ≥ 𝑁0 > 0, 𝛼 = 𝑎

𝑞 + 𝜆, где (𝑎, 𝑞) = 1, 1 < 𝑞 6 𝜏 = (ln𝑥)1000,

𝜏1000𝑥−1 6 |𝜆| 6 (𝑞𝜏)−1, тогда справедлива оценка⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=2

Λ(𝑛) exp
(︁
− 𝑛

𝑁

)︁
𝑒(𝛼𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝑁(ln𝑁)−1000.

Г. Монтгомери [6], пользуясь своей оценкой средних значений функций Чебышева (2), дока-
зал, что

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
ℓ̃
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

5
7 𝑞

3
14 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 17. (6)

Он также доказал, что, если 𝜂 6 𝑥
1
4 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1, |𝛼− 𝑎/𝑞| 6 2𝜂(𝑞𝑥)−1, (𝑎, 𝑞) = 1, то

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝜂−
1
2 L 17. (7)

Р. Вон [7], применяя свою оценку для средних значений функций Чебышёва (3), уточнил
результат Г. Монтгомери. Он доказал, если |𝛼− 𝑎/𝑞| 6 𝑞−2, (𝑎, 𝑞) = 1, то имеет место оценка

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃(𝑥𝑞−
1
2 + 𝑥

7
8 𝑞−

1
8 + 𝑥

3
4 𝑞

1
8 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 )L 4, (8)

и, если 𝜂 6 𝑥
1
3 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1, |𝛼− 𝑎/𝑞| 6 2𝜂(𝑞𝑥)−1, (𝑎, 𝑞) = 1, то

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝜂−
1
2 L 4. (9)

Отметим, что оценки (6), (7), (8) и (9), полученные аналитическим методом, слабее оценки
(5), полученной И. М. Виноградовым элементарным методом. З. Х. Рахмонов [9, 10], восполь-
зовавшись своей оценкой средних значений функций Чебышёва (4), вывел оценку в которой
множитель 𝑥𝜀 в (5) заменяется на конечную степень логарифма, то есть, если |𝛼− 𝑎/𝑞| 6 𝑞−2,
(𝑎, 𝑞) = 1, тогда

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃(𝑥𝑞−
1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 )L 35. (10)

и, если 1 6 𝜂 6 𝑥
2
5 , 𝜂 6 𝑞 < 𝑥𝜂−1, |𝛼− 𝑎/𝑞| 6 2𝜂(𝑞𝑥)−1, (𝑎, 𝑞) = 1, то справедлива оценка

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝜂−
1
2 L 35. (11)
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Воспользовавшись теоремой 1, докажем оценку суммы 𝑆(𝛼, 𝑥), в которой в (10) уточняются
степени логарифмов в слагаемых, точнее оценка (10) сначала уточняется в случае, когда 𝛼
является рациональным числом (теорема 2), а затем для произвольного вещественного числа
𝛼 (следствие 1).

Теорема 2. Пусть (𝑎, 𝑞) = 1. Тогда справедлива оценка

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
ℓ̃𝑥𝑞−

1
2 L 29 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33.

Следствие 1. Пусть

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, тогда имеет место оценка

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝑞−
1
2 L 33 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33.

Следующее следствие является уточнением оценки (11).

Следствие 2. Пусть 𝜂 6 𝑥
2
5 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1, |𝛼 − 𝑎𝑞−1| 6 2𝜂(𝑞𝑥)−1, (𝑎, 𝑞) = 1, тогда

справедлива оценка

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝜂−
1
2 L 33.

Харди и Литтлвуд [15] сформулировали гипотезу о том, что все достаточно большие нату-
ральные числа 𝑛 разлагаются на сумму простого и степени натурального числа в виде

𝑛 = 𝑝+𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 2.

Такие числа мы назовем числами Харди-Литтлвуда. Г. Бабаев [16] опроверг эту гипотезу, а
именно показал, что существует бесконечное число натуральных чисел, не являющихся числом
Харди-Литтлвуда. Отсюда, в частности, следует, что существуют 𝑙, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞, для которых
выполняется неравенство

𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) > 𝑞, 𝑘 ≥ 2,

где 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) — наименьшее число Харди-Литтлвуда вида 𝑝 +𝑚𝑘, лежащее в арифметической
прогрессии 𝑞𝑡+ 𝑙, 𝑡 = 0, 1, 2, . . ., 𝑞 – целое. Поэтому, естественно, можно рассматривать следу-
ющие две задачи.

1. Оценить сверху величину 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) как можно лучше.

2. Получить асимптотический закон распределения чисел Харди-Литтлвуда, лежащих в
очень коротких арифметических прогрессиях.

В случае 𝑞 – простое число и 𝑘 ≥ 2, эти две задачи исследовались в работах [8, 9, 10, 17],
и была получена асимптотическая формула для числа решений сравнения:

𝑝+𝑚𝑘 ≡ 𝑙 (mod 𝑞), 𝑝 ≤ 𝑥, 𝑚 ≤ 𝑘
√
𝑥,

𝑞ℓ̃min

(︂
𝑥

2
𝑘 L −8

𝑥 , 𝑥
𝑘+5
5𝑘 L −35

𝑥 , 𝑥
𝑘+2
3𝑘 L

− 70
3

𝑥 ,

)︂
, L𝑥 = ln𝑥,

откуда, в частности, следует, что

𝐻2(𝑞, 𝑙)ℓ̃𝑞
3
2 ln35 𝑞.
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Доказательство этого результата опирается на метод А. А. Карацубы для решения мульти-
пликативных тернарных задач [5] и на теорему А. Вейля [18] об оценке в случае 𝛽 = 1 полных
смешанных сумм вида

𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) =

𝑝𝛽∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑔(𝑚))𝑒

(︂
𝑓(𝑚)

𝑝𝛽

)︂
,

где 𝜒 — характер Дирихле по модулю 𝑝𝛽 , 𝑔(𝑚) и 𝑓(𝑚) — рациональные функции, и подразу-
мевается, что 𝑚 пробегает только значения, для которых 𝑔(𝑚) и 𝑓(𝑚) определены по модулю
𝑝𝛽 , а также 𝑔(𝑚) отлична от нуля по модулю 𝑝;

Следующая теорема — обобщение и уточнение этого результата на случай, когда 𝑘 = 2, и
𝑞 – разность прогрессии является степенью простого числа.

Теорема 3. Пусть 𝑥 > 𝑥0, 𝑝 — нечётное простое число, (𝑙, 𝑝) = 1, −𝑙 — квадратичный
невычет по модулю 𝑝, 𝜌(𝑝, 𝑙) — число решений сравнения 𝑛2 ≡ 𝑙(mod 𝑝),

𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

∑︁
𝑛6𝑥, 𝑚2≤𝑥

𝑛+𝑚2≡𝑙 (mod 𝑝𝛼)

Λ(𝑛).

Тогда для любого фиксированного 𝐴 > 58 справедлива асимптотическая формула

𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

𝑥
3
2

𝜙(𝑝𝛼)

(︂
1− 𝜌(𝑝, 𝑙)

𝑝
+𝑂

(︂
L −0.5𝐴+28

𝑥 +
𝑝0.5𝛼

𝑥0.5
L 32 +

𝑝𝛼

𝑥0.7
L 32 +

𝑝1.5𝛼

𝑥
L 33

)︂)︂
,

где постоянная под знаком 𝑂 зависит от 𝛼.
Отметим, что эта формула становится нетривиальной, если

𝑝𝛼ℓ̃𝑥
2
3 L

− 68
3

𝑥 .

Следствие 3. Пусть 𝑞 = 𝑝𝛼, 𝑝 – простое число, (𝑙, 𝑝) = 1. Тогда

𝐻2(𝑞, 𝑙)ℓ̃𝑞
3
2 (ln 𝑞)34.

При доказательстве теоремы 3 воспользуемся результатами работы T. Cochrane [19] об
оценке полных смешанных сумм 𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽), 𝛽 > 2. Отметим, что метод оценки полных
сумм характеров вида 𝑆(𝜒, 𝑔, 0, 𝑝𝛽) разработал Д. Исмоилов [20] – [25], воспользовавшись явной
формулой А. Г. Постникова [26].

Обозначения:
� 𝑥 — достаточно большое положительное вещественное число;

� 𝑞 натуральное число, 𝑞 > 𝑞0, 𝜒(𝑛) — характер Дирихле по модулю 𝑞;

� 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса; 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 – комплексное число; 𝑀𝑗 , 𝑁𝑗 и 𝑈𝑗 – целые числа,
𝑁𝑗 6 𝑈𝑗 < 2𝑁𝑗 ;

𝑆𝑗(𝑠, 𝜒) =
∑︁

𝑈𝑗<𝑛≤2𝑁𝑗

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝐺𝑗(𝑠, 𝜒) =

∑︁
𝑀𝑗<𝑚62𝑀𝑗

𝜇(𝑚)𝜒(𝑚)

𝑚𝑠
;

𝑊𝑘(𝑠, 𝜒) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐺𝑗(𝑠, 𝜒)𝑆𝑗(𝑠, 𝜒), 𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

𝑇∫︁
−𝑇

|𝑊𝑘(0, 5 + 𝑖𝑡, 𝜒)| 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
,

∑︁′′

𝜒

— означает суммирование по всем примитивным характерам по модулям 𝑑, 𝑑|𝑞;
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� 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑥) — наибольшая степень простого числа 𝑝, делящего целое число 𝑥, для много-
члена 𝑓 над Z, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑓) — наибольшая степень 𝑝, делящая все коэффициенты 𝑓 , а для
рациональной функции 𝑓1/𝑓2, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑓1/𝑓2) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑓1)− 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑓2).

2. Известные леммы

Лемма 1. [6]. Предположим, что 𝑀 ≥ 0 и 𝑁 ≥ 1. Тогда для любых значений 𝑇 > 2
справедливо неравенство

∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑁∑︁

𝑛=𝑀+1

𝑎𝑛𝜒(𝑛)𝑛
−𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

1 + |𝑡|
ℓ̃
𝑀+𝑁∑︁
𝑛=𝑀

(𝑛+ 𝑞 ln𝑇 )|𝑎𝑛|2.

Лемма 2. [27]. При 𝑥 ≥ 2 имеем∑︁
𝑛≤𝑥

𝜏2𝑟 (𝑛)ℓ̃𝑥(ln𝑥)
𝑟2−1.

Лемма 3. [28]. Пусть 𝑏 > 0, 𝑇 > 1, тогда имеет место соотношение

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖𝑇

𝑏−𝑖𝑇

𝑎𝑠

𝑠
𝑑𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 +𝑂

(︂
𝑎𝑏

𝑇0| ln 𝑎|

)︂
, если 𝑎 > 1,

𝑂

(︂
𝑎𝑏

𝑇0| ln 𝑎|

)︂
, если 0 < 𝑎 < 1.

Лемма 4. [29]. Пусть 𝑞 ≥ 1, тогда при 𝑅𝑒 𝑠 = 𝜎 > 0, 5 справедлива оценка

|𝐿(𝑠, 𝜒)|ℓ̃(𝑞|𝑠|)1−𝜎 ln 𝑞|𝑠|.

Лемма 5. [6, 29]. При 𝑇 ≥ 2 справедливы неравенства:∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)|4 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
ℓ̃𝑞(ln 𝑞𝑇 )5,

∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)|2 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
ℓ̃𝑞 ln 𝑞𝑇.

Лемма 6. ( [9], используя тождество Хис-Брауна [30]). Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная ком-
плекснозначная функция, 𝑢1 6 𝑥, 𝑟 > 1,

𝐶𝑘
𝑟 =

𝑟!

𝑘!(𝑟 − 𝑘)!
, 𝜆(𝑛) =

∑︁
𝑑∖𝑛, 𝑑6𝑢1

𝜇(𝑛).

Тогда имеет место тождество:∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝑓(𝑛) =

𝑟∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐶𝑘
𝑟

∑︁
𝑚16𝑢1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑚𝑘6𝑢1
𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘6𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1

· · ·
∑︁
𝑛𝑘

ln𝑛1𝑓(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑚𝑘)

+ (−1)𝑟
∑︁

𝑛1>𝑢1

𝜆(𝑛1) · · ·
∑︁

𝑛𝑟>𝑢1
𝑛1···𝑛𝑟𝑚6𝑥

𝜆(𝑛𝑟)
∑︁
𝑚

Λ(𝑚)𝑓(𝑛1 · · ·𝑛𝑟𝑚).
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Лемма 7. [19]. Пусть 𝑓 и 𝑔 рациональные функции над Z, не являющиеся постоянными,
𝑝 — нечетное простое число, 𝜒 — характер Дирихле по модулю 𝑝𝛽, а 𝛽 — целое число, такое
что 𝛽 > 𝑡+ 2.

(i) Eсли 𝛿 ̸∈ 𝒜, то 𝑆𝛿(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) = 0.
(ii) Если 𝛿 простой корень, то

𝑆𝛿(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝
𝛽) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜒(𝑔(𝛿*))𝑒

(︂
𝑓(𝛿*)

𝑝𝛽

)︂
𝑝

𝛽+𝑡
2 , если 𝛽 − 𝑡 — четное,

𝜒(𝑔(𝛿*))𝑒

(︂
𝑓(𝛿*)

𝑝𝛽

)︂(︂
𝐴𝛿

𝑝

)︂
𝒢𝑝𝑝

𝛽+𝑡−1
2 , если 𝛽 − 𝑡 — нечетное,

где 𝛿* построенный на основе 𝛿 корень сравнения

𝒞(𝑚) ≡ 0
(︁
mod 𝑝[

𝛽+𝑡−1
2 ]

)︁
, 𝐴𝛿 ≡ 2𝑟(𝒞/𝑔)′(𝛿) (mod 𝑝),

здесь 𝒢 квадратичная сумма Гаусса.

3. Основные леммы об оценках сумм вида 𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)

Лемма 8. Пусть 𝑇 ≥ 2, 𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑁1 . . . 𝑁𝑘 = 𝑌 , 𝑘1 ≤ 𝑘, 𝑘2 ≤ 𝑘, 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑟,
2𝑟𝑀𝑗1 . . .𝑀𝑗𝑘1

𝑁𝑖1 . . . 𝑁𝑖𝑘2
= 𝑋. Тогда справедлива оценка:

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃(𝑌
1
2 +𝑋

1
2 𝑞

1
2 L + 𝑌

1
2𝑋− 1

2 𝑞
1
2 L + 𝑞L 2)L 𝑟2+2𝑘2−2𝑟𝑘−1.

Доказательство. Пусть

𝐻1(𝑠, 𝜒) =

𝑘1∏︁
𝛼=1

𝐺𝑗𝛼(𝑠, 𝜒)

𝑘2∏︁
𝑡=1

𝑆𝑗𝑡(𝑠, 𝜒), 𝐻2(𝑠, 𝜒) =𝑊𝑘(𝑠, 𝜒)𝐻
−1
1 (𝑠, 𝜒).

Из определения функций 𝐺𝑗𝛼(𝑠, 𝜒) и 𝑆𝑗𝑡(𝑠, 𝜒) следует, что

𝐻1(𝑠, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑋

𝑎𝑛𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝐻2(𝑠, 𝜒) =

∑︁
𝑚6𝑉

𝑏𝑚𝜒(𝑚)

𝑚𝑠
, 𝑉 = 22𝑘𝑌 𝑋−1,

где |𝑎𝑛| ≤ 𝜏𝑟(𝑛), |𝑏𝑚| ≤ 𝜏2𝑘−𝑟(𝑚). Применяя неравенство Коши сначала для интеграла по 𝑡,
затем для суммы по характерам 𝜒, найдём

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐻1(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)𝐻2(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)| 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
6
(︀
𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)

)︀ 1
2 , (12)

𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑛≤𝑋

𝑎𝑛𝜒(𝑛)

𝑛0,5+𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡

1 + |𝑡|
,

𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑛≤𝑉

𝑏𝑛𝜒(𝑛)

𝑛0,5+𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡

1 + |𝑡|
.

Оценим 𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁). Применяя последовательно леммы 1 и 2, получим

𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
∑︁
𝑛≤𝑋

(𝑛+ 𝑞 ln𝑇 )
⃒⃒⃒ 𝑎𝑛
𝑛0,5

⃒⃒⃒2
ℓ̃
∑︁
𝑛≤𝑋

𝜏2𝑟 (𝑛) + 𝑞 ln𝑇
∑︁
𝑛≤𝑋

𝜏2𝑟 (𝑛)

𝑛
ℓ̃(𝑋 + 𝑞L 2)L 𝑟2−1.



206 З. Х. Рахмонов, О. О. Нозиров

Таким же способом найдём, что

𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
∑︁
𝑛≤𝑉

(𝑛+ 𝑞 ln𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑛
𝑛0,5

⃒⃒⃒⃒2
ℓ̃

(︂
𝑌

𝑋
+ 𝑞L 2

)︂
L (2𝑘−𝑟)2−1.

Отсюда и из оценки суммы 𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁), ввиду (12) следует утверждение леммы.

Лемма 9. Пусть |𝑡| ≤ 𝑇 , 𝑇 ≤ 𝑇0 и 𝑁 6 𝑈 < 2𝑁 , тогда справедливо неравенство:

𝑆(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)ℓ̃

∫︁ 𝑇0

−𝑇0

|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+
𝑁

1
2 L

𝑇0
+

(︂
𝑞

𝑇0

)︂ 1
2

L .

Доказательство. Воспользовавшись формулой Эйлера, теоремой Лагранжа о конечных
разностях в форме sin𝜙 = sin𝜙 − sin 0 = 𝜙 cos 𝜃𝜙, 0 6 𝜃 6 1, а также, воспользовавшись
тривиальной оценкой, найдём⃒⃒⃒⃒

(2𝑁)𝑖𝑢 − 𝑈 𝑖𝑢

𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

√︀
2− 2 cos(𝑢(ln 2𝑁 − ln𝑈))

|𝑢|
=

2| sin(0, 5𝑢(ln 2𝑁 − ln𝑈))|
|𝑢|

=

= (ln 2𝑁 − ln𝑈)| cos(0, 5𝜃𝑢(ln 2𝑁 − ln𝑈))| 6

6 min

(︂
ln 2𝑁 − ln𝑈,

2

|𝑢|

)︂
6 min

(︂
ln 2,

2

|𝑢|

)︂
6

2 ln 2 + 2

1 + |𝑢|
. (13)

Не ограничивая общности, будем считать, что 𝑈 и 2𝑁 полуцелые числа. Применяя тождество
Перрона (лемма 3) при 𝑇 = 𝑇0 и 𝑏 = 0, 5 + (ln 2𝑁)−1, имеем

𝑆(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖𝑇0

𝑏−𝑖𝑇0

𝐿(0.5 + 𝑖𝑡+ 𝑢, 𝜒)
(2𝑁)𝑢 − 𝑈𝑢

𝑢
𝑑𝑢ℓ̃𝑅1(2𝑁,𝑇0) +𝑅1(𝑈, 𝑇0), (14)

𝑅1(𝑁,𝑇0) =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛0.5
𝑅

(︂
𝑁

𝑛

)︂
=

1

𝑇0

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛0.5

(︂
𝑁

𝑛

)︂𝑏 ⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑁

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒−1

,

где 𝑁 одно из полуцелых чисел 2𝑁 и 𝑈 . Неравенства 𝑁
2 ≥ 𝑛 > 2𝑁 и

⃒⃒
ln
(︀
𝑁
𝑛

)︀⃒⃒
> ln 2 эквива-

лентны. Поэтому с учётом соотношения 𝑛0,5+𝑏 = 𝑛1+(ln 2𝑁)−1
> 𝑛, имеем

𝑅1(𝑁,𝑇0) =
𝑁 𝑏

𝑇0

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑁
2
≥𝑛>2𝑁

(︂
𝑛0,5+𝑏

⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑁

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒)︂−1

+
∑︁

𝑁
2
<𝑛62𝑁−1

(︂
𝑛0,5+𝑏

⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑁

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒)︂−1

⎞⎟⎠ 6
6
𝑁

1
2

𝑇0

⎛⎜⎝ 1

ln 2

∑︁
𝑁
2
≥𝑛>2𝑁

1

𝑛1+(ln 2𝑁)−1 +
2

𝑁

∑︁
𝑁
2
<𝑛62𝑁−1

⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑁

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒−1

⎞⎟⎠ . (15)

Обозначая две последние суммы через 𝑅11 и 𝑅12, оценим каждую из них отдельно. 𝑅11 являет-
ся сходящимся числовым рядом, то есть 𝑅11ℓ̃1. В 𝑅12 переменная суммирования 𝑛 принимает
значения целого числа, начиная от целого числа 𝑁1 до целого числа 2𝑁 − 1, где

𝑁1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑁 + 0, 5

2
+ 1, если 𝑁 − 0, 5 – нечётное;

𝑁 − 0, 5

2
+ 1, если 𝑁 − 0, 5 – чётное.
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Разбивая сумму по 𝑛 на две части, затем воспользовавшись в первой сумме эквивалентностью
неравенств 𝑁1 6 𝑛 6 𝑁 − 0, 5 и 0 6 𝑁 − 0, 5− 𝑛 6 𝑁 − 0, 5−𝑁1, имеем

𝑅12 = −
𝑁−0,5∑︁
𝑛=𝑁1

(︁
ln
(︁ 𝑛
𝑁

)︁)︁−1
+

2𝑁−1∑︁
𝑛=𝑁+0,5

(︁
ln
(︁ 𝑛
𝑁

)︁)︁−1
=

= −
𝑁−0,5−𝑁1∑︁

𝑛=0

(︂
ln

(︂
𝑁 − 0, 5− 𝑛

𝑁

)︂)︂−1

+

𝑁−1,5∑︁
𝑛=0

(︂
ln

(︂
𝑛+𝑁 + 0, 5

𝑁

)︂)︂−1

=

=

𝑁−0,5−𝑁1∑︁
𝑛=0

(︂
− ln

(︂
1− 𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂)︂−1

+

𝑁−1,5∑︁
𝑛=0

(︂
ln

(︂
1 +

𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂)︂−1

Далее при 0 6 𝑛 6 𝑁 − 0, 5−𝑁1 и 0 6 𝑛 6 𝑁 − 1, 5, пользуясь соответственно соотношениями

− ln

(︂
1− 𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂𝑘

>
𝑛+ 0, 5

𝑁
,

ln

(︂
1 +

𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘

(︂
𝑛+ 0, 5

𝑁

)︂𝑘

>
𝑛+ 0, 5

2𝑁
,

находим

𝑅12 <

𝑁−0,5−𝑁1∑︁
𝑛=0

𝑁

𝑛+ 1, 5
+

𝑁−1,5∑︁
𝑛=0

2𝑁

𝑛+ 0, 5
ℓ̃𝑁 ln𝑁.

Подставляя эту оценку и оценку для 𝑅11 в формулу (15), получим

𝑅1(𝑁,𝑇0)ℓ̃
𝑁

1
2

𝑇0

(︂
1 +

1

𝑁
·𝑁 ln𝑁

)︂
ℓ̃
𝑁

1
2 L

𝑇0
.

Подставим эту оценку в (14), а затем в интеграле 𝐽 перенесём контур интегрирования на
прямую 𝑅𝑒𝑧 = 0, тогда получим

𝑆(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑇0

−𝑇0

(2𝑁)𝑖𝑢 − 𝑈 𝑖𝑢

𝑢
𝐿(0.5 + 𝑖(𝑡+ 𝑢), 𝜒)𝑑𝑢+

+
1

2𝜋𝑖

∫︁ 0

𝑏

(2𝑁)𝑢−𝑖𝑇0 − 𝑈𝑢−𝑖𝑇0

𝑢− 𝑖𝑇0
𝐿(0.5 + 𝑢+ 𝑖(𝑡− 𝑇0), 𝜒)𝑑𝑢+

+
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏

0

(2𝑁)𝑢+𝑖𝑇0 − 𝑈𝑢+𝑖𝑇0

𝑢+ 𝑖𝑇0
𝐿(0.5 + 𝑢+ 𝑖(𝑡+ 𝑇0), 𝜒)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝑁

1
2 L

𝑇0

)︃
.

Воспользовавшись при оценке первого интеграла неравенством (13), а для оценки двух от-
ставших интегралов оценкой |𝐿(0.5 + 𝑢+ 𝑖(𝑡+ 𝑇0), 𝜒)|ℓ̃ (𝑞𝑇0)0.5−𝑢 ln 𝑞𝑇0 (лемма 4), найдём

|𝑆(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)|ℓ̃
∫︁ 𝑇0

−𝑇0

|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑡+ 𝑢), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+

(𝑞𝑇0)
0.5 ln 𝑞𝑇0
𝑇0

∫︁ 𝑏

0

(︂
𝑁

𝑞𝑇0

)︂𝑢

𝑑𝑢+
𝑁

1
2 L

𝑇0
ℓ̃

ℓ̃

∫︁ 𝑇0

−𝑇0

|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑡+ 𝑢), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+
𝑁

1
2 L

𝑇0
+

(︂
𝑞

𝑇0

)︂ 1
2

L .

Лемма 10. Пусть 𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑁1 . . . 𝑁𝑘 = 𝑌 , 𝑌 ≤ 𝑦, 𝑦 ≤ 𝑥, 𝑁1 ≥ 𝑁2 ≥ . . . ≥ 𝑁𝑘, 𝑇 ≥ 𝑁
1
2
1 ,

𝑞 ≤ 𝑇 . Тогда справедливы оценки

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃

(︃(︂
𝑌 𝑞

𝑁1𝑁2

)︂ 1
2

+ 𝑞L

)︃
L (2(𝑘−1)2+4),
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𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃

(︃(︂
𝑌 𝑞

𝑁1

)︂ 1
2

+ 𝑞L

)︃
L (2(𝑘−0,5)2+1).

Доказательство. Имеем

𝑊𝑘(𝑠, 𝜒) = 𝐻(𝑠, 𝜒)𝑆1(𝑠, 𝜒)𝑆2(𝑠, 𝜒),

𝐻(𝑠, 𝜒) =

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐺𝑗(𝑠, 𝜒)

𝑘∏︁
𝑖=3

𝑆𝑖(𝑠, 𝜒) =
∑︁

𝑉0<𝑛≤𝑉1

𝑎(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
,

𝑎𝑛 =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1) . . .
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑈3<𝑛362𝑁3

. . .
∑︁

𝑈𝑘<𝑛𝑘62𝑁𝑘

1, |𝑎𝑛| 6 𝜏2𝑘−2(𝑛),

𝑉0 =𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑈3 . . . 𝑈𝑘, 𝑉1 = 22𝑘−2𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑁3 . . . 𝑁𝑘 ℓ̃
𝑌

𝑁1𝑁2
.

Применяя неравенство Коши сначала для интеграла по 𝑡, затем для суммы по характерам 𝜒,
найдём

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) 6
(︀
𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)

)︀ 1
2 ,

𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑉0<𝑛≤𝑉1

𝑎(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡

1 + |𝑡|
,

𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝑆1(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)𝑆2(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)|2 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
.

Оценим 𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁). Применяя последовательно лемму 1, соотношение |𝑎𝑛| 6 𝜏2𝑘−2(𝑛), а затем

лемму 2, соотношение 𝑉1ℓ̃
𝑌

𝑁1𝑁2
, имеем

𝑡′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
∑︁

𝑉0<𝑛≤𝑉1

(𝑛+ 𝑞 ln𝑇 )
⃒⃒⃒ 𝑎𝑛
𝑛0.5

⃒⃒⃒2
ℓ̃
∑︁

𝑉0<𝑛6𝑉1

𝜏22𝑘−2(𝑛) + 𝑞 ln𝑇
∑︁

𝑉0<𝑛≤𝑉1

𝜏22𝑘−2(𝑛)

𝑛
ℓ̃

ℓ̃𝑉1(ln𝑉1)
(2𝑘−2)2−1 + 𝑞 ln𝑇 (ln𝑉1)

(2𝑘−2)2 ℓ̃

(︂
𝑌

𝑁1𝑁2
+ 𝑞L 2

)︂
L (2𝑘−2)2−1.

Перейдём к оценке 𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁). Применим к суммам 𝑆1(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒) и

𝑆2(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒) лемму 9, полагая в ней 𝑇0 = 𝑇 . Имея в виду, что 𝑇0 ≥ max(𝑁
1
2
𝑗 , 𝑞), находим

𝑆𝑗(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)ℓ̃

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+ L , 𝑗 = 1, 2.

Воспользовавшись этим соотношением, неравенством (𝑎+𝑏)4ℓ̃𝑎4+𝑏4, применяя к внутреннему
интегралу по переменной 𝑢 два раза неравенство Коши, а затем пользуясь симметричностью
повторного интеграла по переменным 𝑢 и 𝑡, имеем

𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+ L

⃒⃒⃒⃒4
𝑑𝑡

1 + |𝑡|
ℓ̃

ℓ̃
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

(︂∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)| 𝑑𝑢

1 + |𝑢|

)︂4
𝑑𝑡

1 + |𝑡|
+ 𝑞L 5,
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ℓ̃L 3
∑︁′′

𝜒

∫︁ 𝑇

−𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)|4 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
𝑑𝑡

1 + |𝑡|
+ 𝑞L 5 =

= 2L 3
∑︁′′

𝜒

∫︁
|𝑡|6𝑇

∫︁
|𝑡|6|𝑢|6𝑇

|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)|4 𝑑𝑢

1 + |𝑢|
𝑑𝑡

1 + |𝑡|
+ 𝑞L 5.

Так как |𝑢| ≥ |𝑡|, то

1 + |𝑢| ≥ 1 +
|𝑢|+ |𝑡|

2
≥ 1 +

|𝑢+ 𝑡|
2

≥ 1

2
(1 + |𝑢+ 𝑡|),

поэтому

𝑡′′𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃L 3
∑︁′′

𝜒

∫︁
|𝑡|≤𝑇

∫︁
|𝑡|≤|𝑢|≤𝑇

|𝐿(0.5 + 𝑖(𝑢+ 𝑡), 𝜒)|4 𝑑𝑢

1 + |𝑢+ 𝑡|
𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+ 𝑞L 5 =

= L 3
∑︁′′

𝜒

∫︁
|𝑡|≤𝑇

∫︁
|𝑡|≤|𝑣−𝑡|≤𝑇

|𝐿(0.5 + 𝑖𝑣, 𝜒)|4 𝑑𝑣

1 + |𝑣|
𝑑𝑢

1 + |𝑢|
+ 𝑞L 5 = ℓ̃

ℓ̃L 4
∑︁′′

𝜒

∫︁ 2𝑇

−2𝑇
|𝐿(0.5 + 𝑖𝑣, 𝜒)|4 𝑑𝑣

1 + |𝑣|
+ 𝑞L 5.

Пользуясь леммой 5, получим утверждение леммы. Второе утверждение леммы доказывает-
ся аналогично, только вместо четвёртого момента 𝐿-рядов Дирихле применяется их второй
момент.

4. Доказательство теоремы 1

Пусть 𝜒𝑑 – примитивный характер по модулю 𝑑, 𝜒 – индуцированный 𝜒𝑑 характер по
модулю 𝑞, 𝑑|𝑞, тогда 𝜓(𝑦, 𝜒) = 𝜓(𝑦, 𝜒𝑑) +𝑂(L 2), отсюда

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|+ 𝜓(𝑥, 𝜒0)ℓ̃
∑︁′′

𝜒

max
𝑦≤𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|+ 𝑥+ 𝜙(𝑞)L 2. (16)

Полагая в лемме 6, 𝑢 = 𝑦
1
4 , 𝑟 = 4 и 𝑓(𝑛) = 𝜒(𝑛), найдём

𝜓(𝑦, 𝜒) =

4∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝐶𝑘
4𝜓𝑘(𝑦, 𝜒), (17)

𝜓𝑘(𝑦, 𝜒) =
∑︁
𝑚16𝑢

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁
𝑚𝑘6𝑢

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1

· · ·
∑︁

𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘6𝑦

ln𝑛1𝜒(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘).

Разобьём в 𝜓𝑘(𝑦, 𝜒) области изменения каждого 𝑚1, · · · ,𝑚𝑘, 𝑛1, · · · , 𝑛𝑘 на не более L интер-
валов вида 𝑀𝑗 < 𝑚𝑗 6 2𝑀𝑗 , 𝑁𝑗 < 𝑛𝑗 6 2𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑘. Получим не более L 2𝑘 сумм
вида

𝜓𝑘(𝑦, 𝜒,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑁1<𝑛162𝑁1

· · ·
∑︁

𝑁𝑘<𝑛𝑘62𝑁𝑘
𝑚1𝑛1···𝑚𝑘𝑛𝑘6𝑦

𝜒(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘) ln𝑛1 =

=

2𝑁1∫︁
1

∑︁
𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

max(𝑢,𝑁1)<𝑛162𝑁1

· · ·
∑︁

𝑁𝑘<𝑛𝑘62𝑁𝑘
𝑚1𝑛1···𝑚𝑘𝑛𝑘6𝑥

𝜒(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘)𝑑 ln𝑢.
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Через 𝑈1 = max(𝑢,𝑁1) обозначим такое число 𝑢, при котором модуль подынтегральной функ-
ции, принимает максимальное значение, тогда

𝜓𝑘(𝑦, 𝜒,𝑀,𝑁)|ℓ̃L |𝜓𝑘(𝑦, 𝜒,𝑀,𝑁)| , (18)

где

𝜓𝑘(𝑦, 𝜒,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑈1<𝑛162𝑁1

· · ·
∑︁

𝑈𝑘<𝑛𝑘62𝑁𝑘
𝑚1𝑛1···𝑚𝑘𝑛𝑘6𝑦

𝜒(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘),

где 𝑁𝑗 ≤ 𝑈𝑗 < 2𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. Не ограничивая общности, будем считать, что
𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑁1 . . . 𝑁𝑘 < 𝑦 и 𝑦 полуцелое число. От ограничения𝑚1𝑛1 . . .𝑚𝑘𝑛𝑘 6 𝑦 освобождаемся
при помощи леммы 3 при 𝑇 = (𝑥𝑞)10:

𝜓𝑘(𝑦,𝜒,𝑀,𝑁) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 0.5+𝑖𝑇

0.5−𝑖𝑇

𝑘∏︁
𝑗=1

∑︁
𝑀𝑗<𝑚𝑗≤2𝑀𝑗

𝜒(𝑚𝑗)𝜇(𝑚𝑗)

𝑚𝑠
𝑗

∑︁
𝑈𝑗<𝑛𝑗≤2𝑁𝑗

𝜒(𝑛𝑗)

𝑛𝑠𝑗

𝑦𝑠

𝑠
𝑑𝑠+

+𝑂

⎛⎝ ∑︁
𝑀1<𝑚162𝑀1

𝑚
− 1

2
1 · · ·

∑︁
𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝑚
− 1

2
𝑘

∑︁
𝑈1<𝑛162𝑁1

𝑛
− 1

2
1 · · ·

∑︁
𝑈𝑘<𝑛𝑘62𝑁𝑘

𝑛
− 1

2
𝑘

𝑦
1
2

𝑇
⃒⃒⃒
ln 𝑦

𝑚1𝑛1...𝑚𝑘𝑛𝑘

⃒⃒⃒
⎞⎠ .

Далее, воспользовавшись при 𝑚1𝑛1 . . .𝑚𝑘𝑛𝑘 < 𝑦 неравенством

ln
𝑦

𝑚1𝑛1 . . .𝑚𝑘𝑛𝑘
> ln

𝑦

𝑦 − 0, 5
= ln

(︂
1 +

1

2𝑦 − 1

)︂
>

1

2𝑦
,

а при 𝑚1𝑛1 . . .𝑚𝑘𝑛𝑘 > 𝑦 неравенством

ln
𝑚1𝑛1 . . .𝑚𝑘𝑛𝑘

𝑦
> ln

𝑦 + 0, 5

𝑦
= ln

(︂
1 +

1

2𝑦

)︂
>

1

2𝑦
,

получим

𝜓𝑘(𝑦,𝜒,𝑀,𝑁) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 0.5+𝑖𝑇

0.5−𝑖𝑇
𝑊𝑘(𝑠, 𝜒)

𝑦𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

⎛⎝𝑦 3
2

𝑇

𝑘∏︁
𝑗=1

∑︁
𝑀𝑗<𝑚𝑗≤2𝑀𝑗

𝑚
− 1

2
𝑗

∑︁
𝑁𝑗<𝑛𝑗≤2𝑁𝑗

𝑛
− 1

2
𝑗

⎞⎠ =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁ 0.5+𝑖𝑇

0.5−𝑖𝑇
𝑊𝑘(𝑠, 𝜒)

𝑦𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑦2

(𝑥𝑞)10

)︂
ℓ̃𝑦

1
2

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝑊𝑘(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)| 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
+

𝑦2

(𝑥𝑞)10
.

Подставляя полученную оценку в (18), а затем в (17), получим

𝜓(𝑦, 𝜒)ℓ̃𝑦
1
2 L 9

4∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝑊𝑘(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)| 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
+
𝑦2L 9

(𝑥𝑞)10
.

Отсюда и из формулы (16), имеем

𝑡(𝑥, 𝑞)ℓ̃𝑥
1
2 L 9

4∑︁
𝑘=1

max
𝑦6𝑥

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) + 𝑥+ 𝜙(𝑞)L 2, (19)

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) =
∑︁′′

𝜒𝑞

∫︁ 𝑇

−𝑇
|𝑊𝑘(0.5 + 𝑖𝑡, 𝜒)| 𝑑𝑡

1 + |𝑡|
.
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Оценим 𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) отдельно для каждого 𝑘 = 1, 2, 3, 4. Не ограничивая общности, будем счи-
тать, что для 𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁) выполняются следующие условия:

𝑀1 ≥𝑀2 ≥ . . . ≥𝑀𝑘, (20)

𝑁1 ≥ 𝑁2 ≥ . . . ≥ 𝑁𝑘, (21)

𝑀1 . . .𝑀𝑘𝑁1 . . . 𝑁𝑘 = 𝑌, 𝑌 ≤ 𝑦, 𝑀𝑗 ≤ 𝑦
1
4 . (22)

2. Оценка 𝑡1(𝑞;𝑀,𝑁). Воспользовавшись вторым утверждением леммы 10, имеем

𝑡1(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
(𝑀1𝑞)

1
2 + 𝑞L

)︁
L 1,5ℓ̃(𝑦

1
8 𝑞

1
2 + 𝑞L )L 1,5 6 (𝑦

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L )L 1,5.

3. Оценка 𝑡2(𝑞;𝑀,𝑁). Применяя первое утверждение леммы 10, находим

𝑡2(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
(𝑀1𝑀2𝑞)

1
2 + 𝑞L

)︁
L 6 6 (𝑦

1
4 𝑞

1
2 + 𝑞L )L 6 6 (𝑦

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L )L 6.

4. Оценка 𝑡3(𝑞;𝑀,𝑁). Рассмотрим три возможных случая:

1. 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌
2
5 ;

2. 𝑌
2
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌

3
5 ;

3. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3.

Случай 1. 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌
2
5 . Ввиду условий (21) и (22), находим, что

𝑁1𝑁2 > 𝑁1𝑁2 ·
𝑁3

3
√
𝑁1𝑁2𝑁3

= (𝑁1𝑁2𝑁3)
2
3 =

(︂
𝑌

𝑀1𝑀2𝑀3

)︂ 2
3

≥ 𝑌
2
5 .

Следовательно, по первому утверждению леммы 10, имеем

𝑡3(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃

(︃(︂
𝑌 𝑞

𝑁1𝑁2

)︂ 1
2

+ 𝑞L

)︃
L 12 6

(︂(︁
𝑌

3
5 𝑞
)︁ 1

2
+ 𝑞L

)︂
L 12ℓ̃

(︁
𝑦

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L

)︁
L 12.

Случай 2. 𝑌
2
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌

3
5 . Применяя лемму 8 при 𝑋 = 8𝑀1𝑀2𝑀3, имеем

𝑡3(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + (𝑀1𝑀2𝑀3)

1
2 𝑞

1
2 L + 𝑌

1
2 (𝑀1𝑀2𝑀3)

− 1
2 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 8 6

≤
(︁
𝑌

1
2 + 2𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 8ℓ̃

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 8.

Случай 3. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3. Из соотношений (22), (20) и условия рассматриваемого случая

находим, что

𝑦
1
2 >𝑀1𝑀2 >𝑀1𝑀2 ·

𝑀3
3
√
𝑀1𝑀2𝑀3

= (𝑀1𝑀2𝑀3)
2
3 ≥ 𝑌

2
5 .

Поэтому, полагая в лемме 8 𝑋 =𝑀1𝑀2, имеем

𝑡3(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + (𝑀1𝑀2)

1
2 𝑞

1
2 L + 𝑌 (𝑀1𝑀2)

− 1
2 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 9 ≤

6
(︁
𝑌

1
2 + 𝑌

1
4 𝑞

1
2 L + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 9ℓ̃

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 9.

5. Оценка 𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁). Рассмотрим семь возможных случаев:
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1. 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌
1
5 ;

2. 𝑌
1
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

2
5 , 𝑁1𝑁2 ≤ 𝑌

2
5 ;

3. 𝑌
1
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

2
5 ; 𝑁1𝑁2 > 𝑌

2
5

4. 𝑌
2
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

3
5 ;

5. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

4
5 , 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌

3
5 ;

6. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

3
5 , 𝑀1𝑀2𝑀3 > 𝑌

3
5 ;

7. 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 > 𝑌
4
5 .

Случай 1. 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌
1
5 . Из соотношений (21), (22) и условия рассматриваемого

случая, имеем

𝑁1𝑁2 > (𝑁1𝑁2𝑁3𝑁4)
1
2 =

(︂
𝑌

𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4

)︂ 1
2

> 𝑌
2
5 .

Поэтому согласно первому утверждению леммы 10, имеем

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃

(︃(︂
𝑌 𝑞

𝑁1𝑁2

)︂ 1
2

+ 𝑞L

)︃
L 22 6

(︁
𝑌

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L )L 22 ≤ (𝑦

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L

)︁
L 22.

Случай 2. 𝑌
1
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

2
5 ; 𝑁1𝑁2 ≤ 𝑌

2
5 . Из соотношений (21), (22) и условия

рассматриваемого случая, имеем

𝑁1𝑁2𝑁3 > 𝑁1𝑁2𝑁3
𝑁4

4
√
𝑁1𝑁2𝑁3𝑁4

= (𝑁1𝑁2𝑁3𝑁4)
3
4 >

(︂
𝑌

𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4

)︂ 3
4

> 𝑌
9
20 > 𝑌

2
5 ,

𝑁1𝑁2𝑁3 6 𝑁1𝑁2 ·
√︀
𝑁1𝑁2 = (𝑁1𝑁2)

3
2 6

(︁
𝑌

2
5

)︁ 3
2
= 𝑌

3
5 .

Поэтому, полагая в лемме 8 𝑋 = 8𝑁1𝑁2𝑁3, находим

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + (𝑁1𝑁2𝑁3)

1
2 𝑞

1
2 L + 𝑌

1
2 (𝑁1𝑁2𝑁3)

− 1
2 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 16 ≤

≤
(︁
𝑌

1
2 + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 16 ≤

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 16.

Случай 3. 𝑌
1
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

2
5 ; 𝑁1𝑁2 > 𝑌

2
5 . Применяя к сумме 𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁) первое

утверждение леммы 10, получим

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃

(︃(︂
𝑌 𝑞

𝑁1𝑁2

)︂ 1
2

+ 𝑞L

)︃
L 22 6

(︁
𝑌

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L

)︁
L 22 ≤

(︁
𝑦

3
10 𝑞

1
2 + 𝑞L

)︁
L 22.

Случай 4. 𝑌
2
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

3
5 . Применяя лемму 8 при 𝑋 = 16𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4, имеем

𝑡4(𝑞;𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 15 ≤

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 15.

Случай 5. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

4
5 ; 𝑀1𝑀2𝑀3 ≤ 𝑌

3
5 . Из соотношений (20) и условия

рассматриваемого случая, найдем

𝑀1𝑀2𝑀3 >𝑀1𝑀2𝑀3
𝑀4

4
√
𝑀1𝑁2𝑀3𝑀4

= (𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4)
3
4 >

(︁
𝑌

3
5

)︁ 3
4
= 𝑌

9
20 > 𝑌

2
5 .
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Поэтому, воспользовавшись леммой 8 при 𝑋 = 8𝑀1𝑀2𝑀3, находим

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 16 6

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 16.

Случай 6. 𝑌
3
5 < 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 ≤ 𝑌

3
5 ; 𝑀1𝑀2𝑀3 > 𝑌

3
5 . Из соотношений (22), (20) и

условия рассматриваемого случая, найдём

𝑦
1
2 >𝑀1𝑀2 >𝑀1𝑀2

𝑀3
3
√
𝑀1𝑀2𝑀3

= (𝑀1𝑀2𝑀3)
2
3 >

(︁
𝑌

3
5

)︁ 2
3
= 𝑌

2
5 .

Поэтому в лемме 8, полагая 𝑋 = 4𝑀1𝑀2, и имея в виду, что 𝑌
2
5 ℓ̃𝑋ℓ̃𝑦

1
2 , имеем

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + 𝑦

1
4 𝑞

1
2 L + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 19ℓ̃

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 19.

Случай 7. 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 > 𝑌
4
5 . Из соотношений (22), (20) и условия рассматриваемого

случая, найдем

𝑦
1
2 >𝑀1𝑀2 >𝑀1𝑀2

𝑀3𝑀4√
𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4

= (𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4)
1
2 > 𝑌

2
5 .

Следовательно, по лемме 8 при 𝑋 = 4𝑀1𝑀2, и имея в виду, что 𝑌
2
5 ℓ̃𝑋ℓ̃𝑦

1
2 , находим:

𝑡4(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃
(︁
𝑌

1
2 + 𝑌

1
4 𝑞

1
2 L + 𝑌

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 19ℓ̃

(︁
𝑦

1
2 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L + 𝑞L 2

)︁
L 19.

6. Таким образом, для всех 𝑘 = 1, 2, 3, 4 доказано, что

max
𝑦6𝑥

𝑡𝑘(𝑞;𝑀,𝑁)ℓ̃max
𝑦6𝑥

(︁
𝑦

1
2 L 19 + 𝑦

3
10 𝑞

1
2 L 22 + 𝑞L 23

)︁
= 𝑥

1
2 L 19 + 𝑥

3
10 𝑞

1
2 L 22 + 𝑞L 23.

Подставляя эти оценки в (19), получим утверждение теоремы.

5. Доказательство теоремы 2 и её следствий

Пользуясь свойством ортогональности характеров, имеем

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
=

1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒mod 𝑞

𝜒(𝑎)𝜏(𝜒̄)𝜓(𝑥, 𝜒) +𝑂(L 2),

𝜏(𝜒) =

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒(ℎ)𝑒

(︂
ℎ

𝑞

)︂
, |𝜏(𝜒)|ℓ̃√𝑞.

Отсюда, из соотношения 𝑞ℓ̃𝜙(𝑞) lnL и теоремы 1, имеем

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
ℓ̃

√
𝑞

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒mod 𝑞

max
𝑦6𝑥

|𝜓(𝑦, 𝜒)|+ L 2ℓ̃
lnL
√
𝑞
𝑡(𝑥; 𝑞) + L 2ℓ̃

ℓ̃𝑥𝑞−
1
2 L 29 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33.

Для доказательства следствия 1, вводя обозначение 𝛼− 𝑎
𝑞 = 𝜆, рассмотрим два возможных

случая:|𝜆| 6 2𝑥−1 и 2𝑥−1 < |𝜆| 6 𝑞−2.
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Случай 1: |𝜆| 6 2𝑥−1. Пользуясь преобразованием Абеля, сумму 𝑆(𝛼, 𝑥) выразим через

сумму 𝑆
(︁
𝑎
𝑞 , 𝑢
)︁
, 𝑢 6 𝑥. Имеем

𝑆(𝛼, 𝑥) = −
∫︁ 𝑥

2
𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑢

)︂
2𝜋𝑖𝜆𝑒(𝑢𝜆)𝑑𝑢+ 𝑒(𝜆𝑥)𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
.

Переходя к оценкам, и воспользовавшись условием рассматриваемого случая, находим

|𝑆(𝛼, 𝑥)|ℓ̃(|𝜆|𝑥+ 1)max
𝑢6𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
ℓ̃𝑥𝑞−

1
2 L 29 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2 L 33.

Случай 2: 2𝑥−1 < |𝜆| 6 𝑞−2. Имеем 𝑞2

𝑥 ≤ 1
2 . Согласно теореме Дирихле о приближении

вещественных чисел рациональными числами, для любого 𝜏 > 1 существуют целые взаимно
простые числа 𝑏 и 𝑟, 1 6 𝑟 6 𝜏 , такие что⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
6

1

𝑟𝜏
.

Возьмем 𝜏 = 𝑥
𝑞 , тогда ⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
6

𝑞

𝑟𝑥
, 𝑟 6

𝑥

𝑞
. (23)

Предположим, что 𝑟 = 𝑞, тогда (23) принимает вид |𝜆| 6 1
𝑥 и, как в случае 1, получим для

𝑆(𝛼, 𝑥) нужную оценку. Пусть теперь 𝑟 ̸= 𝑞, тогда⃒⃒⃒⃒
𝑎

𝑞
− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑎𝑟 − 𝑏𝑞|
𝑟𝑞

>
1

𝑟𝑞
.

Отсюда и из 𝑞2

𝑥 ≤ 1
2 имеем

1

𝑞2
> |𝜆| =

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑎

𝑞
− 𝑏

𝑟

)︂
+

(︂
𝑏

𝑟
− 𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
𝑎

𝑞
− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑟𝑞
− 𝑞

𝑟𝑥
=

1

𝑟𝑞

(︂
1− 𝑞2

𝑥

)︂
>

1

2𝑟𝑞
,

то есть 𝑞
𝑟 6 2. Поэтому (23) принимает вид:⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑏

𝑟

⃒⃒⃒⃒
6

2

𝑥
,

𝑞

2
< 𝑟 6

𝑥

𝑞
.

Следовательно, как в случае 1, имеем

𝑆(𝛼, 𝑥)ℓ̃𝑥𝑟−
1
2 L 29 + 𝑥

4
5 L 32 + 𝑥

1
2 𝑟

1
2 L 33ℓ̃𝑥𝑞−

1
2 L 33 + 𝑥

4
5 L 32.

Следствие 2 непосредственно вытекает из следствия 1.

6. Доказательство теоремы 3

Разбивая сумму 𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) на три части и имея в виду, что 𝑝𝛼 >

√
𝑥, имеем

𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

∑︁
𝑛≤𝑥

(𝑛,𝑝)=1

Λ(𝑛)
∑︁

𝑚2≤𝑥, (𝑚2−𝑙,𝑝)=1
𝑛≡ 𝑙−𝑚2 (mod 𝑝𝛼)

1 +𝐻 ′
1(𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙) +𝐻 ′′
2 (𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙),
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𝐻 ′
1(𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙) =
∑︁
𝑛≤𝑥

(𝑛,𝑝)>1

Λ(𝑛)
∑︁
𝑚26𝑥

𝑚2≡ 𝑙−𝑛 (mod 𝑝𝛼)

1 6 2

(︂√
𝑥

𝑝𝛼
+ 1

)︂
L 2

𝑥 ,

𝐻 ′′
2 (𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙) =
∑︁
𝑛≤𝑥

(𝑛,𝑝)=1

Λ(𝑛)
∑︁

𝑚6
√
𝑥, 𝑚2−𝑙≡ 0 (mod 𝑝)

𝑚2−𝑙≡−𝑛 (mod 𝑝𝛼)

1 = 0.

Далее, пользуясь свойством ортогональности характеров, найдём

𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

1

𝜙(𝑝𝛼)

∑︁
𝜒mod 𝑝𝛼

𝜓(𝑥, 𝜒)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛼) +𝑂

(︂(︂√
𝑥

𝑝𝛼
+ 1

)︂
L 2

𝑥

)︂
,

𝑉2(𝑢, 𝜒, 𝑙, 𝑝
𝛼) =

∑︁
𝑚6𝑢

𝜒(𝑙 −𝑚2).

Разбивая последнюю сумму по 𝜒 на две части, находим

𝐻2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) = 𝐺2(𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙) +𝑅2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) +𝑂

(︂(︂√
𝑥

𝑝𝛼
+ 1

)︂
L 2

𝑥

)︂
, (24)

𝐺2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

𝜓(𝑥, 𝜒0)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒0, 𝑙, 𝑝

𝛼)

𝜙(𝑝𝛼)
,

𝑅2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

1

𝜙(𝑝𝛼)

∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

𝜓(𝑥, 𝜒)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛼).

В этой формуле 𝐺2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) даёт предполагаемый главный член 𝐻2(𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙), а 𝑅2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) вхо-

дит в его остаточный член.
Вычислим главный член. Из теоремы Ш. Валле – Пуссена получим

𝜓(𝑥, 𝜒0) =
∑︁
𝑛≤𝑥

Λ(𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) = 𝑥+𝑂(𝑥 exp(−𝑐

√︀
L𝑥)).

Рассмотрим теперь

𝑉2(
√
𝑥, 𝜒0, 𝑙, 𝑝

𝛼) =
∑︁

𝑚6
√
𝑥

1−
∑︁

𝑚6
√
𝑥

(𝑚2−𝑙,𝑝)=𝑝

1 =
[︀√
𝑥
]︀
−

∑︁
𝑚6

√
𝑥

𝑚2≡𝑙 (mod 𝑝)

∑︁
16𝑛6𝑝

𝑛≡𝑚 (mod 𝑝)

1 =

=
[︀√
𝑥
]︀
−

∑︁
16𝑛6𝑝

𝑛2≡𝑙 (mod 𝑝)

∑︁
𝑚6

√
𝑥

𝑚≡𝑛 (mod 𝑝)

1 =
[︀√
𝑥
]︀
−

∑︁
16𝑛6𝑝

𝑛2≡𝑙 (mod 𝑝)

[︂√
𝑥− 𝑛

𝑝

]︂
=

=
[︀√
𝑥
]︀
−

∑︁
16𝑛6𝑝

𝑛2≡𝑙 (mod 𝑝)

(︂√
𝑥

𝑝
+𝑂(1)

)︂
= 𝑥

1
2

(︂
1− 𝜌(𝑝, 𝑙)

𝑝

)︂
+𝑂(1),

где 𝜌(𝑝, 𝑙) — число решений сравнения 𝑛2 ≡ 𝑙(mod 𝑝), 1 6 𝑛 6 𝑝. Поэтому

𝐺2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

𝑥
3
2

𝜙(𝑝𝛼)

(︂
1− 𝜌(𝑝, 𝑙)

𝑝
+𝑂

(︁
exp(−𝑐

√︀
L𝑥)

)︁)︂
. (25)

Оценим остаточный член 𝑅2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙). Переходя к примитивным характерам, имеем

𝑅2(𝑥; 𝑝
𝛼, 𝑙) =

1

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼∑︁
𝛽=1

∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

𝜓(𝑥, 𝜒)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽),
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где * означает, что суммирование ведётся по примитивным характерам. Обозначая через 𝛼1,
1 6 𝛼1 6 𝛼 такое целое число, которое удовлетворяет условию 𝑝𝛼1−1 6 L 𝐴

𝑥 < 𝑝𝛼1 , а затем,
разбивая сумму по 𝛽 на две части 1 6 𝛽 6 𝛼1 − 1 и 𝛼1 6 𝛽 6 𝛼, представим 𝑅2(𝑥; 𝑝

𝛼, 𝑙) в виде
суммы двух сумм 𝑅21 и 𝑅22. Оценим сначала 𝑅21. Имеем

𝑅21 =
1

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼1−1∑︁
𝛽=1

∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

𝜓(𝑥, 𝜒)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)ℓ̃

ℓ̃
1

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼1−1∑︁
𝛽=1

max* |𝜓(𝑥, 𝜒)|
∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)|,

знак * в сумме по 𝛽 означает, что максимум берётся по всем примитивным характерам по
модулю 𝑝𝛽 . Воспользовавшись при 𝑝𝛽 6 L 𝐴

𝑥 , 1 6 𝛽 6 𝛼1 − 1 классической оценкой (см. [28]
стр. 152)

𝜓(𝑥, 𝜒)ℓ̃𝑥 exp
(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁
,

получим

𝑅21ℓ̃
𝑥

𝜙(𝑝𝛼)
exp

(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁ 𝛼1−1∑︁
𝛽=1

∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)| =

=
𝑥

𝜙(𝑝𝛼)
exp

(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁ ∑︁
𝜒mod𝑝𝛼1−1

𝜒 ̸=𝜒0

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛼1−1)|.

Далее, применяя неравенство Коши, а затем воспользовавшись условием 𝑝𝛼1−1 6 L 𝐴
𝑥 , полу-

чим

𝑅21ℓ̃
𝑥

𝜙(𝑝𝛼)
exp

(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁⎛⎝𝜙(𝑝𝛼1−1)
∑︁

𝜒mod𝑝𝛼1−1

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)|2

⎞⎠ 1
2

ℓ̃

ℓ̃
𝑥

𝜙(𝑝𝛼)
exp

(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁(︂
𝑝𝛼1−1√𝑥

(︂ √
𝑥

𝑝𝛼1−1
+ 1

)︂)︂ 1
2

ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)
exp

(︁
−𝑐1

√︀
L𝑥

)︁
. (26)

Теперь оценим 𝑅22. Имеем

𝑅22 =
1

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼∑︁
𝛽=𝛼1

∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

𝜓(𝑥, 𝜒)𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽) 6

6
1

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼∑︁
𝛽=𝛼1

max*
𝜒mod𝑝𝛽

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)|

∑︁*

𝜒mod𝑝𝛽

|𝜓(𝑥, 𝜒)|,

знак * в сумме по 𝛽 означает, что максимум берётся по всем примитивным характерам по
модулю 𝑝𝛽 . Воспользовавшись теоремой 1, имеем

𝑅22ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼∑︁
𝛽=𝛼1

(︁
𝑥−0.5L 28

𝑥 + 𝑥−0.7𝑝
𝛽
2 L 31

𝑥 + 𝑥−1𝑝𝛽L 32
𝑥

)︁
max*

𝜒mod𝑝𝛽
|𝑉2(

√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)|. (27)

Оценку неполных сумм 𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽), сведём к оценке полных смешанных сумм вида

𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) =

𝑝𝛽∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑔(𝑚))𝑒

(︂
𝑓(𝑚)

𝑝𝛽

)︂
, 𝑔(𝑚) = 𝑙 −𝑚2, 𝑓(𝑚) = ℎ𝑚.
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Имеем равенство

𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽) =

1

𝑝𝛽

𝑝𝛽∑︁
ℎ=1

∑︁
𝑚6

√
𝑥

𝑒

(︂
−ℎ𝑚
𝑝𝛽

)︂
𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) =

=
𝑆(𝜒, 𝑔, 0, 𝑝𝛽)

𝑝𝛽
[︀√
𝑥
]︀
+

1

𝑝𝛽

𝑝𝛽−1∑︁
ℎ=1

sin 𝜋ℎ
√
𝑥

𝑝𝛽

sin 𝜋ℎ
𝑝𝛽

𝑒

(︂
−ℎ(1 + [

√
𝑥])

2𝑝𝛽

)︂
𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽).

Переходя к оценкам, найдём

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)| 6 1

𝑝𝛽
max

16ℎ6𝑝𝛽
|𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽)|

⎛⎝√
𝑥+ 2

0.5(𝑝𝛽−1)∑︁
ℎ=1

(︂
sin

𝜋ℎ

𝑝𝛽

)︂−1
⎞⎠ .

Так как 𝑝𝛽 — нечётное число, то воспользовавшись последовательно неравенствами sin𝜋𝛼 >
2𝛼 при 0 6 𝛼 < 0.5 и 1

ℎ 6 ln 2ℎ+1
2ℎ−1 , найдём

2

0.5(𝑝𝛽−1)∑︁
ℎ=1

(︂
sin

𝜋ℎ

𝑝𝛽

)︂−1

6 2

0.5(𝑝𝛽−1)∑︁
ℎ=1

(︂
2ℎ

𝑝𝛽

)︂−1

6 𝑝𝛽
0.5(𝑝𝛽−1)∑︁

ℎ=1

(ln(2ℎ+ 1)− ln(2ℎ− 1)) = 𝑝𝛽 ln 𝑝𝛽.

Следовательно,

|𝑉2(
√
𝑥, 𝜒, 𝑙, 𝑝𝛽)| 6

(︂√
𝑥

𝑝𝛽
+ ln 𝑝𝛽

)︂
max

16ℎ6𝑝𝛽
|𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽)|.

Подставляя эту оценку в формулу (27), имеем

𝑅22ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)

𝛼∑︁
𝛽=𝛼1

(︃
L 28

𝑥

𝑥0.5
+
𝑝

𝛽
2 L 31

𝑥

𝑥0.7
+
𝑝𝛽L 32

𝑥

𝑥

)︃(︂√
𝑥

𝑝𝛽
+ ln 𝑝𝛽

)︂
max*

𝜒mod𝑝𝛽 ,
16ℎ6𝑝𝛽

⃒⃒⃒
𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽)

⃒⃒⃒
, (28)

знак * в сумме по 𝛽 означает, что максимум берётся по всем примитивным характерам по
модулю 𝑝𝛽 . Далее представим сумму 𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) в виде

𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) =

𝑝∑︁
𝛿=1

𝑆𝛿, 𝑆𝛿 = 𝑆𝛿(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝
𝛽) =

𝑝𝛽∑︁
𝑚=1

𝑚≡𝛿(mod 𝑝)

𝜒(𝑔(𝑚))𝑒

(︂
𝑓(𝑚)

𝑝𝛽

)︂
. (29)

Пусть 𝑎 — наименьший из первообразных корней по модулю 𝑝𝛽 . Определим число 𝑟 из соот-
ношения 𝑎𝑝−1 = 1 + 𝑟𝑝, (𝑟, 𝑝) = 1, и пусть 𝑐 = 𝑐(𝜒, 𝑎) единственное целое, 0 < 𝑐 6 𝑝𝛽−1(𝑝 − 1)
такое, что для всякого целого 𝑘 имеет место соотношение

𝜒(𝑎𝑘) = 𝑒

(︂
𝑐𝑘

𝑝𝛽−1(𝑝− 1)

)︂
,

то есть характер 𝜒 однозначно определяется заданием чисел 𝑟 и 𝑐. Так как в формуле (28) все
характеры 𝜒 примитивные, то (𝑐, 𝑝) = 1. Пусть

𝑡 = 𝑡𝑝(𝜒, 𝑔, 𝑓) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑟𝑔𝑓
′ + 𝑐𝑔′).

Через 𝒜(𝜒, 𝑔, 𝑓) обозначим множества корней сравнения

𝒞(𝑚) := 𝑝−𝑡(𝑟𝑔(𝑚)𝑓 ′(𝑥) + 𝑐𝑔′(𝑚)) ≡ 0 (mod 𝑝),
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для которых слагаемые в 𝑆(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽) определены, то есть

𝒜 = 𝒜(𝜒, 𝑔, 𝑓) := {𝛿 ∈ F𝑝 : 𝒞(𝛿) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝑔(𝛿) ̸≡ 0 (mod 𝑝)}.

Теперь определим множество 𝒜 в случае, когда 𝑔 = 𝑔(𝑚) = 𝑙 − 𝑚2 и 𝑓 = 𝑓(𝑚) = ℎ𝑚, в
зависимости относительно параметров ℎ, 𝑐 и 𝑟, и имея в виду, что

𝑡𝑝(𝜒, 𝑔, 𝑓) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑟(𝑚
2 − 𝑙)ℎ+ 2𝑐𝑚) = min (𝑜𝑟𝑑(𝑟ℎ), 𝑜𝑟𝑑(2𝑐), 𝑜𝑟𝑑(𝑙ℎ)) = min (𝑜𝑟𝑑(ℎ), 0) = 0,

получим, что множество 𝒜 имеет вид

𝒜 = {𝛿 ∈ F𝑝 : 𝑟(𝛿2 − 𝑙)ℎ+ 2𝑐𝛿 ≡ 0 (mod 𝑝), 𝛿2 − 𝑙 ̸≡ 0 (mod 𝑝)}, (30)

то есть 𝒜 — множество решений квадратичного сравнения по модулю 𝑝 и состоит из не более
чем двух решений. Рассмотрим два возможных случая.

1. Случай (ℎ, 𝑝) = 𝑝. Квадратичное сравнение в (30) превращается в линейное сравнение
вида 2𝑐𝛿 ≡ 0 (mod 𝑝), и оно имеет одно решение 𝛿 = 𝑝.

2. Случай (ℎ, 𝑝) = 1. Умножая обе части сравнения в (30) на число 𝑟ℎ, (𝑟ℎ, 𝑝) = 1 и
выделяя полный квадрат, имеем

(𝑟ℎ𝛿 + 𝑐)2 ≡ 𝑐2 + 𝑙𝑟2ℎ2 (mod 𝑝), 1 6 𝛿 6 𝑝− 1.

По условии теоремы −𝑙 — квадратичный невычет, поэтому правая часть полученного квадра-
тичного сравнения не обращается в нуль по модулю 𝑝, то есть

𝑐2 ̸≡ −𝑙𝑟2ℎ2 (mod 𝑝).

Отсюда следует, что в (30) квадратичное сравнение

� не имеет решение, если число 𝑐2 + 𝑙𝑟2ℎ2 — квадратичный невычет;

� имеет два простые решения, если число 𝑐2 + 𝑙𝑟2ℎ2 — квадратичный вычет.

Следовательно, если квадратичное сравнение в (30) разрешимо, то все корни простые, и их не
более двух. Поэтому согласно лемме 7 правая часть (29) состоит из не более двух слагаемых
вида 𝑆𝛿(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽), соответствующих этим корням, для которых имеет место равенство

|𝑆𝛿(𝜒, 𝑔, 𝑓, 𝑝𝛽)| = 𝑝
𝛽
2 .

Подставляя эту оценку в формулу (28), получим

𝑅22ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)

⎛⎝ 𝛼∑︁
𝛽=𝛼1

(︂
L 28

𝑥

𝑝0.5𝛽
+

L 31
𝑥

𝑥0.2
+
𝑝0.5𝛽

𝑥0.5
L 32

𝑥 +
𝑝𝛽

𝑥0.7
L 32

𝑥 +
𝑝1.5𝛽

𝑥
L 33

𝑥

)︂⎞⎠ ℓ̃

ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)

(︂
L 28

𝑥

𝑝0.5𝛼1
+

L 32
𝑥

𝑥0.3
+
𝑝0.5𝛼

𝑥0.5
L 32

𝑥 +
𝑝𝛼

𝑥0.7
L 32

𝑥 +
𝑝1.5𝛼

𝑥
L 33

𝑥

)︂
.

Далее, воспользовавшись выбором числа 𝛼1, получим

𝑅22ℓ̃
𝑥

3
2

𝜙(𝑝𝛼)

(︂
L −0.5𝐴+28

𝑥 +
𝑝0.5𝛼

𝑥0.5
L 32 +

𝑝𝛼

𝑥0.7
L 32 +

𝑝1.5𝛼

𝑥
L 33

)︂
.

Отсюда, из (26) и (25) ввиду (24) следует утверждение теоремы 3.
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