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Аннотация

Развивается теория операционного исчисления Лапласа на основе дифференциального
оператора с кусочно-постоянными коэффициентами. Предложена формула обобщенного
преобразования Лапласа. Доказана формула обращения типа Меллина–Лапласа. Предло-
жено понятие обобщенного оригинала и обобщенного изображения. Доказана теорема об
изоморфизме пространств оригиналов и обобщенных оригиналов.При помощи операторов
преобразования установлено, что обобщенное изображение обобщенного оригинала сов-
падает с изображением соответствующего оригинала. Доказаны теоремы о дифференци-
ровании и интегрировании обобщенного оригинала, теоремы об однородности, о подобии,
экспоненциальном шкалировании, запаздывания и другие. В терминах оператора преобра-
зования установлена связь свертки обобщенных оригиналов и соответствующей им сверт-
ки оригиналов. Представлен алгоритм решения линейных дифференциальных уравнений
с кусочно-постоянными коэффициентами. Найдено решение уравнения теплопроводности
с кусочно постоянным коэффициентом при производной по времени на действительной
оси. Решена смешанная краевая задача для уравнения теплопроводности с кусочно посто-
янным коэффициентом при производной по времени на действительной полуоси.
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Abstract

The theory of operational calculus is developed on the basis of a differential operator with
piecewise constant coefficients. A formula for the generalized Laplace transform is proposed.
An inversion formula of Mellin-Laplace type is proved. The concept of a generalized original-
function and a generalized image is proposed. A theorem on the isomorphism of the spaces of
originals and generalized originals is proved. Using transmutation operators, it is established
that the generalized Laplace transform of the generalized original coincides with the Laplace
transform of the corresponding original-function. Theorems on differentiation and integration
of the generalized original, theorems on homogeneity, similarity, exponential scaling, first and
second shifting theorems, and others are proved. In terms of the transmutation operator, a
connection between the convolution of generalized original-functions and the corresponding
convolution of original-functions is established. An algorithm for solving linear differential
equations with piecewise constant coefficients is presented. A solution to the heat equation
with a piecewise constant coefficient at the time derivative on the real axis is found. A mixed
boundary value problem for the heat equation with a piecewise constant coefficient at the time
derivative on the real semiaxis is solved.
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1. Введение

Обобщение операционного исчисления оператора 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑡 рассмотрено в работах [1, 4-6, 8-

12, 18]. Рассмотрим дифференциальный оператор с кусочно-постоянными коэффициентами,
связанный с набором точек 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑛, 𝑡0 = 0

𝐷𝑡 =
1

𝑥′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
,
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где 𝑥 = 𝑥 (𝑡) кусочно-линейная функция вида

𝑥 (𝑡) = 𝑎1𝑡 (𝐻 (𝑡− 𝑡0)−𝐻 (𝑡− 𝑡1)) + (𝑎2 (𝑡− 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2)) +

+ (𝑎3 (𝑡− 𝑡2) + 𝑎2Δ𝑡2 + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2)) +

. . .+ (𝑎𝑛+1 (𝑡− 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + ...+ 𝑎1Δ𝑡1)𝐻 (𝑡− 𝑡𝑛) ,Δ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑡0 = 0,

а производная 𝑥′(𝑡) определена формулой

𝑥′(𝑡) = 𝑎1 (𝐻 (𝑡− 𝑡0)−𝐻 (𝑡− 𝑡1)) + 𝑎2 (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2)) +

+𝑎3 (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2)) + . . .+ 𝑎𝑛+1𝐻 (𝑡− 𝑡𝑛) .

Функция 𝐻(𝑥) это функция Хевисайда [2] (единичная ступенчатая функция),

𝐻(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 < 0;

1, 𝑥 > 0.

Оператор 𝐷𝑡 возникает при моделировании переходных процессов [7]. Воспользуемся мето-
дом операторов преобразования [3, 15-17, 19] для разработки операционного исчисления на
основе оператора 𝐷𝑡 . Приведем основные понятия, связанные с преобразованием Лапласа.
Пусть функция ̃︀𝑓(𝑡) действительной переменной 𝑡 является оригиналом для преобразования
Лапласа, тогда преобразованием Лапласа ̃︀𝐿 функции ̃︀𝑓(𝑡) называется функция комплексной
переменной 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝜔, такая что:

𝐹 (𝑠) = ̃︀𝐿[ ̃︀𝑓(𝑡)] = ∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑡 ̃︀𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.
Оператор ̃︀𝐿 : ̃︀𝑓(𝑡) → 𝐹 (𝑠) называют преобразованием Лапласа. Функцию 𝐹 (𝑠) называют изоб-
ражением Лапласа функции ̃︀𝑓(𝑡). Связь между оригиналом и изображением принято обозна-
чать следующим образом: ̃︀𝑓(𝑡) : 𝐹 (𝑠) и 𝐹 (𝑠) ; ̃︀𝑓(𝑡).

Определение 1. Пусть функция ̃︀𝑓 есть оригинал. Оператор 𝐽 : ̃︀𝑓 → 𝑓 действующий
по правилу 𝑓(𝑡) = ̃︀𝑓(𝑥 (𝑡)) назовем оператором преобразования, а функцию 𝑓(𝑡) обобщенным
оригиналом.

Непосредственно проверяется справедливость следующего утверждения. Функция 𝑡 = 𝑡(𝑥),
обратная к функции 𝑥 (𝑡), имеет вид

𝑡(𝑥) =
𝑥

𝑎1
(𝐻 (𝑥)−𝐻 (𝑥− 𝑎1Δ𝑡1)) +

+

(︂
𝑥− 𝑎1Δ𝑡1

𝑎2
+ 𝑡2

)︂
(𝐻 (𝑥− 𝑎1Δ𝑡1)−𝐻 (𝑥− 𝑎1Δ𝑡1 − 𝑎2Δ𝑡2)) + . . .

+

(︂
𝑥− 𝑎1Δ𝑡1 − . . .− 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛

𝑎𝑛+1
+ 𝑡𝑛

)︂
𝐻 (𝑥− 𝑎1Δ𝑡1 − . . .− 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛) ,

Δ𝑡1 = 𝑡1 − 𝑡0,Δ𝑡2 = 𝑡2 − 𝑡1, ...,Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑡)− обобщенный оригинал, тогда оператор 𝐽−1, обратный
к оператору преобразованию 𝐽 : ̃︀𝑓 → 𝑓 , действует по правилу ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑡(𝑥)).

Определение 2. Пусть функция 𝑓(𝑡)− обобщенный оригинал, тогда ее изображение
Лапласа определим по правилу:

𝐹 (𝑠) = ̃︀𝐿[ ̃︀𝑓(𝑡)]
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Оператор 𝐿 : 𝑓(𝑡) → 𝐹 (𝑠) называют обобщенным преобразованием Лапласа. Из определе-
ний 1, 2 следует

Теорема 2. Обобщенное преобразование Лапласа есть произведение преобразования Ла-
пласа и оператора преобразования

𝐿 = ̃︀𝐿 · 𝐽−1.

Теорема 3. Для обобщенного преобразования Лапласа справедлива формула

𝐿 [𝑓 (𝑡)] ≡ 𝐹 (𝑝) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (1)

где 𝑥′ (𝑡) кусочно-постоянная функция вида

𝑥′ (𝑡) = 𝑎1 (𝐻 (𝑡− 𝑡0)−𝐻 (𝑡− 𝑡1)) + 𝑎2 (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2))+

+𝑎3 (𝐻 (𝑡− 𝑡1)−𝐻 (𝑡− 𝑡2)) + . . .+ 𝑎𝑛+1𝐻 (𝑡− 𝑡𝑛) .

Доказательство. По определению 2 имеем

𝐿 [𝑓 (𝑡)] =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

В приведенном интеграле выполним замену переменного 𝑥 = 𝑥(𝑡). Тогда получим

𝐿 [𝑓 (𝑡)] =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑓 (𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡)𝑑𝑡.

Наконец, представим формулы для обобщенного преобразования Лапласа в развернутом виде.

Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑡) обобщенная функция-оригинал, тогда обобщенное изображение
Лапласа вычисляется по формуле

𝐹 (𝑝) = 𝑎1

∫︁ 𝑡1

0
𝑒−𝑎1𝑝𝑡𝑓 (𝑡)𝑑𝑡+ 𝑎2

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑒−𝑝(𝑎2(𝑡−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1)𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡+

+𝑎3

∫︁ 𝑡3

𝑡2

𝑒−𝑝(𝑎3(𝑡−𝑡2)+𝑎2Δ𝑡2+𝑎1Δ𝑡1)𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡+ . . .

+𝑎𝑛+1

∫︁ ∞

𝑡𝑛

𝑒−𝑝(𝑎𝑛+1(𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1)𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

Приведем формулу обращения типа Римана–Меллина для обобщенного преобразования
Лапласа.

Теорема 4. Если 𝑓 (𝑡) обобщенный оригинал, то интеграл (1) сходится всюду в полу-
плоскости 𝑅𝑒𝑝 > 𝑠0. При этом сходимость равномерная в любой области 𝑅𝑒𝑝 ≥ 𝑠 > 𝑠0.
Функция 𝐹 (𝑝) аналитична в полуплоскости 𝑅𝑒𝑝 > 𝑠0. Обратное обобщенное преобразование
Лапласа 𝐿−1 : 𝐹 (𝑝) → 𝑓(𝑡) действует по правилу

𝐿−1 [𝐹 (𝑝)] ≡ 𝑓 (𝑡) =

∫︁ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑥(𝑡)𝐹 (𝑝) 𝑑𝑝.

На основании теоремы 4 и определения функции 𝑥 = 𝑥(𝑡) представим формулу обращения
в развернутом виде



176 А. И. Нижников, О. Э. Яремко, Н. Н. Яремко

Следствие 2. Формула обращения Римана–Меллина для обобщенного преобразования Ла-
пласа

𝑓1 (𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝑎1𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑡1,

𝑓2 (𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝(𝑎2(𝑡−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2,

. . .

𝑓𝑛+1 (𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝(𝑎𝑛+1(𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡𝑛 6 𝑡.

1.1. Изображения кусочно-элементарных функций

Представленные ниже примеры вычисления обобщенных изображений конструировались
заменой переменного 𝑡→ 𝑥(𝑡) с помощью оператора преобразования.

Пример 1. Пусть 𝑓 (𝑡) = 𝐻 (𝑡), тогда

𝐿 [𝐻 (𝑡)] =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡 =

1

𝑝
.

Пример 2. Пусть 𝑓 (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝐻 (𝑡), тогда имеем

𝐿 [𝑥 (𝑡)𝐻(𝑡)] =
1

𝑝2
.

В самом деле

𝐿 [𝑥 (𝑡)𝐻(𝑡)] =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑥(𝑡) =

1

𝑝2
.

Пример 3. Пусть 𝑓 (𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡)𝐻 (𝑡), тогда выполняется равенство

𝐿 [𝑥𝑛(𝑡))] =
𝑛!

𝑝𝑛+1
.

Пример 4. Пусть 𝑓 (𝑡) = 𝑒𝛼𝑥(𝑡)𝐻 (𝑡), тогда

𝐿 [𝑓 (𝑡)] =
1

𝑝− 𝛼
.

2. Свойства обобщенного преобразования Лапласа

Однородность. Пусть 𝛼 действительное число, тогда

𝐿 [𝛼𝑓 (𝑡)] = 𝛼𝐿 [𝑓 (𝑡)] .

Теорема о подобии. Пусть 𝛼 положительное действительное число, тогда

𝐿 [𝑓 (𝛼𝑡)] =
1

𝛼
𝐹
(︁ 𝑝
𝛼

)︁
,

где 𝐹
(︀ 𝑝
𝛼

)︀
− обобщенная функция-изображение для преобразования Лапласа с точками деле-

ния 𝑡𝑘 = 𝛼𝑡𝑘 функции 𝑓 (𝑡) .
Экспоненциальное шкалирование. Для каждого действительного числа 𝛼 выполнено

тождество

𝐿
[︁
𝑒−𝛼𝑥(𝑡)𝑓 (𝑡)

]︁
= 𝐹 (𝑝+ 𝛼) .
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Доказательство следует из теоремы 3.
Дифференцирование изображения. Пусть 𝐹 (𝑝)− изображение функции 𝑓 (𝑡) , тогда

𝐿[𝑥(𝑡)𝑓 (𝑡)] = −𝐹 ′ (𝑝) . (2)

Доказательство. Дифференцируя под знаком интеграла в формуле (1), получим

𝐹 ′ (𝑝) = −
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑥(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Пусть 𝑓(𝑡)− обобщенный оригинал, тогда функцию 𝑓(𝑥−1(𝑥(𝑡)−𝛼)) будем называть обобщен-
ным сдвигом на величину 𝛼.

Теорема запаздывания. Пусть 𝛼 действительное положительное число, тогда

𝐿[𝑓(𝑥−1(𝑥(𝑡)− 𝛼))] = 𝑒−𝛼𝑝𝐿 [𝑓 (𝑡)] .

Дифференцирование оригинала. Пусть функции 𝐷𝑡 [𝑓 (𝑡)] и 𝑓 (𝑡)− оригиналы и пусть
функция 𝑓 (𝑡) непрерывна справа в точке 𝑡0 = 0, тогда

𝐿 [𝐷𝑡 (𝑓)] = 𝑝𝐹 (𝑝)− 𝑓 (0) .

Доказательство. Применим формулу интегрирования по частям. Согласно определению
оператора 𝐷𝑡 имеем

𝐿 [𝐷𝑡 (𝑓)] (𝑝) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)𝐷𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 = −𝑒−𝑝𝑥(0)𝑓(0) + 𝑝

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Интегрирование оригинала. Если функция 𝑓 (𝑡) обобщенный оригинал, то функция

𝑔(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑥′(𝑡)𝑓 (𝑧) 𝑑𝑧−

также оригинал, при этом выполнено тождество

𝐿 [𝑔 (𝑡)] =
1

𝑝
𝐹 (𝑝) .

Доказательство. По построению выполняется равенство𝐷𝑡 [𝑔 (𝑡)] = 𝑓 (𝑡) . Тогда по свойству
дифференцирования оригинала

𝑝𝐿 [𝑔 (𝑡)] = 𝐹 (𝑝) .

Утверждение доказано.
Связь операторов дифференцирования 𝐷𝑡 и

𝑑
𝑑𝑡 . Пусть 𝐷𝑡− обобщенный оператор

дифференцирования а 𝑑
𝑑𝑡− оператор диффференцирования, тогда выполнено 𝐷𝑡 = 𝐽 𝑑

𝑑𝑡 .

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑡)− обобщенный оригинал, а ̃︀𝑓(𝑡)− оригинал, тогда имеем

𝐷𝑡[𝑓(𝑡)] = 𝐷𝑡[ ̃︀𝑓(𝑥(𝑡))] = ̃︀𝑓 ′(𝑥(𝑡)) = 𝐽 · 𝑑
𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)].
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3. Свертка обобщенных оригиналов

Определение 3. Сверткой функций оригиналов 𝑓 (𝑡) , 𝑔 (𝑡) назовем функцию

𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) = 𝐿−1 [𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝)] .

Теорема 5. Пусть функции 𝑓 (𝑡) , 𝑔 (𝑡)− обобщенные оригиналы. Свертка функций 𝑓 (𝑡)*
𝑔 (𝑡) определяется интегралами

𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑓
(︀
𝑥−1 (𝑥 (𝑡)− 𝑥 (𝜏))

)︀
𝑥′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏

или

𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) = 𝐽

[︂∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑓(𝑧)̃︀𝑔(𝑡− 𝑧)𝑑𝑧

]︂
.

Доказательство. Из определения свертки следует равенство

𝐿 [𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡)] =
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥(𝑡)𝑥′ (𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑓
(︀
𝑥−1 (𝑥 (𝑡)− 𝑥 (𝜏))

)︀
𝑥′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝑡.

Во внешнем интеграле проведем замену переменного 𝑥 (𝑡) = 𝛽

𝐿 [𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡)] =
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝛽

∫︁ 𝑡

0
𝑓
(︀
𝑥−1 (𝛽 − 𝑥 (𝜏))

)︀
𝑥′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝛽.

Во внутреннем интеграле выполним замену переменного 𝑥 (𝜏) = 𝜎

𝐿 [𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡)] =
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝛽

∫︁ 𝑥−1(𝜎)

0
𝑓
(︀
𝑥−1 (𝛽 − 𝜎)

)︀
𝑔
(︀
𝑥−1 (𝜎)

)︀
𝑑𝜎𝑑𝛽.

Применим теорему о свертке для преобразования Лапласа [2] :

𝐿 [𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡)] = ̃︀𝐿 [︀𝑓 (︀𝑥−1 (𝜎)
)︀]︀ ̃︀𝐿 [︀𝑔 (︀𝑥−1 (𝜎)

)︀]︀
= 𝐿 [𝑓 (𝑡)]𝐿 [𝑔 (𝑡)] .

Для доказательства второй части утверждения теоремы установим, что изображения правой
и левой частей во второй формуле из теоремы 5 одинаковы. В самом деле из определения
свертки следует равенство

𝐿 [𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡)] = 𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝) .

С другой стороны, получим

𝐿 · 𝐽
[︁ ̃︀𝑓 (𝑡) * ̃︀𝑔 (𝑡)]︁ = ̃︀𝐿 [︁ ̃︀𝑓 (𝑡) * ̃︀𝑔 (𝑡)]︁ = 𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝) .

Перепишем правую часть доказываемой формулы в виде∫︁ 𝑡

𝑎

̃︀𝑓 ((𝑥 (𝑡)− 𝑥 (𝜏)))̃︀𝑔 (𝑥 (𝜏))𝑥′ (𝜏) 𝑑𝜏.
После выполнения замены переменного 𝜏 = 𝑥−1 (𝑧) мы получим равенство∫︁ 𝑥(𝑡)

0

̃︀𝑓 ((𝑥 (𝑡)− 𝑧))̃︀𝑔 (𝑧) 𝑑𝑧 = 𝐽

[︂∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑓 ((𝑡− 𝑧))̃︀𝑔 (𝑧) 𝑑𝑧]︂ =
= 𝐽

[︁ ̃︀𝑓 (𝑡) * ̃︀𝑔 (𝑡)]︁ = 𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) .

Теорема доказана.
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Следствие 3. Если функции 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)− обобщенные оригиналы, то их свертка вычисля-
ется по формуле

𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝑎1

∫︁ 𝑡

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎1𝑡− 𝑎1𝜏) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑡1,

𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝑎1

∫︁ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎2 (𝑡− 𝑡1) + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏)) 𝑑𝜏 +

+𝑎2

∫︁ 𝜏

𝑡1

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎2 (𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2,

...

𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝑎1

∫︁ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡− 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1) + ...+ 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏)) 𝑑𝜏 +

+𝑎2

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡− 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1) + ...+ 𝑎2 (𝑡2 − 𝜏)) 𝑑𝜏 + ...+

+𝑎𝑛+1

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑡𝑛 < 𝑡.

Доказательство. Из теоремы 5 выпишем формулу для свертки:

𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) = 𝐽

[︂∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑓 (𝜏) ̃︀𝑔 (𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏

]︂
=

∫︁ 𝑥(𝑡)

0

̃︀𝑓 (𝜏) ̃︀𝑔 (𝑥(𝑡)− 𝜏) 𝑑𝜏.

Проведем замену переменного в последнем интеграле 𝜏 = 𝑥(𝑧). В результате получим

𝑓 (𝑡) * 𝑔 (𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑓 (𝑧) ̃︀𝑔 (𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑧))𝑥′(𝑧)𝑑𝑧.

Формула доказана.

4. Решение дифференциальных уравнений методом обобщенного
преобразования Лапласа

Вначале рассмотрим зададачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения
Пример 5. Решить задачу Коши{︃

𝐷𝑡𝑦 + 𝛼𝑦 = 𝑥(𝑡), 0 < 𝑡,

𝑦(0) = 𝑦0.

Перейдем к обобщенным изображениям Лапласа

𝑝𝑌 + 𝛼𝑌 − 𝑦0 =
1

𝑝2
.

Отсюда находим решение в изображениях

𝑦 =
𝑦0

𝑝+ 𝛼
+

1

𝑝2(𝑝+ 𝛼)
.

После преобразования получим

𝑌 =
𝑦0

𝑝+ 𝛼
− 1

𝛼2𝑝
+

1

𝛼𝑝2
+

1

𝛼2(𝑝+ 𝛼)
.

Из значений обобщенных изображений в примерах 1,2,4 , возврашаясь к оригиналам, получим

𝑦 = 𝑦0𝑒
−𝛼𝑥(𝑡) − 1

𝛼2
+

1

𝛼
𝑥(𝑡) +

1

𝛼2
𝑒−𝛼𝑥(𝑡).
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5. Обобщенное преобразование Лапласа для уравнений матема-
тической физики

5.1. Уравнение теплопроводности с кусочно-постоянными коэффициентами

Задача Коши. В качестве приложения рассмотрим задачу Коши для однородного урав-
нения теплопроводности с кусочно-постоянными коэффициентами:

𝐷𝑡𝑢− 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0, 𝑧 ∈ 𝑅, 𝑡 > 0, (3)

𝑢(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑅. (4)

Дополним условия (3)-(4) условием непрерывности решения в моменты 𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘−0

𝑢 (𝑡, 𝑧) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘+0

𝑢 (𝑡, 𝑧)

В задаче (3)-(4) перейдем к изображениям Фурье [2]. Получим

𝐷𝑡𝑈 − 𝜆2𝑈 = 0, 𝑡 > 0, (5)

𝑈(𝜆, 0) = 𝐹 (𝜆), 𝜆 ∈ 𝑅. (6)

В изображениях Фурье решение задачи Коши (5)-(6) имеет вид

𝑈 = 𝐹 (𝜆)𝑒−𝜆2𝑥(𝑡)

Вернемся к оригиналам. Получим формулу для решения задачи (3)-(4)

𝑢(𝑡, 𝑧) =
1

2
√︀
𝜋𝑥(𝑡)

∫︁
R

exp

(︂
−(𝑧 − 𝜁)2

4𝑥(𝑡)

)︂
𝜙(𝜁) 𝑑𝜁.

5.2. Смешанная краевая задача Коши

Рассмотрим смешанную краевую задачу Коши для однородного уравнения теплопровод-
ности:

𝐷𝑡𝑢− 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0, (7)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0, (8)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0. (9)

Дополним условия (7)-(9) условием непрерывности решения в моменты 𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘−0

𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘+0

𝑢 (𝑡, 𝑥)

Применим оператор преобразования 𝐽 для решения задачи (7)-(9). В изображениях получим
модельную смешанную краевую задачу Коши для однородного уравнения теплопроводности:

𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑡

− 𝜕2̃︀𝑢
𝜕𝑥2

= 0, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0,̃︀𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0̃︀𝑢(0, 𝑡) = ̃︀𝑓(𝑡), 𝑡 > 0
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Решение приведенной модельной задачи находится по формуле [2]

̃︀𝑢(𝑡, 𝑥) = ∫︁ 𝑡

0

𝑒
− 𝑥2

4(𝑡−𝜏)

2
√︀
𝜋(𝑡− 𝜏)

̃︀𝑓(𝜏)𝑑𝜏
В результате действиея обратного оператора преобразования 𝐽−1 получаем формулу

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝑥(𝑡)

0

𝑒
− 𝑥2

4(𝑥(𝑡)−𝜏)

2
√︀
𝜋(𝑥(𝑡)− 𝜏)

̃︀𝑓(𝜏)𝑑𝜏
Выполним замену переменного 𝜏 = 𝑥(𝑦) в интеграле в правой части последней формулы.
Учитывая, что 𝑓(𝑦) = ̃︀𝑓(𝑥(𝑦)), получим

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝑡

0

𝑒
− 𝑥2

4(𝑥(𝑡)−𝑥(𝑦))

2
√︀
𝜋(𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑦))

𝑓(𝑦)𝑥′(𝑦)𝑑𝑦.

6. Заключение

Создана теория обобщенного интегрального преобразования Лапласа на основе оператора
дифференцирования с кусочно-постоянным множителем. Доказан изоморфизм пространства
функций-оригиналов и пространства обобщенных функций-оригиналов. Установлено, что про-
странства изображений и обобщенных изображений совпадают.В результате многие факты
обобщенного операционного исчисления автоматически выводятся из классической теории.
Вместе с тем,понятие обобщенной свертки оказалось невозможным ввести без помощи опера-
тора преобразования. Оператор преобразования оказался полезным для решения смешаннной
краевой задачи для уравнения теплопроводности с кусочно постоянным коэффициентом при
производной по временной переменной. Есть основания считать, что аналогичным образом
можно разработать операционное исчисление для дифференциальных операторов с кусочно-
постоянными коэффициентами порядков выше первого. Таким образом, станет возможным
решение обыкновенных дифференциальных уравнений и систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений с кусочно-постоянными коэффициентами высших порядков. Обобщенное
операционное исчисления может быть полезным при моделировании переходных процессов в
электрических цепях. На основе понятия свертки обобщенных оригиналов по образцу из [13,14]
можно будет разработать интегральное и дифференциальное исчисление дробного порядка.
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