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In this article functional approximate equation was get for zeta-function in
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Пусть ζ(s,K) — дзета-функция квадратичной формы K, определяется ра-
венством

ζ(s,K) =
∑

m2+n2 6=0

1

(K(m,n))s
,

где s — комплексное число, s = σ+ it. Мы будем рассматривать задачу вывода
простейшего приближенного функционального уравнения для дзета-функции
ζ(s,K), позволяющее продолжить эту функцию и получить нетривиальные
оценки модуля этой функции вблизи единичной прямой σ = 1. Будем считать,
что форма K(m,n) представлена в виде

K(m,n) = am2 + bmn + cn2,



8 И.Ф.АВДЕЕВ

Здесь коэффициенты a, b и c предполагаются удовлетворяющими условиям

|b| 6 c 6 a,

d = 4ac− b2,
где –d < 0 дискриминант формы.

Проверим сходимость ряда Дирихле в области σ > 1.
Имеем
∣∣∣∣∣∣

∑

m2+n2 6=0

1

(K(m,n))s

∣∣∣∣∣∣
6

∑

m2+n2 6=0

1

(K(m,n))s
6

∑

m2+n2 6=0

2

(am2 + bmn + cn2)σ
.

Так как |bmn| 6 |b|
2
(m2 + n2) и

K(m,n) = am2 + bmn + cn2 > am2 + cn2 − |b|
2
(m2 − n2) >

a

2
m2 +

c

2
n2.

Далее
∑

m2+n2 6=0

2

(am2 + cn2)σ
6

∑

m2+n2 6=0

2

(m2 + n2)σ
6

∞∑

n=1

r(n)

nσ
.

Здесь r(n) — есть число представления натурального n в виде суммы двух
квадратов целых чисел. Известно, что r(n) удовлетворяет неравенству

r(n) 6 4τ(n),

где τ(n) — число делителей n. С другой стороны, для τ(n) известна оценка

τ(n) 6 nε
(

2

ε ln 2

)2
1
ε

,

ε > 0 — любое [2]. Поэтому ряд
∞∑

n=1

r(n)

nσ

сходится при всех σ = 1 + ε, что и требовалось доказать. Отметим, что при
σ > 1

ζ(s,K) =
∞∑

n=1

2

csn2s
+
∑

m>0

2

(K(m,n))s
=

=
∑

m,n>1

2

(K(m,n))s
+
∑

m,n>1

2

(K(m,−n))s +
∞∑

n=1

2

csn2s
+

∞∑

m=1

2

asm2s
=

=
∑

m,n>1

2

(K(m,n))s
+
∑

m,n>1

2

(K(m,−n))s + 2(a−s + c−s)ζ(2s).
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Для каждого из трех слагаемых правой части последнего равенства необхо-
димо вывести приближенное функциональное уравнение. Но для функции ζ(s)
соответствующее уравнение давно известно см. [3], а для каждого из двух дру-
гих слагаемых оно выводится одинаково. Поэтому ограничимся рассмотрением
функции f(s) вида

f(s) =
∑

m,n>1

1

(K(m,n))s
=
∑

m,n>1

2

(am2 + bmn + cn2)s
= 2(4a)sg(s),

где g(s) определена последним равенством. Точнее

g(s) =
∑

m,n>1

2

((2am+ bn)2 + dn2)s
.

Будем искать приближенное функциональное уравнение для функции g(s).
Справедливо следующее утверждение теоремы.

Теорема 1. При σ > 1
2
, t > 0 для точек s = σ + it с условием t < πv, где

v-полуцелое справедливо приближенное функциональное уравнение вида

g(s) =
∑

m,n6V

f(m,n) +

∫

M

f(x, y)dxdy +O
(
a2t(a + v

√
d)−2σ

)

Здесь M = M0/M1, где M0 — область точек с условием 1
2
6 x, y < +∞, M1 —

область, определенная неравенством max(x, y) < V .

Доказательство. Зафиксируем n > 1 и рассмотрим сумму gn(s) по m
вида

gn(s) =
∑

m>1

2

((2am+ bn)2 + dn2)s
.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма.

Лемма 1. Пусть Q и R — полуцелые числа, удовлетворяющие условию
Q < R. На функцию f(x) наложим условие, что на отрезке [Q,R] ее вто-
рая производная существует и непрерывна. Тогда при любом натуральном m
справедлива следующая формула

∑

Q<x6R

f(n)

R∫

Q

f(x)dx+
f ′(x)

12

∣∣∣∣
R

Q

+ T2,

где

T2 =

R∫

Q

f ′′(x)
∞∑

k=1

cos 2πkx

(2πk)2
dx
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Доказательство. См. [4]
В качестве f(x) в этой лемме возьмем функцию вида

f(x) = f(x, n) =
1

((2am+ bn)2 + dn2)s
.

Положим так же Q = V , а параметр R будем считать большим числом, превос-
ходящим V . Тогда для суммы

AQ(s) =
∑

V <m6Q

1

((2am+ bn)2 + dn2)s

приходим к равенству

AQ(s) =

B∫

V

dx

((2ax+ bn)2 + dn2)s
+

+
((

(2ax+ bn)2 + dn2
)−s)′

x

1

12

∣∣∣∣
R

V

+ T2,

где

T2 =

B∫

V

((
(2ax+ bn)2 + dn2

)−s)′′

xx

∞∑

k=1

cos 2πkx

(2πk)2
dx

Вычислим явно первые и вторые производные по x указанные выше. Имеем

(((2ax+ bn)2 + dn2)−s)
′

x = −s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−14a(2ax+ bn),

(−s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−14a(2ax+ bn))
′

x =

= s(s+ 1)((2ax+ bn)2 + dn2)−s−1×
×16a2(2ax+ bn)2 − s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−18a2.

В случае, когда σ > 1, параметр R можно устремить к бесконечности. В ре-
зультате приходим к равенству при каждом n < V , где V — полуцелое

gn(s) =
∑

m>1

2

((2am+ bn)2 + dn2)s
=

=
∑

16m6V

2

((2am+ bn)2 + dn2)s
+

∞∫

V

dx

((2ax+ bn)2 + dn2)s
−

−(((2aV + bn)2 + dn2)
−s
)
′

x

12
+

+

∞∫

V

(
((2aV + bn)2 + dn2

)−s
)
′′

xx

∞∑

k=1

cos 2πkx

(2πk)2
dx.
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В случае n > V будем иметь

gn(s) =
∑

m>1

1

((2am+ bn)2 + dn2)s
=

=

∞∫

1
2

dx

((2ax+ bn)2 + dn2)s
− (((2aV + bn)2 + dn2)

−s
)
′

x

12
+

+

∞∫

V

(
((2aV + bn)2 + dn2

)−s
)
′′

xx

∞∑

k=1

cos 2πkx

(2πk)2
dx.

Далее просуммируем величину gn(s) по параметру n. Имеем

g(s) =

∞∑

n=1

gn(s) =
∑

n<V

gn(s) +
∑

n>V

gn(s) = G1 +G2.

Оценивая величины G1 и G2, приходим к следующему результату

g(s) =
∑

16m,n6V

1

((a+ bn)2 + dn2)s
+

∫∫

M

dxdy

((2ax+ by)2 + dy2)s
+

+O
(
ta−2σV −2σ + t2V −1−2σd−σ + td

1
2a−2σ−2V −2σ + ta−2σV −1−2σ +

+ td
1
2
−σa−1V −2σ + t2V −1−2σd

1
2
−σa−1 + ta2

(
a + V

√
d
)−2σ

)
.

Учитывая, что σ > 1
2
, d < a2 и t 6 V остаток в полученной формуле можно

преобразовать к виду O

(
ta2
(
a+ V

√
d
)−2σ

)
что и завершает доказательство

теоремы.
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