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Аннотация
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1. Введение

Настоящая работа посвящена оценке решения волнового уравнения в задаче Коши с перио-
дическими начальными условиями. Для нахождения решений уравнения пользуемся методом
разделения переменных, который сводит задачу к решению системы из двух обыкновенных
дифференциальных уравнений. Как известно, для уравнения Гельмгольца существуют только
четыре системы координат, допускающие разделение переменных: декартова 𝑂𝑥𝑦, решения в
которой представляются в виде произведения экспоненциальных функций; полярная (𝑟, 𝜙),
связанная с декартовой соотношениями: 𝑟 > 0, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋 и{︃

𝑥 = 𝑟 cos𝜙,

𝑦 = 𝑟 sin𝜙,

решения уравнения Гельмгольца представляются в виде произведения функции Бесселя и
экспоненциальной функции; параболическая{︃

𝑥 = (𝜉2 − 𝜂2)/2,

𝑦 = 𝜉𝜂,
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решения в которой являются произведением функций параболического цилиндра; и, наконец,
эллиптическая {︃

𝑥 = 𝑑 ch𝛼 cos𝛽,

𝑦 = 𝑑 sh𝛼 sin𝛽,

с решениями, представленными функциями Матье.
Здесь изучаются решения волнового уравнения и уравнения Гельмгольца в декартовой и

полярных системах координат. Мы используем методы работ [1]–[9].
§1. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Преобразование Абеля. Пусть 𝑎𝑠, 𝑏𝑠 — последовательности комплексных чисел,

𝑁,𝑀 — натуральные числа, и пусть при 𝑡 > 𝑀 имеем 𝐴𝑡 =
𝑡∑︀

𝑠=𝑀+1

𝑎𝑠𝑏𝑠. Тогда справедлива

формула
𝑁∑︁

𝑠=𝑀+1

𝑎𝑠𝑏𝑠 = 𝐴𝑁𝑏𝑁 +

𝑁1∑︁
𝑠=𝑀+1

𝐴𝑠(𝑏𝑠 − 𝑏𝑠+1).

Доказательство см., например, [6].
Лемма 2. Оценка тригонометрической суммы. Пусть в промежутке 𝑞 < 𝑥 ≤ 𝑟 функция

𝑓 ′′(𝑥) непрерывна и удовлетворяет условию

𝐴−1 ≤ |𝑓 ′′(𝑥)| ≤ 𝑘𝐴−1,

где 𝑘 — постоянное и 𝐴 ≥ 5𝑘. Пусть далее в том промежутке функция 𝜙(𝑥) монотонна и

подчинена условию 𝜙(𝑥) ≪ 𝐻. Тогда для суммы

𝑆 =
∑︁

𝑞<𝑥≤𝑟

𝜙(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)

справедливо неравенство

𝑆 ≪ 𝐻

(︂
𝑟 − 𝑞√
𝐴

+
√
𝐴+ ln𝑈

)︂
;𝑈 = max{𝑟 − 𝑞, 𝐴}.

Доказательство см., [2], лемма 1, с.14.
§2. Волновое уравнение в декартовых координатах.

Как известно, волновое уравнение в декартовых координатах имеет вид(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝜔2

)︂
Ψ(𝑥, 𝑦) = 0, (1)

где 𝜔 — некоторая положительная постоянная.
Метод разделения переменных для некоторого уравнения в частных производных второго

порядка от 𝑛 переменных представляет собой сведение его к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка в количестве, самое большее 𝑛.

Воспользуемся методом разделения переменных, положив Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦). Из (1) име-
ем

𝑋 ′′𝑌 −𝑋𝑌 ′′ + 𝜔2𝑋𝑌 = 0

или
𝑋 ′′

𝑋
=
𝑌 ′′

𝑌
− 𝜔2 = −𝑘2,

где 𝑘 — константа разделения переменных.
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Отсюда получим эквивалентную систему обыкновенных дифференциальных уравнений{︃
𝑋 ′′(𝑥) + 𝑘2𝑋(𝑥) = 0,

𝑌 ′′(𝑦) + (𝑘2 − 𝜔2)𝑌 (𝑦) = 0.

При 𝑘 ̸= 0 решения 𝑋1 = 𝑋1,𝑘(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 и 𝑋2 = 𝑋2,𝑘(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥 являются базисом решений

первого уравнения, а при 𝑘2 ̸= 𝜔2 решения 𝑌1 = 𝑌1,𝑘(𝑦) = 𝑒𝑖(𝑘
2−𝜔2)1/2𝑦 и 𝑌2 = 𝑌2,𝑘(𝑦) =

𝑒−𝑖(𝑘2−𝜔2)1/2𝑦 — базисом решений второго уравнения. Таким образом при указанных условиях
общее решение имеет вид

Ψ𝑘(𝑥, 𝑦) =

2∑︁
𝑠,𝑡=1

𝐴𝑠,𝑡𝑋𝑠,𝑘(𝑥)𝑌𝑡,𝑘(𝑦),

где 𝐴𝑠,𝑡 = 𝐴𝑠,𝑡(𝑘) — произвольные комплексные постоянные.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1) с начальными условиями

Ψ(𝑥, 0) = 0, Ψ′
𝑦(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (2)

где 𝑓(𝑥) — периодическая функция с периодом 2𝜋 и с ограниченным изменением (ограничен-
ной вариацией).

Будем искать решение задачи Коши (2) в виде ряда

Ψ(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘Ψ𝑘(𝑥, 𝑦) =

2∑︁
𝑠,𝑡=1

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝐴𝑠,𝑡(𝑘)𝑋𝑠,𝑘(𝑥)𝑌𝑡,𝑘(𝑦).

По теореме о единственности представления функции в виде ряда Фурье по первому началь-
ному условию имеем

0 = Ψ(𝑥, 0) =

2∑︁
𝑠,𝑡=1

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝐴𝑠,𝑡(𝑘)𝑋𝑠,𝑘(𝑥) =

=

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘((𝐴1,1(𝑘) +𝐴1,2(𝑘))𝑒
𝑖𝑘𝑥 + (𝐴2,1(𝑘) +𝐴2,2(𝑘))𝑒

−𝑖𝑘𝑥),

𝐴1,1(𝑘) = −𝐴1,2(𝑘), 𝐴2,1(𝑘) = −𝐴2,2(𝑘).

Из второго начального условия с учетом первого находим

𝑓(𝑥) = Ψ′
𝑦(𝑥, 0) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘((𝐴1,1(𝑘)𝑌
′
1,𝑘(0) +𝐴2,1(𝑘)𝑌

′
2,𝑘(0))𝑒

𝑖𝑘𝑥+

+(𝐴2,1(𝑘)𝑌
′
1,𝑘(0) +𝐴2,2(𝑘)𝑌

′
2,𝑘(0))𝑒

−𝑖𝑘𝑥) =

= 2𝑖
∞∑︁
𝑘=1

(𝑘2 − 𝜔2)1/2(𝐴1,1(𝑘)𝑒
𝑖𝑘𝑥 +𝐴2,1(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑥).

Тригонометрические ряды, представляющие функции Ψ′′
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) и Ψ′′

𝑦𝑦(𝑥, 𝑦), очевидно, абсо-
лютно сходятся, если 𝐴1,1(𝑘), 𝐴1,2(𝑘) ≪ 𝑘−3(ln 𝑘)−1−𝜀, 𝜀 > 0 — сколь угодно малая постоянная.

Рассмотрим пример непрерывной 2𝜋-периодической функции

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋

𝑥∫︁
0

𝜌
(︁ 𝑢
2𝜋

)︁
𝑑𝑢, 𝜌(𝑥) = 0, 5− {𝑥},
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где {𝑥} — дробная часть числа. Имеем

𝑓(𝑥) =
𝜋2

6
−

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝑥

𝑘2
.

Следовательно,

𝐴1,1(𝑘) = − 1

4𝑘2
√
𝑘2 − 𝜔2

= −𝐴2,1(𝑘).

Стало быть,

Ψ(𝑥, 𝑦) =
2∑︁

𝑠,𝑡=1

(−1)𝑠+𝑡
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖((−1)𝑠−1𝑥𝑘+(−1)𝑡−1𝑦
√
𝑘2−𝜔2)

4𝑘2
√
𝑘2 − 𝜔2

.

Докажем сходимость рядов Ψ′′
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) и Ψ′′

𝑦𝑦(𝑥, 𝑦), используя критерий Коши. Для этого
при достаточно большом 𝑁 и любом натуральном 𝑝 ≥ 1 достаточно оценить сверху модуль
отрезка ряда вида

𝑆𝑀,𝑝 =

𝑀+𝑝∑︁
𝑘=𝑀+1

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑘),

где 𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑘) = 𝑘𝑥+ 𝑦
√
𝑘2 − 𝜔2, 𝑐𝑘 = 1√

𝑘2−𝜔2
или 𝑐𝑘 =

√
𝑘2−𝜔2

𝑘2
.

Промежуток суммирования (𝑀,𝑀+𝑝] разобьем на промежутки вида 𝑇 < 𝑡 ≤ 𝑇 ′, 𝑇 ≤ 𝑇 ′ ≤
2𝑇, и оценим модуль суммы

𝑆(𝑇 ) =
𝑇 ′∑︁

𝑘=𝑇+1

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑘).

Поскольку 𝑐𝑘 убывают при 𝑘 → ∞, то применяя преобразование Абеля (лемма 1), при
𝑘 > 𝜔 получим

𝑆(𝑇 ) =
𝑇 ′∑︁

𝑘=𝑇+1

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑘) = 𝑐𝑇 ′

𝑇 ′∑︁
𝑘=𝑇+1

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑘)+

+

𝑇 ′−1∑︁
𝑘=𝑇+1

(︃
𝑘∑︁

𝑡=𝑇+1

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑡)

)︃
(𝑐𝑘 − 𝑐𝑘+1).

Отсюда имеем

|𝑆(𝑇 )| ≤ |𝑐𝑇 | max
𝑇<𝑘≤𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑡=𝑇+1

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Пусть в предыдущей формуле максимум тригонометрической суммы достигается при 𝑘 =
𝑇 ′′ ≤ 𝑇 ′. Получим

𝑉 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇 ′′∑︁
𝑡=𝑇

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = max

𝑇<𝑠≤𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑡=𝑇

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥,𝑦;𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Оценим модуль суммы 𝑉. Для этого воспользуемся леммой 2. При 𝑘 > 2𝜔 имеем

𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑘) = 𝑘𝑥±
√︀
𝑘2 − 𝜔2𝑦,

(𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑘))′𝑘 = 𝑥± 𝑘𝑦√
𝑘2 − 𝜔2

, |(𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑘))′𝑘| ≤ |𝑥|+ 2|𝑦|.

(𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑘))′′𝑘𝑘 = ∓ 𝑦𝜔2

(𝑘2 − 𝜔2)3/2
.
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Стало быть, 𝑉 ≪ 𝑇 1/2. Отсюда 𝑀 → ∞ находим

𝑆(𝑇 ) ≪ 𝑇−1/2, 𝑆𝑀,𝑝 ≪𝑀−1/2 → 0.

Таким образом, сходимость рядов Ψ′′
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) и Ψ′′

𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) дает решение Ψ(𝑥, 𝑦) волнового урав-
нения (1), (2).

Более того, сходимость этих рядов в общем случае будет обеспечена для монотонных по-
следовательностей 𝐴1,1(𝑘) и 𝐴1,2(𝑘), убывающих как ≪ 𝑘−5/2(ln 𝑘)−1−𝜀.

§3. Уравнение Гельмгольца в декартовых координатах.

Пусть 𝜔 > 0 — некоторая постоянная. Тогда приведенное волновое уравнение, или уравне-
ние Гельмгольца, в декартовых координатах имеет имеет вид(︂

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝜔2

)︂
Ψ(𝑥, 𝑦) = 0, (3).

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (3) с начальными условиями (2).
Как и раньше, положив Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦). Из (3) находим

𝑋 ′′𝑌 +𝑋𝑌 ′′ + 𝜔2𝑋𝑌 = 0

или
𝑋 ′′

𝑋
= −𝑌

′′

𝑌
− 𝜔2 = −𝑘2,

где 𝑘 — константа разделения переменных.
Отсюда получим эквивалентную систему обыкновенных дифференциальных уравнений{︃

𝑋 ′′(𝑥) + 𝑘2𝑋(𝑥) = 0,

𝑌 ′′(𝑦) + (𝜔2 − 𝑘2)𝑌 (𝑦) = 0.

При 𝑘 ̸= 0 решения 𝑋 = 𝑋1,𝑘(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 и 𝑋 = 𝑋2,𝑘(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥 являются базисом реше-

ний первого уравнения, а при 𝑘2 ̸= 𝜔2 решения 𝑌 = 𝑌1,𝑘(𝑦) = 𝑒𝑖(𝜔
2−𝑘2)1/2𝑦 и 𝑌 = 𝑌2,𝑘(𝑦) =

𝑒−𝑖(𝜔2−𝑘2)1/2𝑦 — базисом решений второго уравнения. Таким образом при указанных условиях
общее решение имеет вид

Ψ𝑘(𝑥, 𝑦) =
2∑︁

𝑠,𝑡=1

𝐴𝑠,𝑡(𝑘)𝑋𝑠,𝑘(𝑥)𝑌𝑡,𝑘(𝑦),

где 𝐴𝑠,𝑡(𝑘) — произвольные комплексные постоянные.
Исследуем решение вида

Ψ(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑒−𝑖𝑘𝑥)𝑒−𝑦

√
𝑘2−𝜔2

задачи (2), (3), где 𝑐𝑘 = − 1
𝑘2
. Оно представляет собой быстросходящийся ряд и его поведение

определяется начальным отрезком ряда.
§4. Уравнение Гельмгольца в полярных координатах.

Запишем уравнение Гельмгольца в полярных координатах{︃
𝑥 = 𝑟 cos𝜙,

𝑦 = 𝑟 sin𝜙,

где 𝑟 > 0, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋.
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Сначала выполним стандартные преобразования дифференциального выражения

𝑉 =
𝜕2Ψ

𝜕2𝑥2
+
𝜕2Ψ

𝜕2𝑦2
.

Имеем {︁
𝑑𝑥 = cos𝜙𝑑𝑟 − 𝑟 sin𝜙𝑑𝜙, 𝑑𝑦 = sin𝜙𝑑𝑟 + 𝑟 cos𝜙𝑑𝜙. (3)

Разрешив последнюю систему уравнений относительно неизвестных 𝑑𝑟 и 𝑑𝜙, получим{︃
𝑑𝑟 = cos𝜙𝑑𝑥+ sin𝜙𝑑𝑦,

𝑟𝑑𝜙 = − sin𝜙𝑑𝑥+ cos𝜙𝑑𝑦.

Отсюда, дифференцируя эти равенства, находим{︃
𝑑2𝑟 = (− sin𝜙𝑑𝑥+ cos𝜙𝑑𝑦) 𝑑𝜙 = 𝑟 𝑑𝜙2,

𝑟𝑑2𝜙 = (sin𝜙𝑑𝑥+ 𝑟 cos𝜙𝑑𝑦) 𝑑𝜙 = −𝑑𝑟 𝑑𝜙.

Следовательно, {︃
𝑑2𝑟 = 𝑟 𝑑𝜙2,

𝑑2𝜙 = −2
𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜙.

Далее преобразуем первый и второй дифференциалы функции Ψ. Имеем⎧⎨⎩𝑑Ψ = 𝜕Ψ
𝜕𝑟 𝑑𝑟 +

𝜕Ψ
𝜕𝜙 𝑑𝜙,

𝑑2Ψ =
(︁

𝜕
𝜕𝑟 𝑑𝑟 +

𝜕
𝜕𝜙 𝑑𝜙

)︁2
Ψ+ 𝜕Ψ

𝜕𝑟 𝑑
2𝑟 + 𝜕Ψ

𝜕𝜙 𝑑
2𝜙.

Приводим второй дифференциал функции Ψ(𝑟, 𝜙) к следующему виду

𝑑2Ψ =
𝜕2Ψ

𝜕𝑟2
𝑑𝑟2 + 2

(︂
𝜕2Ψ

𝜕𝑟𝜕𝜙
− 1

𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑟

)︂
𝑑𝑟𝑑𝜙+

(︂
𝜕2Ψ

𝜕𝜙2
+ 𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑟

)︂
𝑑𝜙2.

Наконец заменим дифференциалы 𝑑𝑟 и 𝑑𝜙 из формулы (3) через 𝑑𝑥 и 𝑑𝑦. Получим

𝑑2Ψ =
𝜕2Ψ

𝜕𝑟2
(cos𝜙𝑑𝑥+ sin𝜙𝑑𝑦)2+

+
2

𝑟

(︂
𝜕2Ψ

𝜕𝑟𝜕𝜙
− 1

𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑟

)︂
(cos𝜙𝑑𝑥+ sin𝜙𝑑𝑦)(− sin𝜙𝑑𝑥+ cos𝜙𝑑𝑦)+

+
1

𝑟2

(︂
𝜕2Ψ

𝜕𝜙2
+ 𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑟

)︂
(− sin𝜙𝑑𝑥+ cos𝜙𝑑𝑦)2.

Отсюда находим
𝑑2Ψ = 𝐴𝑑𝑥2 +𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝐶𝑑𝑦2.

Значит, искомая функция 𝑉 представляется в форме

𝑉 = 𝐴+ 𝐶 =

(︂
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+ 𝜔2

)︂
Ψ(𝑟, 𝜙).

Стало быть, в полярных координатах уравнение Гельмгольца примет вид(︂
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+ 𝜔2

)︂
Ψ(𝑟, 𝜙) = 0. (4)
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Рассмотрим задачу Коши в области 0 < 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, для уравнения (4) с
начальными условиями

Ψ(𝑎, 𝜙) = 0, Ψ′
𝑟(𝑎, 𝜙) = 𝑓(𝜙), (5)

где 𝑓(𝜙) — периодическая функция с периодом 1 и с ограниченным изменением (ограниченной
вариацией).

Далее воспользуемся методом разделения переменных, положив Ψ(𝑟, 𝜙) = 𝑅(𝑟)Φ(𝜙). Из
(2) находим

(𝑟2𝑅′′ + 𝑟𝑅′ + 𝑟2𝜔2)𝑅−1 = −Φ′′Φ−1 = 𝑘2,

где 𝑘 — константа разделения переменных.
Имеем эквивалентную систему обыкновенных дифференциальных уравнений{︃

Φ′′(𝜙) + 𝑘2Φ(𝜙) = 0,

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + (𝑟2𝜔2 − 𝑘2)𝑅(𝑟) = 0.

При 𝑘 ̸= 0 первое уравнение имеет базисные решения Φ(𝜙) = 𝑒±𝑖𝜙, а второе при 𝑘 ≥ 1 —
независимые решения 𝑅(𝑟) = 𝐽𝑘(𝜔𝑟) (функция Бесселя) и 𝑅(𝑟) = 𝑌𝑘(𝜔𝑟) (функция Неймана),
где эти функции 𝑅 = 𝑅𝜈(𝑟), 𝜈 ∈ N, при 𝑟 ̸= 0 удовлетворяет уравнению

𝑑2𝑅

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
+

(︂
𝜔2 − 𝜈2

𝑟2

)︂
𝑅 = 0.

Производя замену функции 𝑅 = 𝑅(𝑟) на функцию 𝑅1 = 𝑅
√
𝑟, получим уравнение

𝑑2𝑅1

𝑑𝑟2
+

(︂
𝜔2 − 𝜈2 − 1/4

𝑟2

)︂
𝑅1 = 0.

Последнее преобразование позволяет исследовать решения Ψ(𝑟, 𝜙) как ряды Фурье.

2. Заключение

Оценки тригонометрических сумм по производным дают удобный и полезный способ иссле-
дования решений уравнений в частных производных. Понижению размерности задачи служит
метод разделения переменных. В частности, это позволяет сводить задачу к системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений.
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