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Аннотация

В статье рассматривается задача дифракции гармонической плоской звуковой волны на
однородном изотропном упругом шаре с непрерывно-неоднородным анизотропным упру-
гим слоем. Полагается, что тело помещено в безграничную идеальную жидкость, законы
неоднородности материала покрытия описываются непрерывными функциями.

Получено аналитическое решение задачи дифракции для случая, когда материал слоя,
покрывающего шар, является радиально-неоднородным и трансверсально-изотропным.

Волновые поля в содержащей среде и однородном изотропном шаре описываются раз-
ложениями по сферическим волновым функциям, а для нахождения поля смещений в
неоднородном анизотропном слое построена краевая задача для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка.

Представлены результаты численных расчетов диаграмм направленности рассеянного
акустического поля в дальней зоне. Показано, что анизотропия непрерывно-неоднородного
упругого слоя может существенно изменять характеристики рассеяния сферических тел.
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Abstract

In paper the problem of diffraction of a harmonic plane sound wave by a homogeneous
isotropic elastic sphere with a continuously inhomogeneous anisotropic elastic layer is consi-
dered. It is believed that the body is placed in an infinite ideal fluid, the laws of heterogeneity
of the coating material are described by continuous functions.

An analytical solution to the diffraction problem is obtained for the case when the material
of the sphere layer is radially inhomogeneous and transversally isotropic.

Wave field in a containing medium and a homogeneous isotropic sphere are described by
expansions in spherical wave functions. A boundary value problem is constructed for a system
of ordinary differential equations of the second order for finding displacement fields in an
inhomogeneous anisotropic layer of sphere.

The results of numerical calculations of directional patterns for scattered acoustic field in
the far zone are presented. It is shown that anisotropy of continuously inhomogeneous elastic
layer one can substantially change the scattering characteristics of spherical bodies.
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1. Введение

Дифракция звука на упругих телах сферической формы, находящихся в безграничной
идеальной жидкости, рассматривалась во многих работах. Дифракция звуковых волн на од-
нородных изотропных упругих сплошных шарах и сферических оболочках изучена, напри-
мер, в работах [1 – 4]. Задача о рассеянии звука неоднородной изотропной упругой сферой
решена в [5]. Исследовано рассеяние плоской звуковой волны однородным [6] и неоднородным
трансверсально-изотропными [7] сферическими слоями, а также неоднородным термоупругим
сферическим слоем [8]. Задача дифракции нестационарной акустической волны на неодно-
родной трансверсально-изотропной полой сфере решена в [9]. В [10 – 13] изучено влияние
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покрытий сферических упругих тел на их звукоотражающие свойства. Решены задачи ди-
фракции плоской [10], сферической [11] и цилиндрической [12] звуковых волн на упругом ша-
ре с радиально-неоднородным изотропным покрытием. Задача дифракции плоской звуковой
волны на упругом шаре с неоднородным покрытием и произвольно расположенной сфериче-
ской полостью рассмотрена в [13]. Моделирование неоднородного покрытия упругого шара с
требуемыми звукоотражающими свойствами проведено в [14]. Решены прямая и обратная за-
дачи дифракции плоской звуковой волны на термоупругом шаре с непрерывно-неоднородным
термоупругим покрытием в теплопроводной жидкости [15]. В [16] показана возможность мо-
делирования непрерывно-неоднородного по толщине покрытия шара системой однородных
упругих слоев.

В настоящей работе рассматривается задача дифракции гармонической плоской звуковой
волны на однородном изотропном упругом шаре с непрерывно-неоднородным трансверсально-
изотропным упругим слоем.

2. Постановка задачи

Рассмотрим однородный изотропный упругий шар радиусом 𝑟0, материал которого ха-
рактеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Шар покрывает радиально-
неоднородный трансверсально-изотропный упругий слой радиуса 𝑟1. Модули упругости 𝜆𝑖𝑗𝑘𝑙
материала слоя описываются дифференцируемыми функциями радиальной координаты 𝑟
сферической системы координат 𝑟, 𝜃, 𝜙, а его плотность 𝜌 — непрерывной функцией коор-
динаты 𝑟. Сферическая система координат выбрана так, что ее начало совпадает с центром
шара и является центром сферической анизотропии слоя. Шар находится в пространстве,
заполненном однородной идеальной жидкостью с плотностью 𝜌1 и скоростью звука 𝑐.

Пусть из внешнего пространства на шар падает плоская гармоническая звуковая волна,
потенциал скорости которой равен

𝜓0 = 𝐴 exp[𝑖(k · r− 𝜔𝑡)],

где 𝐴 — амплитуда волны; k — волновой вектор; r — радиус-вектор; 𝜔 — круговая частота;
𝑡 — время. Без ограничения общности будем полагать, что плоская волна распространяется
в направлении 𝜃 = 0. Тогда k · r = 𝑘𝑟 cos 𝜃, где 𝑘 = 𝜔/𝑐1 — волновое число в окружающей
жидкости. В дальнейшем временную зависимость exp(−𝑖𝜔𝑡) опускаем.

Определим акустическое поле, рассеянное телом, и поля смещений в однородном шаре и
неоднородном трансверсально-изотропном слое.

3. Математическая модель задачи

Ввиду осевой симметрии задачи и свойств упругого материала слоя, возбуждаемые волно-
вые поля вне тела, в однородном шаре и неоднородном анизотропном слое не будут зависеть
от сферической координаты 𝜙.

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-
лебаний описывается уравнением Гельмгольца [17]

Δ𝜓 + 𝑘2𝜓 = 0, (3.1)

где 𝜓 = 𝜓0 + 𝜓𝑠 — потенциал скорости полного акустического поля; 𝜓𝑠 — потенциал скоро-
сти рассеянной волны. При этом скорость частиц v и акустическое давление 𝑝 в жидкости
определяются по формулам:

v = grad𝜓, 𝑝 = 𝑖𝜌1𝜔 𝜓. (3.2)



Дифракция плоской звуковой волны. . . 335

Распространение малых гармонических колебаний в однородной изотропной упругой сре-
де описывается скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца [17] для продольных и
поперечных волн

ΔΨ+ 𝑘2𝑙 Ψ = 0, (3.3)

ΔΦ+ 𝑘2𝜏Φ = 0, (3.4)

где Ψ и Φ — скалярный и векторный потенциалы смещения; 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые
числа продольных и поперечных упругих волн; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости

продольных и поперечных волн соответственно. При этом вектор смещения частиц в упругом
однородном шаре

u(0) = gradΨ + rotΦ. (3.5)

Так как рассматриваемая задача осесимметричная, то Φ = Φ(𝑟, 𝜃)e𝜙, где e𝜙 — единич-
ный вектор оси 𝜙. Тогда векторное уравнение (3.4) сведется к одному скалярному уравнению
относительно функции Φ(𝑟, 𝜃), которое в в сферической системе координат имеет вид

ΔΦ+

(︂
𝑘2𝜏 −

1

𝑟2 sin2 𝜃

)︂
Φ = 0, (3.6)

где

Δ =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
.

Распространение упругих волн в неоднородном анизотропном упругом слое описывается
общими уравнениями движения сплошной среды [18], которые при отсутствии массовых сил
и с учетом временной зависимости exp(−𝑖𝜔𝑡) имеют вид

𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝑟𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑟
(2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝜙𝜙 + 𝜎𝑟𝜃 ctg 𝜃) = −𝜌𝜔2𝑢𝑟,

𝜕𝜎𝑟𝜃
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝜃𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑟
[(𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝜙𝜙) ctg 𝜃 + 3𝜎𝑟𝜃] = −𝜌𝜔2𝑢𝜃,

(3.7)

где 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряжений в слое; 𝑢𝑟 и 𝑢𝜃 — проекции вектора смещения u на
оси сферических координат 𝑟 и 𝜃; 𝜌 = 𝜌(𝑟).

В дальнейшем воспользуемся двухиндексным обозначением модулей упругости 𝜆𝑖𝑘, где
𝑖, 𝑘 = 1, 2, . . . , 6. При этом значениям индексов 1, 2, 3, 4, 5, 6 отвечают соответственно пары
индексов 11, 22, 33, 23, 13, 12.

Для трансверсально-изотропного материала слоя число независимых модулей упругости
равно пяти (𝜆11, 𝜆12, 𝜆22, 𝜆23, 𝜆55). При такой анизотропии поверхностями изотропии являются
концентрические сферические поверхности.

В этом случае обобщенный закон Гука записывается в виде [18]

𝜎𝑟𝑟 = 𝜆11𝜀𝑟𝑟 + 𝜆12(𝜀𝜃𝜃 + 𝜀𝜙𝜙), 𝜎𝑟𝜃 = 2𝜆55𝜀𝑟𝜃,

𝜎𝜃𝜃 = 𝜆12𝜀𝑟𝑟 + 𝜆22𝜀𝜃𝜃 + 𝜆23𝜀𝜙𝜙, 𝜎𝑟𝜙 = 2𝜆55𝜀𝑟𝜙, (3.8)

𝜎𝜙𝜙 = 𝜆12𝜀𝑟𝑟 + 𝜆23𝜀𝜃𝜃 + 𝜆22𝜀𝜙𝜙, 𝜎𝜃𝜙 = 2𝜆44𝜀𝜃𝜙,

где 𝜀𝑘𝑙 — компоненты тензора деформаций; 𝜆44 =
1

2
(𝜆22 − 𝜆23); 𝜆𝑖𝑘 = 𝜆𝑖𝑘(𝑟).

На внешней поверхности слоя 𝑟 = 𝑟1, соприкасающейся с жидкостью, граничные условия
заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц упругой неоднородной анизотропной
среды и жидкости, равенстве на ней нормального напряжения и акустического давления,
отсутствии касательных напряжений

−𝑖𝜔𝑢𝑟 = 𝑣𝑟, 𝜎𝑟𝑟 = −𝑝, 𝜎𝑟𝜃 = 0 при 𝑟 = 𝑟1, (3.9)
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где 𝑣𝑟 = 𝜕𝜓/𝜕𝑟 — нормальная скорость частиц жидкости.
На внутренней поверхности слоя 𝑟 = 𝑟0 должны быть непрерывны составляющие вектора

смещения частиц, а также нормальные и тангенциальные напряжения

𝑢𝑟 = 𝑢(0)𝑟 , 𝑢𝜃 = 𝑢
(0)
𝜃 , 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎(0)𝑟𝑟 , 𝜎𝑟𝜃 = 𝜎

(0)
𝑟𝜃 при 𝑟 = 𝑟0, (3.10)

где 𝑢(0)𝑟 , 𝑢(0)𝜃 и 𝜎(0)𝑖𝑗 — компоненты вектора смещения u(0) и тензора напряжений в однородном
шаре соответственно.

Искомыми величинами являются 𝜓𝑠(𝑟, 𝜃), Ψ(𝑟, 𝜃), Φ(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) и 𝑢𝜃(𝑟, 𝜃). Таким образом,
в математической постановке задача состоит в нахождении решений уравнений (3.1), (3.3),
(3.6), (3.7), удовлетворяющих граничным условиям (3.9) и (3.10).

4. Аналитическое решение задачи

Потенциал скорости падающей плоской волны представим в виде [19]

𝜓0(𝑟, 𝜃) = 𝐴
∞∑︁
𝑛=0

𝑖𝑛(2𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃), (4.1)

где 𝑗𝑛(𝑥) — сферическая функция Бесселя порядка 𝑛, 𝑃𝑛(𝑥) — многочлен Лежандра степени
𝑛.

Учитывая условия излучения на бесконечности, функциюΨ𝑠, являющуюся решением урав-
нения (3.1), будем искать в виде

𝜓𝑠(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛ℎ𝑛(𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃), (4.2)

где ℎ𝑛(𝑥) — сферическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛.
Учитывая условия ограниченности, функции Ψ и Φ будем искать в виде

Ψ(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃), (4.3)

Φ(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟)
𝑑

𝑑𝜃
𝑃𝑛(cos 𝜃). (4.4)

Запишем уравнения распространения упругих волн в неоднородном анизотропном слое
(3.7) через компоненты вектора смещения u. Для этого воспользуемся соотношениями (3.8)
и выражениями компонент тензора деформаций 𝜀𝑖𝑗 через компоненты вектора смещения u в
сферической системе координат [18]

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

, 𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑟

(︂
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑢𝑟

)︂
,

𝜀𝜙𝜙 =
1

𝑟
(𝑢𝑟 + 𝑢𝜃 ctg 𝜃), 𝜀𝑟𝜃 =

1

2

(︂
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜃
− 𝑢𝜃

𝑟
+
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

)︂
.

(4.5)

Получаем

𝜆11
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+

(︂
𝜆′11 +

2

𝑟
𝜆11

)︂
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜆55

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝜃2

+
1

𝑟2
𝜆55 ctg 𝜃

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜃

+
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+

[︂
2

𝑟
𝜆′12 +

2

𝑟2
(𝜆12 − 𝜆22 − 𝜆23) + 𝜌𝜔2

]︂
𝑢𝑟 +

1

𝑟
(𝜆12 + 𝜆55)

𝜕2𝑢𝜃
𝜕𝑟𝜕𝜃

+

+
1

𝑟
(𝜆12 + 𝜆55) ctg 𝜃

𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

+
1

𝑟

[︂
𝜆′12 +

1

𝑟
(𝜆12 − 𝜆22 − 𝜆23 − 𝜆55)

]︂
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+

+
1

𝑟
ctg 𝜃

[︂
𝜆′12 +

1

𝑟
(𝜆12 − 𝜆22 − 𝜆23 − 𝜆55)

]︂
𝑢𝜃 = 0, (4.6)

𝜆55
𝜕2𝑢𝜃
𝜕𝑟2

+
1

𝑟2
𝜆22

𝜕2𝑢𝜃
𝜕𝜃2

+

(︂
𝜆′55 +

2

𝑟
𝜆55

)︂
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜆22 ctg 𝜃

𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+

+
1

𝑟
(𝜆12 + 𝜆55)

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟𝜕𝜃

+
1

𝑟

[︂
𝜆′55 +

1

𝑟
(𝜆22 + 𝜆23 + 2𝜆55)

]︂
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜃
−

−
[︂
1

𝑟
𝜆′55 +

1

𝑟2
(𝜆23 + 2𝜆55 + 𝜆22 ctg

2 𝜃)− 𝜌𝜔2

]︂
𝑢𝜃 = 0.

Штрихи означают дифференцирование по 𝑟.
Функции 𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) и 𝑢𝜃(𝑟, 𝜃) будем искать в виде разложений

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑈1𝑛(𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃), 𝑢𝜃(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑈2𝑛(𝑟)
𝑑

𝑑𝜃
𝑃𝑛(cos 𝜃) (4.7)

Подставим разложения (4.7) в уравнения (4.6). Воспользовавшись уравнением для много-
членов Лежандра [20]

1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃

[︂
sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
𝑃𝑛(cos 𝜃)

]︂
+ 𝑛(𝑛+ 1)𝑃𝑛(cos 𝜃) = 0

и свойством ортогональности сферических гармоник [20], получим для каждого индекса 𝑛
(𝑛 = 0, 1, . . . ) систему линейных однородных обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка относительно неизвестных функций 𝑈1𝑛(𝑟) и 𝑈2𝑛(𝑟)

Â𝑛U
′′
𝑛 + B̂𝑛U

′
𝑛 + Ĉ𝑛U𝑛 = 0, (4.8)

где U𝑛 = (𝑈1𝑛, 𝑈2𝑛)
𝑇 ;

Â𝑛 =

(︂
𝜆11 0
0 𝜆55

)︂
; B̂𝑛 =

⎛⎜⎝ 𝜆′11 +
2

𝑟
𝜆11

1

𝑟
(𝜆12 + 𝜆55)

1

𝑟
(𝜆12 + 𝜆55) 𝜆′55 +

2

𝑟
𝜆55

⎞⎟⎠ ; Ĉ𝑛 =

(︂
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

)︂
,

где

𝑐11 =
1

𝑟2
[︀
2𝑟𝜆′12 + 2(𝜆12 − 𝜆22 − 𝜆23)− 𝑛(𝑛+ 1)𝜆55

]︀
+ 𝜌𝜔2;

𝑐12 = −
𝑛(𝑛+ 1)

𝑟2
(𝑟𝜆′12 + 𝜆12 − 𝜆22 − 𝜆23 − 𝜆55);

𝑐21 =
1

𝑟2
(𝑟𝜆′55 + 𝜆22 + 𝜆23 + 2𝜆55);

𝑐22 =
1

𝑟2
[︀
−𝑟𝜆′55 + 𝜆22 − 𝜆23 − 2𝜆55 − 𝑛(𝑛+ 1)𝜆22

]︀
+ 𝜌𝜔2.

Коэффициенты 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 и 𝐶𝑛 разложений (4.2) – (4.4) подлежат определению из граничных
условий.
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Из первого граничного условия (3.9) находим коэффициенты 𝐴𝑛, выраженные через вели-
чины 𝑈1𝑛(𝑟1)

𝐴𝑛 = −𝐴𝑖
𝑛(2𝑛+ 1)𝑘𝑗′𝑛(𝑘𝑟1) + 𝑖𝜔𝑈1𝑛(𝑟1)

𝑘ℎ′𝑛(𝑘𝑟1)
. (4.9)

Здесь и далее штрихи означают дифференцирование по аргументу.
Из первых двух условий (3.10) найдем коэффициенты 𝐵𝑛 и 𝐶𝑛, выраженные через вели-

чины 𝑈2𝑛(𝑟0)

𝐵𝑛 = [𝑈2𝑛(𝑟0)𝑛(𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟0)− 𝑈1𝑛(𝑟0)
(︀
𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟0) + 𝑘𝜏𝑟0𝑗

′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0)

)︀
]𝑟0𝑞

−1
𝑛 , (4.10)

𝐶𝑛 = [𝑈2𝑛(𝑟0)𝑘𝑙𝑟0𝑗
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟0)− 𝑈1𝑛(𝑟0)𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟0)]𝑟0𝑞

−1
𝑛 , (4.11)

где 𝑞𝑛 = 𝑛(𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟0)𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟0)− 𝑘𝑙𝑟0𝑗′𝑛(𝑘𝑙𝑟0)[𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟0) + 𝑘𝜏𝑟0𝑗
′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0)].

При выводе (4.10) и (4.11) использовались выражения компонент вектора u(0) через функ-
ции Ψ и Φ, полученные из (3.5),

𝑢(0)𝑟 =
𝜕Ψ

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃Φ), 𝑢

(0)
𝜃 =

1

𝑟

[︂
𝜕Ψ

𝜕𝜃
− 𝜕

𝜕𝑟
(𝑟Φ)

]︂
. (4.12)

Из оставшихся неиспользованными граничных условий получаем четыре краевых условия,
которым должно удовлетворять решение системы дифференциальных уравнений (4.8)

(Â𝑛U
′
𝑛 + Ê𝑛U𝑛)𝑟=𝑟1 = D̂𝑛,

(Â𝑛U
′
𝑛 + F̂𝑛U𝑛)𝑟=𝑟0 = 0,

(4.13)

где

Ê𝑛 =

⎛⎜⎝ 2𝜆12
𝑟

+
𝜌1𝜔

2ℎ𝑛(𝑘𝑟)

𝑘ℎ′𝑛(𝑘𝑟)
−𝜆12

𝑟
𝑛(𝑛+ 1)

𝜆55
𝑟

−𝜆55
𝑟

⎞⎟⎠ ;

D̂𝑛 =

(︂
𝐴𝑖𝑛(2𝑛+ 1)𝜌1𝜔

(𝑘𝑟1)2ℎ′𝑛(𝑘𝑟1)
, 0

)︂𝑇

; F̂𝑛 =

(︂
𝑓11 𝑓12
𝑓21 𝑓22

)︂
,

𝑓11 = 2𝜆12𝑟
−1 + [𝑎𝑛𝑏𝑛 + 𝑐𝑛𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟)]𝑞

−1
𝑛 𝑟−1;

𝑓12 = −𝜆12𝑛(𝑛+ 1)𝑟−1 − [𝑏𝑛𝑛(𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟) + 𝑐𝑛𝑘𝑙𝑟𝑗
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟)]𝑞

−1
𝑛 𝑟−1;

𝑓21 = 𝜆55𝑟
−1 + [𝑎𝑛𝑑𝑛 + 𝑒𝑛𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟)]𝑞

−1
𝑛 𝑟;

𝑓22 = −𝜆55𝑟−1 − [𝑑𝑛𝑛(𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟) + 𝑒𝑛𝑘𝑙𝑟𝑗
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟)]𝑞

−1
𝑛 𝑟;

𝑎𝑛 = 𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟) + 𝑘𝜏𝑟𝑗
′
𝑛(𝑘𝜏𝑟);

𝑏𝑛 = (𝜆0 + 2𝜇0)𝑘
2
𝑙 𝑟

2𝑗′′𝑛(𝑘𝑙𝑟) + 2𝜆0𝑘𝑙𝑟𝑗
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟)− 𝜆0𝑛(𝑛+ 1)𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟);

𝑐𝑛 = 2𝜇0𝑛(𝑛+ 1)[𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟)− 𝑘𝜏𝑟𝑗′𝑛(𝑘𝜏𝑟)];
𝑑𝑛 = 2𝜇0[𝑘𝑙𝑗

′
𝑛(𝑘𝑙𝑟)− 𝑟−1𝑗𝑛(𝑘𝑙𝑟)]𝑟

−1;
𝑒𝑛 = 𝜇0[2− 𝑛(𝑛+ 1)]𝑗𝑛(𝑘𝜏𝑟)𝑟

−2 − 𝑘2𝜏 𝑗′′𝑛(𝑘𝜏𝑟).
При выводе (4.13) использовались соотношения между компонентами тензора напряжений

𝜎
(0)
𝑟𝑟 , 𝜎

(0)
𝑟𝜃 и компонентами вектора смещения u(0) [23]

𝜎(0)𝑟𝑟 = (𝜆0 + 2𝜇0)
𝜕𝑢

(0)
𝑟

𝜕𝑟
+
𝜆0
𝑟

(︃
2𝑢(0)𝑟 +

𝜕𝑢
(0)
𝜃

𝜕𝜃
+ 𝑢

(0)
𝜃 ctg 𝜃

)︃
,

𝜎
(0)
𝑟𝜃 = 𝜇0

(︃
1

𝑟

𝜕𝑢
(0)
𝑟

𝜕𝜃
− 𝑢𝜃

𝑟
+
𝜕𝑢

(0)
𝜃

𝜕𝑟

)︃
,
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соотношения (3.8), (4.5), (4.12), а также выражение для вронскиана [20]

𝑗𝑛(𝑥)ℎ
′
𝑛(𝑥)− 𝑗′𝑛(𝑥)ℎ𝑛(𝑥) = 𝑖/𝑥2.

Коэффициенты 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 и 𝐶𝑛 могут быть вычислены лишь после решения краевой зада-
чи (4.8), (4.13), то есть после определения поля смещений в неоднородном трансверсально-
изотропном слое. Решение краевой задачи может быть найдено различными методами (на-
пример, [7, 8]).

В результате получаем аналитическое описание акустического поля, рассеянного шаром с
неоднородным трансверсально-изотропным слоем в виде (4.2).

Заметим, что для получения решения задачи в случае изотропного упругого слоя следует
положить

𝜆11 = 𝜆22 = 𝜆+ 2𝜇, 𝜆12 = 𝜆23 = 𝜆, 𝜆55 = 𝜇,

где 𝜆 и 𝜇 — коэффициенты Ламе изотропной среды.
Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. Используя асимптотическое представление

сферических функций Ганкеля при больших значениях аргумента [20]

ℎ𝑛(𝑘𝑟) ≃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑘𝑟
(𝑘𝑟 ≫ 1),

получаем из (4.2) выражение для потенциала скорости рассеянной звуковой волны

Ψ𝑠 =
𝑟0
2𝑟

exp(𝑖𝑘𝑟)𝐹 (𝜃),

где

𝐹 (𝜃) =
2

𝑘𝑟0

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑖)𝑛+1𝐴𝑛𝑃𝑛(cos 𝜃)

5. Численные исследования

Были проведены расчеты амплитуды рассеяния |𝐹 (𝜃)| для однородного изотропного сталь-
ного шара (𝜌0 = 7, 7 ·103 кг/м3, 𝜆0 = 5, 3 ·1010 Н/м2, 𝜇0 = 2, 6 ·1010 Н/м2) с волновым размером
𝑘𝑟0 = 7. Полагалось, что тело помещено в воду (𝜌1 = 103 кг/м3, 𝑐 = 1485 м/с), амплитуда
падающей волны 𝐴 = 1, а отношение внешнего радиуса 𝑟1 трансверсально-изотропного сфе-
рического слоя к внутреннему 𝑟0 равно 1.4.

Краевая задача (4.8), (4.13) решена методом сведения ее к задачам с начальными услови-
ями (например, [7, 10, 12]). При расчетах суммирование членов ряда (4.2) проводилось по 𝑛
до 𝑛 = 10𝑘𝑟0 .

Рассматривались два типа анизотропных материалов слоя, изотропной базой которых
является алюминий (𝜌 = 2, 7 · 103 кг/м3, 𝜆11 = 10, 5 · 1010 Н/м2, 𝜆12 = 5, 3 · 1010 Н/м2,
𝜆22 = 10, 5 · 1010 Н/м2, 𝜆23 = 5, 3 · 1010 Н/м2, 𝜆55 = 2, 6 · 1010 Н/м2).

Были выбраны следующие средние значения модулей упругости выбранных неоднородных
анизотропных материалов:

тип 1 — 𝜆11 = 5, 74 · 1010 Н/м2, 𝜆12 = 3, 28 · 1010Н/м2, 𝜆22 = 16, 4 · 1010 Н/м2, 𝜆23 = 5, 3 · 1010
Н/м2, 𝜆55 = 2, 54 · 1010 Н/м2.

тип 2 — 𝜆11 = 16, 4 · 1010 Н/м2, 𝜆12 = 0, 82 · 1010Н/м2, 𝜆22 = 5, 74 · 1010 Н/м2, 𝜆23 = 5, 3 · 1010
Н/м2, 𝜆55 = 2, 95 · 1010 Н/м2.

Упругие характеристики трансверсально-изотропных материалов типов 1 и 2 таковы, что
максимум фазовой скорости квазипродольных волн 𝑣𝑙 в материале типа 1 достигается в на-
правлении касательной к поверхности изотропии, а в материале типа 2 — в радиальном на-
правлении. Причем максимальные (и минимальные) значения фазовых скоростей квазипро-
дольных волн для материалов 1 и 2 совпадают, а отношение 𝑣𝑙max/𝑣𝑙min ≈ 1, 7.
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Расчеты проводились для неоднородного покрытия, механические характеристики кото-
рого менялись по толщине слоя по закону

𝜌 = 𝜌𝑓(𝑟), 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑗𝑓(𝑟), 𝑓(𝑟) = 1 + 4

(︂
𝑟 − 𝑟0
𝑟1 − 𝑟0

)︂2

.

На рисунке представлены диаграммы направленности рассеянного поля в дальней зоне.
На лучах диаграмм отложены значения безразмерной амплитуды рассеяния |𝐹 |, вычисленной
для соответствующих значений угла 𝜃 (0∘ ⩽ 𝜃 ⩽ 180∘). Сплошная линия соответствует неодно-
родному изотропному слою, пунктирная и штриховая линии — неоднородным трансверсально-
изотропным слоям типа 1 и 2 соответственно. Стрелкой показано направление распростране-
ния падающей плоской волны.

Рис. 1: Диаграммы направленности

Как показывают расчеты, анизотропия слоя, покрывающего шар существенно влияет на
характер рассеяния звука.

6. Заключение

В настоящей работе получено аналитическое решение задачи дифракции плоской звуко-
вой волны на упругом шаре с неоднородным трансверсально-изотропным слоем, позволяю-
щее исследовать влияние материала покрытия с разными видами неоднородности и типами
анизотропии на звукоотражающие характеристики тела при различных значениях волново-
го размера шара. На основе решения прямой задачи можно рассмотреть обратную задачу
об определении законов неоднородности материала слоя, позволяющих получить требуемые
звукоотражающие свойства сферического тела в заданных диапазонах частот и секторах на-
блюдения.
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