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Аннотация
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1. Введение

Настоящая статья посвящена светлой памяти академика И.М.Виноградова (14.09.1891 –
20.03.1983) и была подготовлена к 130-летию со дня его рождения [35]-[37].

Рациональные тригонометрические суммы вида

𝑆 = 𝑆(𝑞; 𝑓(𝑥)) =

𝑞∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑥)
𝑞 ,

где 𝑞 ≥ 1, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑎1𝑥, (𝑎𝑛, . . . , 𝑎1, 𝑞) = 1, сами по себе имеют ярко выраженный

“алгебраический” аспект, поскольку тесно связаны с кольцом вычетов по модулю 𝑞.
Первым примером такого рода взаимосвязи явились суммы Гаусса [25]

𝑞∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖𝑥

2

𝑞 =
1 + 𝑖−𝑞

1 + 𝑖−1

√
𝑞.

В 1940 г. Хуа Ло-кен нашел неулучшаемую оценку [29]

𝑆(𝑞; 𝑓(𝑥))≪𝑛 𝑞
1− 1

𝑛
+𝜀,
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где 𝜀 > 0 — сколь угодно малая постоянная. В дальнейшем, Хуа Ло-кен, В.И.Нечаев в этой
оценке убрали величину 𝜀, другие уточнения были получены С. Б. Стечкиным и Чен Джин-
руном.

В 1942 г. Хуа Л. К. и С. Х. Мин обобщили этот результат на случай многочленов от двух
переменных, которые не приводятся к многочлену степени 𝑘 от одной переменной, доказав,
что

𝑝∑︁
𝑥=1

𝑝∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑥,𝑦)
𝑝 ≪ 𝑝2−

2
𝑛 ,

где 𝑝 — простое число и

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛∑︁
𝑚=0

1≤𝑘+𝑚≤𝑛

𝑎𝑘,𝑚𝑥
𝑘𝑦𝑚

многочлен с коэффициентами простыми в совокупности с 𝑝. Существенно новые оценки для
полных сумм по простому модулю с многочленом от одной и нескольких переменных бы-
ли получены А.Вейлем и П.Делинем. Элементарный метод оценки таких сумм был развит
А. Г. Постниковым, С. А. Степановым, Н. М. Коробовым, Д. А. Митькиным и др.

Неулучшаемые оценки полных кратных рациональных тригонометрических сумм в 1976
г. были получены автором статьи [32],[33]. Они имеют вид

𝑆 = 𝑆(𝑞; 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟)) =

𝑞∑︁
𝑥1=1

· · ·
𝑞∑︁

𝑥𝑟=1

𝑒
2𝜋

𝑓(𝑥1,...,𝑥𝑟)
𝑞 ≪𝑟,𝑛 𝑞

𝑟− 1
𝑛 (𝜏(𝑞))𝑟−1,

где постоянная в знаке ≪𝑟,𝑛 зависит от 𝑟 и 𝑛,

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =

𝑛∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁

𝑡𝑟=0

𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 , 𝑎(0, . . . , 0) = 0,

и коэффициенты 𝑎(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) просты в совокупности с 𝑞.
Мощному развитию методов исследования рациональных тригонометрических сумм послу-

жило создание и систематическое изучение “метода круга” Харди – Литтлвуда – Рамануджана
[26]–[28] в аддитивной теории чисел и, в первую очередь, в проблеме Варинга о представле-
нии натуральных чисел в виде суммы ограниченного числа степеней неотрицательных целых
чисел. Существенным звеном в их исследованиях по проблеме Варинга играют оценки сумм
Г.Вейля, найденные им в 1916 г. в работе о равномерном распределении последовательностей
по модулю единица. В 1934 г. И. М. Виноградов принципиально усилил результат Харди –
Литтлвуда, создав новый мощный метод в аналитической теории чисел [1]–[24].

В частности, в 1952 г. Хуа Ло-кен [29] доказал, что особый ряд

𝜎 = 𝜎(𝑘) =

+∞∑︁
𝑞1=1

· · ·
+∞∑︁
𝑞𝑛=1

𝑞1∑︁
ℎ1=1

(ℎ1,𝑞1)=1

. . .

𝑞𝑛∑︁
ℎ𝑛=1

(ℎ𝑛,𝑞𝑛)=1

1×

×
⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑞1 . . . 𝑞𝑛)−1

𝑞1...𝑞𝑛∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖(ℎ𝑛

𝑞𝑛
𝑥𝑛+···+ℎ1

𝑞1
𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑘

сходится при 2𝑘 > 𝑛(𝑛+1)
2 + 2 и расходится при 2𝑘 ≤ 𝑛(𝑛+1)

2 + 2. Ряд 𝜎 отвечает за “арифме-
тическую природу” в главном члене асимптотической формулы для числа решений системы
уравнений ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑘 = 𝑦1 + · · ·+ 𝑦𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 ,
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в натуральных числах, не превосходящих любой наперед заданной границы.
В 1978 г. Г. И. Архипов, А. А. Карацуба и В. Н. Чубариков [32], [33] доказали, что при

1 ≤ 𝑙 ≤ · · · ≤ 𝑛, 𝑙 + · · ·+ 𝑛 < 𝑛(𝑛+1)
2 для “выщербленной системы” уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑙1 + · · ·+ 𝑥𝑙𝑘 = 𝑦𝑙1 + · · ·+ 𝑦𝑙𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 ,

в натуральных числах, не превосходящих любой наперед заданной границы, особый ряд

𝜎′ = 𝜎′(𝑘) =
+∞∑︁
𝑞𝑙=1

· · ·
+∞∑︁
𝑞𝑛=1

𝑞𝑙∑︁
ℎ𝑙=1

(ℎ𝑙,𝑞𝑙)=1

. . .

𝑞𝑛∑︁
ℎ𝑛=1

(ℎ𝑛,𝑞𝑛)=1

1×

×
⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑞𝑙 . . . 𝑞𝑛)−1

𝑞𝑙...𝑞𝑛∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖(ℎ𝑛

𝑞𝑛
𝑥𝑛+···+ℎ𝑙

𝑞𝑙
𝑥𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑘

;

сходится при 2𝑘 > 𝑙 + · · ·+ 𝑛+ 1 и расходится при 2𝑘 ≤ 𝑙 + · · ·+ 𝑛+ 1.
Весьма полезной в аддитивной теории чисел оказалась формула Хуа Ло-кена [29] при 𝑃 < 𝑞

для неполных рациональных тригонометрических сумм вида

𝑃∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖ℎ𝑥

𝑛

𝑞 =
𝑃

𝑞

𝑞∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖ℎ𝑥

𝑛

𝑞 + (𝑞
1
2
+𝜀),

где (ℎ, 𝑞) = 1 и 𝜀 > 0 — сколь угодно малая постоянная.
Формула Постникова [31] позволяет свести оценку сумм характеров Дирихле к рацио-

нальным тригонометрическим суммам. Пусть 𝑝 ≥ 3 — простое число, 𝑛,𝑚 и 𝑠 — натуральные
числа, 𝑠 < 𝑛, 𝑛−𝑠 ≤ 𝑠𝑚 < 𝑛+𝑠−1 и ind 𝜈 — индекс вычета 𝜈 по модулю 𝑝𝑛. Тогда справедлива
формула

ind (1 + 𝑝𝑠𝑢)

𝑝− 1
≡ 𝑎1𝑝𝑠𝑢+

1

2
𝑎2(𝑝

𝑠𝑢)2 + · · ·+ 1

𝑚
𝑎𝑚(𝑝𝑠𝑢)𝑚 (mod 𝑝𝑛−1),

где (𝑎𝑘, 𝑝) = 1, 𝑘 = 𝑘1𝑝
𝛼𝑘 , (𝑘1, 𝑝) = 1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, и 1

𝑘 = 𝑝−𝛼𝑘𝑘1, 𝑘1𝑘1 ≡ 1 (mod 𝑝𝑛−1).
В настоящей работе продолжены исследования Хуа Ло-кена [29],[30] по оценкам рацио-

нальных тригонометрических сумм и сумм характеров Дирихле в алгебраических числовых
полях.

2. Полиномиальные сравнения по модулю идеала в кольце целых

алгебраического числового поля

Пусть 𝑘, 𝑛 — натуральные числа. Рассмотрим поле алгебраических чисел K степени 𝑛 над

полем рациональных чисел Q. Пусть tr(𝛼) = 𝛼(1) + · · · + 𝛼(𝑛) ∈ Q, 𝑁(𝛼) =
𝑛∏︀

𝑠=1
𝛼(𝑠) — след и

норма элемента 𝛼 ∈ K и 𝛼(𝑠), 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, — его сопряжённые. Обозначим через J кольцо целых
поля K.

Система a чисел поля K называется идеалом, если
1) для любых чисел 𝛼, 𝛽 ∈ a и для любых целых 𝜆, 𝜇 ∈ J имеем 𝜆𝛼+ 𝜇𝛽 ∈ a;
2) существует целое 𝜈 такое, что для любого 𝛼 ∈ a число 𝜈𝛼 ∈ J является целым.

Идеалы, содержащие только целые числа, называются целыми, все остальные идеалы на-
зываются дробными.
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Пусть задан дробный идеал f и целый идеал b.Очевидно, f |fb. Разобьем множество элемен-
тов идеала f на классы вычетов, отвечающие модулю fb. Число различных классов вычетов
будет равно норме 𝑁(b) идеала b. В каждом классе возьмем один элемент. Множество всех
таких элементов образует полную систему вычетов идеала f по модулю идеала fb.

Пусть далее идеал 𝛿 обозначает дифференту поля K над Q, и пусть 𝐷 — дискриминант
поля K, так что норма 𝑁(𝛿) = 𝐷, причём

𝛿−1 = {𝜌 ∈ K | ∀𝛼 ∈ K имеем tr(𝜌𝛼) ∈ Z} ,

т.е.
𝐸(𝜌𝛼) = 𝑒2𝜋𝑖 tr(𝜌𝛼) = 1.

Заметим, что для квадратичного поля K = Q(
√
𝑑) при 𝑑 ≡ 1 (mod 4) базис кольца целых

J ⊂ K имеет вид {1, 12(1+
√
𝑑)}, дифферента

√
𝑑J, дискриминант 𝐷 = 𝑑; а при 𝑑 ≡ 2, 3 (mod 4)

базис представляет собой {1,
√
𝑑}, дифферента равна 2

√
𝑑J и дискриминант равен 𝐷 = 4𝑑.

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения, доказательства которых по
существу повторяют вывод соотетствующих утверждений из [32], [33].

Лемма 1. Пусть a = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) — целый идеал в поле K, и пусть ℘ — простой идеал,
причём ℘̸ |a. Тогда число решений сравнения

𝑓(𝜉) = 𝛼𝑚𝜉
𝑚 + · · ·+ 𝛼1𝜉 + 𝛼0 ≡ 0 (mod ℘)

с учётом кратности, не превосходит 𝑚.

Лемма 2. Пусть ℘ — простой идеал, и пусть 𝑓(𝑥) — многочлен с целыми коэффициен-
тами по модулю ℘. Пусть, далее, 𝑥 = 𝑎 — корень кратности 𝑚 сравнения 𝑓(𝑥) ≡ 0 (mod ℘).
Пусть, наконец, 𝜆 — целое число, делящееся на ℘, но не делящееся на ℘2, и пусть 𝑣 будет
наибольшее целое такое, что ℘𝑣 делит все коэффициенты многочлена

𝑓(𝜆𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑎).

Положим
ℎ(𝑥) ≡ 𝜆−𝑣(𝑓(𝜆𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑎)) (mod ℘).

Тогда 𝑣 ≤ 𝑚 и число решений сравнения ℎ(𝑥) ≡ 0 (mod ℘) не превосходит 𝑚.

3. Полные рациональные тригонометрические суммы от много-

члена над алгебраическим полем

Положим
exp(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑒(𝑥) = exp(2𝜋𝑖𝑥), 𝐸(𝛼) = 𝑒(tr(𝛼)).

Наконец, пусть задан дробный идеал a = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘}, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ K. Тогда найдутся един-
ственные целые взаимно простые идеалы r и q такие, что

a𝛿 =
r

q
.

Для данного идеала a = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} определим многочлен 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑥+ · · ·+ 𝛼𝑘𝑥
𝑘 степени 𝑘

с коэффициентами из поля K и полную рациональную тригонометрическую сумму

𝑆(𝑓(𝑥),q) =
∑︁
𝑥(q)

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝑓(𝑥)) =
∑︁
𝑥(q)

𝐸(𝑓(𝑥)),

где вычет 𝑥 = 𝑥(q) пробегает полную систему вычетов по модулю идеала q.
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Лемма 3. Пусть q — целый идеал, 𝛼 ∈ J — целое число, и пусть 𝜉 ∈ J пробегает полную
систему вычетов (q𝛿)−1 по модулю 𝛿−1. Тогда

∑︁
𝜉

𝐸(𝛼𝜉) =
∑︁
𝜉

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝛼𝜉) =

{︃
𝑁(q), если q|𝛼,
0, если q̸ |𝛼.

Доказательство. см., например, [34], Lemma 2.5, p.16-17.

Лемма 4. Пусть a,q,q1,q2 — целые идеалы,

q = q1q2, (q1,q2) = 1,a = {𝛼𝑘, . . . , 𝛼1},

𝑓(𝜉) = 𝛼𝑘𝜉
𝑘 + · · ·+ 𝛼1𝜉,aq𝛿 = r, (r,q) = 1.

Тогда найдутся многочлены

𝑓𝑠(𝜉) = 𝛼𝑠,𝑘𝜉
𝑘 + · · ·+ 𝛼𝑠,1𝜉,as = {𝛼𝑠,𝑘, . . . , 𝛼𝑠,1}, 𝑠 = 1, 2,

степени 𝑘, с идеалами a1q1𝛿 = r1,a2q2𝛿 = r2, взаимно простыми соответственно с q1 и
q2, такие, что

𝑆(𝑓(𝜉),q) = 𝑆(𝑓1(𝜉),q1)𝑆(𝑓2(𝜉),q2)

Доказательство. см. [34], Lemma 2.4, p.16.
Пусть a = {𝛼𝑘, . . . , 𝛼1} — дробный идеал и a𝛿 = r/℘𝑙, (r, ℘) = 1.
Рассмотрим полную тригонометрическую сумму от многочлена

𝑓(𝑥) = 𝛼𝑘𝑥
𝑘 + 𝛼𝑘−1𝑥

𝑘−1 + · · ·+ 𝛼2𝑥
2 + 𝛼1𝑥, 𝛼𝑘, . . . , 𝛼1 ∈ K,

по модулю ℘𝑙 вида
𝑆(𝑓(𝑥), ℘𝑙) =

∑︁
𝑥(℘𝑙)

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝑓(𝑥)),

где ℘ — простой идеал, 𝑙 ≥ 1 — натуральное число и 𝑥 = 𝑥(℘) пробегает полную систему
вычетов по модулю ℘𝑙.

Обозначим через b идеал

b = {𝑘𝛼𝑘, (𝑘 − 1)𝛼𝑘−1, . . . , 2𝛼2, 𝛼1}.

Имеем, что a | b. Пусть, как и раньше, 𝑡 обозначает наивысшую степень идеала ℘, делящую
ba−1.

Рассмотрим сначала случай 𝑙 ≥ 2(𝑡+1). Каждый вычет 𝑥 = 𝑥(℘𝑙) единственным способом
представим в виде

𝑥 = 𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧,

где 𝑦 = 𝑦(℘𝑙−𝑡−1) и 𝑧 = 𝑧(℘𝑡+1) — некоторые вычеты из соответствующих полных систем
вычетов по модулям ℘𝑙−𝑡−1 и ℘𝑡+1.

Пусть теперь 𝜈 = 𝜈(℘) пробегает полную систему вычетов по модулю ℘. Тогда имеем

𝑆(𝑓, ℘𝑙) =
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝑓(𝑦+℘𝑙−𝑡−1𝑧)) =
∑︁
𝜈(℘)

𝑆𝜈(℘),

где
𝑆𝜈 =

∑︁
𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝑓(𝑦+℘𝑙−𝑡−1𝑧)).
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Используя разложение многочлена 𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧) по формуле Тейлора, получим

𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧) =

𝑘∑︁
𝑠=0

𝑓 𝑠(𝑦)

𝑠!

(︁
℘𝑙−𝑡−1𝑧

)︁𝑙−𝑠
≡

≡ 𝑓(𝑦) + ℘𝑙−𝑡−1𝑧𝑓 ′(𝑦) (mod ℘𝑙−𝑡).

Лемма 5. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡‖b, 𝑙 ≥ 2𝑡+2,
и пусть, также, 𝜈 не является корнем сравнения ℘𝑙−𝑡𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod ℘). Тогда

𝑆𝜈 = 0.

Доказательство. Имеем

𝑆𝜈 =
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝑒2𝜋𝑖 tr(𝑓(𝑦)+℘𝑙−𝑡−1𝑧𝑓 ′(𝑦)).

Отсюда, применяя лемму 1 к внутренней сумме, находим∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝑒2𝜋𝑖 tr(℘
𝑙−𝑡𝑓 ′(𝜈)℘−1𝑧) = 0.

Стало быть, 𝑆𝜈 = 0. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡‖b, 𝑙 ≥ 2𝑡+2,
и пусть, также, 𝜈 является корнем сравнения

℘𝑙−𝑡𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod ℘). (1)

Пусть, далее, показатель 𝑢 = 𝑢(𝜈) определяется из соотношений

𝑓(℘𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = ℘𝑢𝑓1(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑠=1

𝑎1,𝑠𝑦
𝑠, a1 = {𝑎1,𝑛, . . . , 𝑎1,1}, ℘ ̸ |a1.

Тогда
𝑆(𝑓 ;℘𝑙) =

∑︁
𝜈

′
𝑁(℘𝑢−1)𝐸(𝑓(𝜈))𝑆(𝑓1;℘

𝑙−𝑢),

где штрих в знаке суммирования по 𝜈 означает, что вычеты 𝜈 пробегают решения сравнения
(1) из полной системы вычетов по модулю ℘.

Доказательство. Положим

𝑓(𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = 𝑓(𝑦) =
𝑘∑︁

𝑠=0

𝑎̃𝑠𝑦
𝑠,

где коэффициенты многочлена 𝑓(𝑦) определяютя соотношениями

𝑎̃𝑛 = 𝑎𝑛,

𝑎̃𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 +

(︂
𝑛

1

)︂
𝑎𝑛𝜈,

. . . . . . . . . . . .

𝑎̃𝑠 = 𝑎𝑠 +

(︂
𝑠+ 1

𝑠

)︂
𝑎𝑠+1𝜈 + · · ·+

(︂
𝑛

𝑠

)︂
𝑎𝑛𝜈

𝑛−𝑠,
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. . . . . . . . . . . .

𝑎̃1 = 𝑎1 +

(︂
2

1

)︂
𝑎2𝜈 + · · ·+

(︂
𝑛

1

)︂
𝑎𝑛𝜈

𝑛−1.

Отсюда находим ℘𝑡‖{𝑛𝑎̃𝑛, (𝑛− 1)𝑎̃𝑛−1, . . . , 2𝑎̃2, 𝑎̃1}.
Определим показатель 𝑢 = 𝑢(𝜈) из соотношений делимости идеалов

℘𝑢‖{℘𝑛𝑎̃𝑛, ℘
𝑛−1(𝑛− 1)𝑎̃𝑛−1 . . . , ℘

2𝑎̃2, ℘𝑎̃1}.

Далее по условию леммы имеем

𝑓(℘𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = ℘𝑢𝑓1(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑠=1

𝑎1,𝑠𝑦
𝑠, a1 = {𝑎1,𝑛, . . . , 𝑎1,1}, ℘ ̸ |a1.

Следовательно,
𝑆𝜈 = 𝑆𝜈(𝑓 ;℘

𝑙) =
∑︁
𝑥(℘𝑙)

𝑥≡𝜈 (mod ℘)

𝐸(𝑓(𝑥)) =

=
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

𝐸(𝑓(𝑦))
∑︁

𝑧(℘𝑡+1)

𝐸(𝑓(𝑦 + 𝑧℘𝑙−𝑡−1)− 𝑓(𝑦)) =

=
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

𝐸(𝑓(𝑦))
∑︁

𝑧(℘𝑡+1)

𝐸(℘𝑙−𝑡−1𝑓 ′(𝑦)𝑧) = 𝑁(℘𝑡+1)
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

𝐸(𝑓(𝑦)) =

= 𝑁(℘𝑡+1)𝐸(𝑓(𝜈))
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−2)

𝐸(𝑓(𝑦℘+ 𝜈)− 𝑓(𝜈)) =

= 𝑁(℘𝑡+1)𝐸(𝑓(𝜈))
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−2)

𝐸(℘𝑢𝑓1(𝑦)) = 𝑁(℘𝑢−1)𝐸(𝑓(𝜈))𝑆(𝑓1;℘
𝑙−𝑢).

Лемма доказана.
Положим

𝑓0(𝑥) = 𝑓(𝑥) =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑥
𝑘,a0 = {𝑎𝑘, . . . , 𝑎1},b0 = {𝑘𝑎𝑘, . . . , 2𝑎2, 𝑎1}.

Определим показатель 𝑡0 из условия ℘𝑡0‖b0. Пусть вычеты 𝑥 = 𝜈0,𝑞 из полной системы вычетов
по модулю ℘ пробегают все решения сравнения

℘𝑙−𝑡0𝑓 ′0(𝑥) ≡ 0 (mod ℘).

Их количество не превосходит степени 𝑘 многочлена 𝑓0(𝑥). Для каждого корня 𝜈0,𝑞 определим
показатель 𝑢 = 𝑢0,𝑞 из соотношений

𝑓0(℘𝑦 + 𝜈0,𝑞)− 𝑓0(𝜈0,𝑞) = ℘𝑢𝑓1(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑟=1

𝑎1,𝑟𝑦
𝑟,

a1 = {𝑎1,𝑘, . . . , 𝑎1,1}, ℘ ̸ |a1, 𝑙1 = 𝑙 − 𝑢.
Пусть определены многочлены 𝑓0(𝑥), . . . , 𝑓𝑠−1(𝑥), 𝑠 ≥ 1 и соответствующие им корни 𝜈𝑟,𝑞, 0 ≤
𝑟 ≤ 𝑠− 1, и показатели 𝑢 = 𝑢𝑟,𝑞.
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Имеем

𝑓𝑠−1(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑎𝑠−1,𝑘𝑥
𝑘,as−1 = {𝑎𝑠−1,𝑘, . . . , 𝑎𝑠−1,1},bs−1 = {𝑘𝑎𝑠−1,𝑘, . . . , 2𝑎𝑠−1,2, 𝑎𝑠−1,1}.

Показатель 𝑡𝑠−1 задается условием ℘𝑡𝑠−1‖bs−1. Вычеты 𝑥 = 𝜈𝑠−1,𝑞 из полной системы вычетов
по модулю ℘ пробегают все решения сравнения

℘𝑙𝑠−1−𝑡𝑠−1𝑓 ′𝑠−1(𝑥) ≡ 0 (mod ℘).

Для каждого корня 𝜈𝑠−1,𝑞 определим показатель 𝑢 = 𝑢𝑠,𝑞 из соотношений

𝑓𝑠−1(℘𝑦 + 𝜈𝑠−1,𝑞)− 𝑓𝑠−1(𝜈𝑠−1,𝑞) = ℘𝑢𝑓𝑠(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑟=1

𝑎𝑠,𝑟𝑦
𝑟,

as = {𝑎𝑠,𝑘, . . . , 𝑎𝑠,1}, ℘ ̸ |as.
Для каждого набора корней 𝜈0,𝑞0 , 𝜈1,𝑞1 , . . . , 𝜈ℎ,𝑞ℎ находим набор показателей

{𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢ℎ} = {𝑢0,𝑞0 , 𝑢1,𝑞1 , . . . , 𝑢ℎ,𝑞ℎ},

где длина набора ℎ определяется неравенствами

𝑙 − 𝑢0 − 𝑢1 − · · · − 𝑢ℎ−1 > 2𝑤 + 1, 𝑙 − 𝑢0 − 𝑢1 − · · · − 𝑢ℎ ≤ 2𝑤 + 1,

причем 𝑤 находится как максимум показателей 𝑣 таких, что ℘𝑣‖𝑚 по всем 𝑚 ≤ 𝑘. Отсюда, в
частности, следует, что 𝑡0 ≤ 𝑤.

Лемма 7. Количество наборов показателей {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢ℎ} = {𝑢0,𝑞0 , 𝑢1,𝑞1 , . . . , 𝑢ℎ,𝑞ℎ} не
превосходит степени 𝑘 многочлена 𝑓(𝑥).

Доказательство. аналогично [32],[33], гл. II.

Лемма 8. Имеем
𝑘 ≥ 𝑢0 ≥ 𝑢1 ≥ · · · ≥ 𝑢ℎ ≥ 2.

Доказательство. аналогично [32],[33], гл. II.
Из этих вспомогательных утверждений получим следующий результат.

Теорема 1. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈𝑠 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡𝑠‖bs, 𝑙 ≥
2𝑡𝑠 + 2, и пусть, также, 𝜈𝑠 является корнем сравнения

℘𝑙𝑠−𝑡𝑠𝑓 ′(𝜈𝑠) ≡ 0 (mod ℘). (2)

Пусть, далее, показатель 𝑢𝑠 = 𝑢𝑠(𝜈𝑠) определяется из соотношений

𝑓𝑠−1(℘𝑦 + 𝜈𝑠)− 𝑓𝑠−1(𝜈𝑠) = ℘𝑢𝑠𝑓𝑠(𝑦) = ℘𝑢𝑠

𝑘∑︁
𝑟=1

𝑎𝑠,𝑟𝑦
𝑟,

as = {𝑎𝑠,𝑘, . . . , 𝑎𝑠,1}, ℘ ̸ |as.
Тогда

𝑆(𝑓 ;℘𝑙) =
∑︁

𝜈1,...,𝜈𝑠

′
𝑁(℘𝑢1+···+𝑢𝑠−𝑠)𝐸(𝑓(𝜈1) + · · ·+ ℘𝑢1+···+𝑢𝑠𝑓𝑠(𝜈𝑠))×

×𝑆(𝑓𝑠;℘𝑙−𝑢1−···−𝑢𝑠),

где штрих в знаке суммирования по 𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 означает, что вычеты 𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 пробегают
решения сравнения (2) из полной системы вычетов по модулю ℘.
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4. Характеры Дирихле по модулю, равному степени простого

идеала, в алгебраическом поле

Пусть 𝑙 — натуральное число, ℘ — простой идеал с нормой, не делящейся на 2, и пусть
𝑔 — первообразный корень по модулю ℘. Тогда найдется вычет 𝑡 из полной системы вычетов
по модулю ℘ такой, что 𝑔1 = 𝑔 + 𝑡℘ является первообразным корнем по модулю ℘𝑙, причем

(𝑔 + 𝑡℘)𝑁℘−1 = 1 + 𝑏℘, (𝑏, ℘) = 1. (4)

Пусть 𝜇 — любой вычет по модулю ℘𝑙 с условием (𝜇, ℘) = 1. Обозначим символом ind𝜇 =
ind𝑔1 𝜇 индекс вычета 𝜇 по модулю ℘𝑙 при основании 𝑔1, т.е. натуральное число 𝛾 = ind𝜇 такое,
что

𝑔𝛾1 ≡ 𝜇 (mod ℘𝑙),

причем можно считать, что 1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑁℘𝑙−1(𝑁℘− 1) = Φ(℘𝑙).
Определим теперь характер Дирихле 𝜒 по модулю, равному степени 𝑙 ≥ 1 простого идеала

℘ с нормой, не делящейся на 2. Функция 𝜒(𝑡), определенная на полной системе вычетов по
модулю ℘𝑙 при любом целом 𝑚 следующей формулой

𝜒(𝑡) =

{︃
0, если (t, ℘) ̸=1,
𝐸( ind 𝑡

Φ(℘𝑙)
), если (t, ℘)= 1,

называется характером Дирихле по модулю ℘𝑙. Если (𝑚,℘) = 1, то характер называется
примитивным.

Лемма 9. Пусть ℘ — простой идеал, ℘ ̸| 2, 𝜒 — характер Дирихле по модулю ℘𝑙, 𝜈 ∈ ℘ —
вычет по модулю ℘. Тогда ∑︁

𝜈(℘)

𝜒(1 + 𝜈℘𝑙−1) = 0.

Доказательство. Пусть 𝛾 = ind𝑔1(1 + 𝜈℘𝛼−1) по модулю ℘𝛼. Тогда из равенства (4)
находим, что 𝛾 = (𝑁(℘)− 1)𝛾1, т.е.

(1 + ℘𝑏)𝛾1 ≡ 1 + 𝜈℘𝛼−1 (mod ℘𝛼).

Следовательно, 𝛾1 = 𝜈𝑏1℘
𝛼−1, 𝑏𝑏1 ≡ 1 (mod ℘).

Отсюда для примитивного характера 𝜒 при некотором целом рациональном (𝑚,℘) = 1
имеем ∑︁

𝜈(℘)

𝜒(1 + 𝜈℘𝛼−1) =
∑︁
𝜈(℘)

𝐸(
𝑚𝜈𝑏1
℘

) = 0.

Лемма доказана.
Для данного идеала a = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} определим многочлен 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑥+ · · ·+𝛼𝑘𝑥

𝑘 степени
𝑘 с коэффициентами из кольца целых J и полную сумму характеров Дирихле по модулю,
равному степени 𝑙 ≥ 1 простого идеала ℘. Имеем

𝑆(𝑓(𝑥), ℘𝑙;𝜒) =
∑︁
𝑥(℘𝑙)

𝜒(𝑓(𝑥)),

где вычеты 𝑥 = 𝑥(q) пробегает полную систему вычетов по модулю идеала q. Положим, как
и раньше, b = {𝑛𝑎𝑛, (𝑛− 1)𝑎𝑛−1, . . . , 2𝑎2, 𝑎1}.

Рассмотрим сначала случай 𝑙 ≥ 2(𝑡+1). Каждый вычет 𝑥 = 𝑥(℘𝑙) единственным способом
представим в виде

𝑥 = 𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧,
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где 𝑦 = 𝑦(℘𝑙−𝑡−1) и 𝑧 = 𝑧(℘𝑡+1) — некоторые вычеты из соответствующих полных систем
вычетов по модулям ℘𝑙−𝑡−1 и ℘𝑡+1, причем вычет 𝑥 пробегает полную систему вычетов по
модулю ℘𝑙 тогда и только тогда, когда независимо 𝑦 пробегает полную систему вычетов по
модулю ℘𝑙−𝑡−1 и 𝑧 — полную систему вычетов по модулю ℘𝑡+1.

Пусть теперь 𝜈 = 𝜈(℘) пробегает полную систему вычетов по модулю ℘. Тогда имеем

𝑆(𝑓, ℘𝑙;𝜒) =
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧)) =
∑︁
𝜈(℘)

𝑆𝜈(℘),

где
𝑆𝜈 =

∑︁
𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧)).

Используя разложение многочлена 𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧) по формуле Тейлора, получим

𝑓(𝑦 + ℘𝑙−𝑡−1𝑧) =
𝑘∑︁

𝑠=0

𝑓 𝑠(𝑦)

𝑠!

(︁
℘𝑙−𝑡−1𝑧

)︁𝑙−𝑠
≡

≡ 𝑓(𝑦) + ℘𝑙−𝑡−1𝑧𝑓 ′(𝑦) (mod ℘𝑙−𝑡).

Лемма 10. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡‖b, 𝑙 ≥ 2𝑡+2,
и пусть, также, 𝜈 не является корнем сравнения ℘−𝑡𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod ℘). Тогда

𝑆𝜈 = 0.

Доказательство. Очевидно, утверждение леммы справедливо при 𝑓(𝜈) ≡ 0 (mod ℘).
Поэтому предположим, что 𝑓(𝜈) ̸≡ 0 (mod ℘). Имеем

𝑆𝜈 =
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝑦) + ℘𝑙−𝑡−1𝑧𝑓 ′(𝑦)).

Отсюда, применяя лемму 10 к внутренней сумме, находим∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝜈) + ℘𝑙−𝑡−1𝑓 ′(𝜈)𝑧) = 0.

Следовательно, 𝑆𝜈 = 0. Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡‖b, 𝑙 ≥ 2𝑡+2,
и пусть, также, 𝜈 является корнем сравнения

℘𝑙−𝑡𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod ℘). (3)

Пусть, далее, показатель 𝑢 = 𝑢(𝜈) определяется из соотношений

𝑓(℘𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = ℘𝑢𝑓1(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑠=1

𝑎1,𝑠𝑦
𝑠, a1 = {𝑎1,𝑛, . . . , 𝑎1,1}, ℘ ̸ |a1.

Тогда
𝑆(𝑓 ;℘𝑙;𝜒) =

∑︁
𝜈

′
𝑁(℘𝑢−1)

∑︁
𝑦(℘𝑙−𝑢)

𝜒(𝑓(𝜈) + ℘𝑢𝑓1(𝑦)),

где штрих в знаке суммирования по 𝜈 означает, что вычеты 𝜈 пробегают только решения
сравнения (3) из полной системы вычетов по модулю ℘.
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Доказательство. Положим

𝑓(𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = 𝑓(𝑦) =
𝑘∑︁

𝑠=0

𝑎̃𝑠𝑦
𝑠,

где коэффициенты многочлена 𝑓(𝑦) определяютя соотношениями

𝑎̃𝑛 = 𝑎𝑛,

𝑎̃𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 +

(︂
𝑛

1

)︂
𝑎𝑛𝜈,

. . . . . . . . . . . .

𝑎̃𝑠 = 𝑎𝑠 +

(︂
𝑠+ 1

𝑠

)︂
𝑎𝑠+1𝜈 + · · ·+

(︂
𝑛

𝑠

)︂
𝑎𝑛𝜈

𝑛−𝑠,

. . . . . . . . . . . .

𝑎̃1 = 𝑎1 +

(︂
2

1

)︂
𝑎2𝜈 + · · ·+

(︂
𝑛

1

)︂
𝑎𝑛𝜈

𝑛−1.

Отсюда находим ℘𝑡‖{𝑛𝑎̃𝑛, (𝑛− 1)𝑎̃𝑛−1, . . . , 2𝑎̃2, 𝑎̃1}.
Определим показатель 𝑢 = 𝑢(𝜈) из соотношений делимости идеалов

℘𝑢‖{℘𝑛𝑎̃𝑛, ℘
𝑛−1(𝑛− 1)𝑎̃𝑛−1 . . . , ℘

2𝑎̃2, ℘𝑎̃1}.

Далее по условию леммы имеем

𝑓(℘𝑦 + 𝜈)− 𝑓(𝜈) = ℘𝑢𝑓1(𝑦) = ℘𝑢
𝑘∑︁

𝑠=1

𝑎1,𝑠𝑦
𝑠, a1 = {𝑎1,𝑛, . . . , 𝑎1,1}, ℘ ̸ |a1.

Следовательно,

𝑆𝜈 = 𝑆𝜈(𝑓 ;℘
𝑙) =

∑︁
𝑥(℘𝑙)

𝑥≡𝜈 (mod ℘)

𝜒(𝑓(𝑥)) =

=
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝑦) + (𝑓(𝑦 + 𝑧℘𝑙−𝑡−1)− 𝑓(𝑦))) =

=
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

∑︁
𝑧(℘𝑡+1)

𝜒(𝑓(𝑦) + ℘𝑙−𝑡−1𝑓 ′(𝑦)𝑧) =

= 𝑁(℘𝑡+1)
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−1)

𝑦≡𝜈 (mod ℘)

𝜒(𝑓(𝑦)) =

= 𝑁(℘𝑡+1)
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−2)

𝜒(𝑓(𝜈) + (𝑓(𝑦℘+ 𝜈)− 𝑓(𝜈))) =

= 𝑁(℘𝑡+1)
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑡−2)

𝜒(𝑓(𝜈) + ℘𝑢𝑓1(𝑦)) = 𝑁(℘𝑢−1)
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑢)

𝜒(𝑓(𝜈) + ℘𝑢𝑓1(𝑦)).

Лемма доказана.
Отсюда выводится следующее утверждение.
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Теорема 2. Пусть ℘ — простой идеал, 𝜈𝑠 ∈ ℘ — вычет по модулю ℘, пусть ℘𝑡𝑠‖bs, 𝑙 ≥
2𝑡𝑠 + 2, и пусть, также, 𝜈𝑠 является корнем сравнения

℘𝑙𝑠−𝑡𝑠𝑓 ′(𝜈𝑠) ≡ 0 (mod ℘). (5)

Пусть, далее, 𝑓0(𝑥) = 𝑓(𝑥), показатель 𝑢𝑠 = 𝑢𝑠(𝜈𝑠), 𝑠 ≥ 1, определяется из соотношений

𝑓𝑠−1(℘𝑦 + 𝜈𝑠)− 𝑓𝑠−1(𝜈𝑠) = ℘𝑢𝑠𝑓𝑠(𝑦) = ℘𝑢𝑠

𝑘∑︁
𝑟=1

𝑎𝑠,𝑟𝑦
𝑟,

as = {𝑎𝑠,𝑘, . . . , 𝑎𝑠,1}, ℘ ̸ |as.
Тогда

𝑆(𝑓 ;℘𝑙) =
∑︁

𝜈1,...,𝜈𝑠

′
𝑁(℘𝑢1+···+𝑢𝑠−𝑠)×

×
∑︁

𝑦(℘𝑙−𝑢1−···−𝑢𝑠 )

𝜒(𝑓(𝜈1) + · · ·+ ℘𝑢1+···+𝑢𝑠−1𝑓𝑠−1(𝜈𝑠−1) + ℘𝑢1+···+𝑢𝑠𝑓𝑠(𝑦)),

где штрих в знаке суммирования по 𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 означает, что вычеты 𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 пробегают
решения сравнения (5) из полной системы вычетов по модулю ℘.

5. Кратные полные рациональные тригонометрические суммы от

многочлена над алгебраическим полем

Данные утверждения подобны соответствующим резельтатам [32], [33] гл. II, поэтому их
вывод мы опускаем.

Лемма 12. Пусть a,q,q1,q2 — целые идеалы,

q = q1q2, (q1,q2) = 1,

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =

𝑛∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁

𝑡𝑟=0

𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 , 𝐹 (0, . . . , 0) = 0,

a = {𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) | 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1},
aq𝛿 = b, (b,q) = 1.

Тогда справедливо равенство

𝑆(𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟),q) =

= 𝑆(q2
−1𝐹 (q2𝑥1, . . . ,q2𝑥𝑟),q1)𝑆(q1

−1𝐹 (q1𝑥1, . . . ,q1𝑥𝑟),q2).

Лемма 13. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑎0+𝑎1𝑥+· · ·+𝑎𝑛𝑥𝑛 — многочлен с целыми коэффициентами из
J,a = {𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} — целый идеал в J, ℘ — простой идеал, причем ℘ ̸| 𝑎, и пусть 𝑁℘(𝛼, 𝛽) —
число решений сравнения

𝑓(𝑥) ≡ 0 (mod ℘𝛽), 𝛽 ≤ 𝛼,
а неизвестная 𝑥 пробегает полную систему вычетов по модулю ℘𝛼.

Тогда имеем

𝑁℘(𝛼, 𝛽) ≤ 𝑐(𝑁(℘))𝛼−
𝛽
𝑛 ,

где 𝑐 = 𝑐(𝑛) — постоянная из теоремы 1.
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Теорема 3. Пусть 𝑛 ≥ 2, 𝑟, 𝛼 ≥ 1 — натуральные числа,

𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =

𝑛∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁

𝑡𝑟=0

𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 , 𝐹 (0, . . . , 0) = 0,

a = {𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) | 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≥ 1}, ℘
— простой идеал,

a℘𝛼𝛿 = b, (b, ℘) = 1.

Тогда имеем

|𝑆(𝐹, ℘𝛼)| ≤ 𝑐(𝑛, 𝑟)(𝑁℘)𝑟𝛼−𝛼
𝑛 (𝛼+ 1)𝑟−1.
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