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Аннотация

В данной работе рассматривается задача Ферма — Штейнера в гиперпространствах
с метрикой Хаусдорфа. Если 𝑋 — метрическое пространство, и фиксировано непустое
конечное подмножество 𝒜 в пространстве непустых замкнутых и ограниченных подмно-
жеств 𝐻(𝑋), то элемент 𝐾 ∈ 𝐻(𝑋), на котором достигается минимум суммы расстояний
до элементов 𝒜, будем называть астровершиной Штейнера, сеть, соединяющую 𝒜 с 𝐾,
— минимальной астросетью, а само 𝒜 — границей. В случае ограниченно компактного
𝑋 все его элементы являются компактами, а множество астровершин Штейнера непу-
сто. В настоящей статье доказывается критерий того, когда астровершина Штейнера для
одноточечных граничных компактов в 𝐻(𝑋) является одноточечной. Кроме того, полу-
чена нижняя оценка длины минимальной параметрической сети через длину астросети с
одноточечными вершинами, содержащимися в граничных компактах, и изучены свойства
границ, для которых достигается точная оценка. Также изучены бифуркации астровершин
Штейнера при 1-параметрической деформации трехэлементных границ в 𝐻(R2), которые
иллюстрируют геометрические феномены, отсутствующие в классической задаче Штейне-
ра для точек в R2.
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Abstract

In this paper, we consider the Fermat–Steiner problem in hyperspaces with the Hausdorff
metric. If 𝑋 is a metric space, and a non-empty finite subset 𝒜 is fixed in the space of non-
empty closed and bounded subsets 𝐻(𝑋), then we will call the element 𝐾 ∈ 𝐻(𝑋), at which the
minimum of the sum of the distances to the elements of 𝒜 is achieved, the Steiner astrovertex,
the network connecting 𝒜 with 𝐾 — the minimal astronet, and 𝒜 itself — the border. In the
case of proper 𝑋, all its elements are compact, and the set of Steiner astrovertices is nonempty.
In this article, we prove a criterion for when the Steiner astrovertex for one-point boundary
compact sets in 𝐻(𝑋) is one-point. In addition, a lower estimate for the length of the minimal
parametric network is obtained in terms of the length of an astronet with one-point vertices
contained in the boundary compact sets, and the properties of the boundaries for which an exact
estimate is achieved are studied. Also bifurcations of Steiner astrovertices under 1-parameter
deformation of three-element boundaries in 𝐻(R2), which illustrate geometric phenomena that
are absent in the classical Steiner problem for points in R2, are studied.
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1. Введение

Хорошо известна оптимизационная задача, которую принято сейчас называть задачей
Штейнера. Пусть на евклидовой плоскости даны 𝑛 фиксированных точек, называющихся гра-
ничными. Требуется построить связный граф с вершинами в граничных и, если необходимо,
дополнительных точках плоскости такой, что сумма длин его ребер минимальна. Исходная
постановка этой задачи предполагала добавление одной дополнительной точки к граничным
и рассматривалась Якобом Штейнером. Формальная постановка задачи, разрешающая добав-
лять сколько угодно дополнительных точек, была опубликована только в 1934 году Войтехом
Ярник и Милошом Кёсслером [1]. Если при этом фиксировать топологию сети, соединяю-
щей граничные точки, т.е. заранее определить как вершины сети соединяются между собой,
то получаются минимальные параметрические сети. Дитмар Цислик предложил рассматри-
вать [2] минимальные 𝑘-деревья Штейнера, ограничив число дополнительных точек числом
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𝑘. Позже задачу Штейнера стали рассматриварить не только на плоскости, но и в других
пространствах [3].

В рамках задачи Штейнера не только ищется решение, но и изучаются его изменения
при деформации границы. В этом случае могут возникнуть бифуркации — скачкообразные
перестраивания решения при сколь угодно малой деформации границы. Классическим при-
мером является граница, состоящая из четырех точек, расположенных в вершинах квадрата,
на евклидовой плоскости. Подобные явления возникают и в минимальных поверхностях при
вариации контура [4]. Теория бифуркации очень сложна даже для случая четырехэлементной
границы на плоскости (см. [5], [6]). Разнообразное применение теории бифуркаций можно по-
смотреть в [7]. В данной статье бифуркации будут изучаться для границы в гиперпространстве
над евклидовой плоскостью.

Рассмотрим задачу Ферма — Штейнера в гиперпространстве 𝐻(𝑋) — пространстве непу-
стых замкнутых и ограниченных подмножеств метрического пространства 𝑋. В качестве
метрики в 𝐻(𝑋) выберем стандартное расстояние Хаусдорфа (см. [8], [9], [10]). Геометрия
пространства 𝐻(𝑋) используется в таких важных приложениях как распознавание образов,
сравнение двумерных и трехмерных геометричских объектов, построение непрерывных де-
формаций одного объекта в другой. О геометрии пространства 𝐻(R𝑛) см., например, [11].

Для фиксированного конечного подмножества 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} ⊂ 𝐻(𝑋), называемого
границей, необходимо найти все компакты 𝐾 ∈ 𝐻(𝑋), минимизирующие значение функции
𝑆𝒜(𝐾) = Σ𝑛

𝑖=1𝑑𝐻(𝐴𝑖,𝐾). Минимальное значение функции 𝑆𝒜(𝐾) назовем длиной минималь-
ной астросети и обозначим через 𝑆𝒜. Элементы 𝐻(𝑋), являющиеся решением задачи Фер-
ма — Штейнера, будем называть астровершинами Штейнера, а их множество обозначим
через Σ(𝒜). Если к тому же 𝑋 — ограниченно компактное пространство, то элементы 𝐻(𝑋)
являются компактами, а Σ(𝒜) непусто для любой границы 𝒜; в этом случае астровершины
Штейнера мы также будем называть астрокомпактами Штейнера.

Множество Σ(𝒜) разбивается на классы одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝒜), где 𝑑 =
(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), то есть 𝐾 ∈ Σ𝑑(𝒜) тогда и только тогда, когда 𝑑𝐻(𝐴𝑖,𝐾) = 𝑑𝑖 для каждого 𝑖.
Пусть Ω(𝒜) — это множество всех таких 𝑑. Заметим, что класс одинаковой взвешенности
может состоять более чем из одного элемента. В каждом классе определим минимальные и
максимальные по включению астровершины Штейнера. Для любого вектора 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛),
𝑠𝑖 ≥ 0, определим множество 𝐵𝑠(𝒜) :=

⋂︀𝑛
𝑖=1𝐵𝑠𝑖(𝐴𝑖). В предыдущих работах показано, что

при 𝑠 ∈ Ω(𝒜) множество 𝐵𝑠(𝒜) является максимальным астрокомпактом Штейнера, который
содержит все остальные элементы из Σ𝑠(𝒜).

Постановка задачи Ферма —Штейнера в гиперпространствах и структура ее решений была
описана в работе [14]. Задача для конечных граничных компактов в R𝑛 рассматривалась также
в [15].

В данной статье получены результаты для границ в ограниченно компактном гиперпро-
странстве 𝐻(𝑋), а также построены примеры границ в гиперпространстве над R2, иллю-
стрирующие разнообразие геометрических эффектов решений задачи Ферма — Штейнера.
Приведем основные результаты статьи.

1. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном гиперпространстве𝐻(𝑋).
Расстояние между 𝑎 и 𝑏 в 𝑋 будем обозначать через |𝑎𝑏|. Для 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 определим число
𝜎𝑎1···𝑎𝑛 := min𝑥∈𝑋

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑎𝑖𝑥|, и пусть

𝜎𝒜 := max
𝑖∈{1,...,𝑛}

max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

Так как 𝐴𝑖 — компакты, существует реализующий набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝐴1 × · · · × 𝐴𝑛 такой,
что 𝜎𝑎1···𝑎𝑛 = 𝜎𝒜.

� Имеет место неравенство 𝑆𝒜 ≥ 𝜎𝒜;
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� Если существует 𝐾 ∈ 𝐻(𝑋), для которого 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜, то 𝐾 — аcтрокомпакт Штейнера
и существует реализующий набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) такой, что |𝑎𝑖𝑘| = 𝑑𝐻(𝐴𝑖,𝐾) для некоторой
точки Ферма — Штейнера 𝑘 для границы (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), причем 𝑘 можно выбрать из 𝐾;

� Границу 𝒜 назовем точечно реализуемой, если существует 𝐾 ∈ 𝐻(𝑋), для которого
𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜. Доказан критерий: граница 𝒜 точечно реализуема тогда и только тогда,
когда некоторый реализующий набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и его точка Ферма — Штейнера 𝑘 та-

ковы, что для 𝑑𝑖 = |𝑎𝑖𝑘| и 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) выполняется 𝑆𝒜
(︁
𝐵𝑑(𝒜)

)︁
= 𝜎𝒜.

2. Напомним, что пространство 𝑋 изометрично вкладывается в свое гиперпространство
𝐻(𝑋) следующим естественным образом: каждой точке 𝑥 из 𝑋 сопоставляется одноточечное
подмножество {𝑥} в 𝐻(𝑋). В дальнейшем, если не оговорено противное, будем отождествлять
𝑥 ∈ 𝑋 и {𝑥} ∈ 𝐻(𝑋). Оказывается, каждое решение задачи Ферма — Штейнера для границы
в 𝑋 сохранится и в 𝐻(𝑋), однако могут появиться и другие решения. В данной работе доказан
критерий одноточечности астровершины Штейнера для одноточечной границы в 𝐻(𝑋) в слу-
чае ограниченно компактного пространства 𝑋. Этот критерий позволяет определить, когда
множество решений задачи Ферма — Штейнера для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} в 𝑋 исчерпы-
вает множество решений для соответствующей одноточечной границы 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в

𝐻(𝑋).
3. Так как норма является выпуклой функцией, то множество всех решений задачи Фер-

ма —Штейнера в нормированном пространстве представляет собой выпуклый компакт, состо-
ящий либо из одной, либо из континуума точек. Однако в случае 𝐻(R2) возможно конечное
(большее 1) число решений. В 𝐻(R2) построено непрерывное 1-параметрическое семейство
трехэлементных границ с переменным конечным числом классов (1, 2, 3), причем каждый из
классов является непрерывным продолжением других при меньших значениях параметра.

4. Тогда как в случае трехэлементной границы в R2 решение задачи Ферма — Штейнера
единственно и непрерывно зависит от границы, в 𝐻(R2) может меняться и число решений,
и мощность каждого из них. В статье это продемонстрировано на примере непрерывного 1-
параметрического семейства трехэлементных границ в 𝐻(R2), для которого существуют зна-
чения параметра, в любой сколь угодно малой окрестности которого содержатся значения, со-
ответствующие границам с различными характеристиками пространства решений (один или
континуум минимальных астрокомпактов Штейнера, произвольная конечная или континуаль-
ная мощность минимального астрокомпакта Штейнера).

Автор благодарит своих научных руководителей профессоров А.А. Тужилина и Э.Э. Га-
санова, а также профессора А.О. Иванова за постановку задачи и постоянное внимание к
работе.

2. Основные определения и предварительные результаты

В данном разделе приведены необходимые сведения из теории сетей (подраздел 2.1) и
геометрии пространства компактов с расстоянием по Хаусдорфу (подраздел 2.2).

2.1. Графы и сети. Проблема Штейнера. Теоремы существования

Мы будем рассматривать простые графы, подробные сведения по теории которых можно
найти, например, в [12].

Выберем некоторое подмножество вершин графа 𝐺 и назовем его границей 𝜕𝐺 графа 𝐺,
а сам 𝐺 — графом с границей. Вершины из 𝜕𝐺 будем называть граничными, а все остальные
вершины 𝐺 — внутренними. Мы предполагаем, что граница (возможно, пустая) есть у любого
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графа. Если граф является деревом с вершинами степеней 1 или 3, а все граничные вершины
имеют степень 1, то такой граф назовем бинарным деревом.

Пусть 𝒜 — произвольное множество, и 𝐺 — связный граф. Будем говорить, что 𝐺 со-
единяет 𝒜, если 𝜕𝐺 = 𝒜. Если 𝐺 = (𝑉,𝐸), и 𝑋 — некоторое множество, то отображение
Γ : 𝑉 → 𝑋 называем сетью Γ типа 𝐺, а 𝐺 называется параметризующим графом сети или
ее топологией. Ограничения Γ на ребра, вершины (граничные, внутренние), границу графа 𝐺
называются соответственно ребрами, вершинами (граничными, внутренними), границей сети
Γ. Если Γ(𝑣𝑖) = Γ(𝑣𝑗), то ребро Γ : {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} → 𝑋 называется вырожденным, в противном случае
— невырожденным. Если все ребра сети невырождены, то такая сеть называется невырож-
денной. Обозначим через 𝜕Γ границу сети Γ. Если множество 𝒜 ⊂ 𝑋 является образом 𝜕Γ, то
будем говорить, что Γ соединяет 𝒜 по отображению 𝜕Γ, и обозначим через 𝒜 ⊂ Γ.

Пусть (𝑋, 𝜌) — метрическое пространство, и Γ — сеть типа 𝐺 = (𝑉,𝐸) в 𝑋. Тогда длина
ребра Γ : {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} → 𝑋 сети Γ определяется как расстояние 𝜌

(︀
Γ(𝑣𝑖),Γ(𝑣𝑗)

)︀
, а длина сети Γ —

как сумма длин всех ее ребер:

𝜌(Γ) :=
∑︁

𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸
𝜌
(︀
Γ(𝑣𝑖),Γ(𝑣𝑗)

)︀
.

Пусть граф 𝐺 соединяет 𝒜 ⊂ 𝑋. Тогда будем считать, что все сети Γ типа 𝐺 = (𝑉,𝐸)
в 𝑋 удовлетворяют следующему условию: ограничение Γ на 𝒜 — тождественное

отображение, то есть Γ|𝜕𝐺 = id. Таким образом, если 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 — внутренние вершины
графа 𝐺, то сеть Γ типа 𝐺, соединяющая 𝒜 ⊂ 𝑋, однозначно определяется положением своих
внутренних вершин

(︀
Γ(𝑣1), . . . ,Γ(𝑣𝑘)

)︀
.

Пусть графы 𝐺1 и 𝐺2 соединяют 𝒜 ⊂ 𝑋. Назовем сети Γ𝑖 типа 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, равными, если
существует изоморфизм 𝜈 : 𝑉1 → 𝑉2 графов 𝐺𝑖, тождественный на 𝒜 и такой, что Γ1 = Γ2 ∘ 𝜈.
Отождествляя Γ1 и Γ2 с помощью этого изоморфизма 𝜈, будем считать, что равные сети — это
сети одного и того же типа, например, 𝐺1 = (𝑉,𝐸). Если к тому же для каждого ребра 𝑒 ∈ 𝐸
его длина в каждой из сетей Γ𝑖 одинакова, то такие сети назовем одинаково взвешенными.

Пусть связный граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) соединяет фиксированную границу 𝒜 в метрическом про-
странстве (𝑋, 𝜌). Обозначим через [𝐺,𝒜] множество всех сетей Γ типа 𝐺. Точную нижнюю
грань величин 𝜌(Γ) по всем сетям из Γ ∈ [𝐺,𝒜] назовем длиной минимальной параметриче-
ской сети и обозначим через mpn[𝐺,𝒜]. Если в [𝐺,𝒜] существует сеть с длиной, равной длине
минимальной параметрической сети, то назовем такую сеть минимальной параметрической
сетью типа 𝐺, соединяющей 𝒜.

Точную нижнюю грань величин 𝜌(Γ) по всем сетям всевозможным сетям, соединяющим
𝒜, назовем длиной минимального дерева Штейнера на 𝒜. Кроме того, ее можно определить
и как инфимум 𝜌(Γ) по всем связным графам с границей 𝒜:

smt(𝒜) = inf
Γ:𝒜⊂Γ

𝜌(Γ) = inf
𝐺:𝜕𝐺=𝒜

mpn[𝐺,𝒜].

Если первый инфимум достигается на некоторой сети, то, как показано в [3], он достигается
также и на невырожденной сети, которая является деревом не более чем с 𝑛− 2 внутренними
вершинами и называется минимальным деревом Штейнера на 𝒜. Ее внутренние вершины
называются точками Штейнера, а изучение минимальных деревьев Штейнера — проблемой
Штейнера.

Следующий результат доказывается точно так же, как теоремы существования минималь-
ных сетей для полных римановых многообразий, см. [3].

Теорема 1. Пусть 𝑋 — ограниченно компактное метрическое пространство. Тогда
для любого его конечного подмножества 𝒜 в пространстве 𝑋 существует минимальное
дерево Штейнера, соединяющее 𝒜, и для любого связного графа 𝐺 с границей 𝒜 существует
соединяющая 𝒜 минимальная параметрическая сеть типа 𝐺 в 𝑋.
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Утверждение 1. Если метрическое пространство 𝑋 ограниченно компактно, то про-
странство 𝐻(𝑋) его компактных подмножеств с метрикой Хаусдорфа также ограниченно
компактно.

В дальнейшем нам будет нужна следующая теорема существования минимальных сетей
в пространстве компактов с метрикой Хаусдорфа. Необходимые определения приведены в
разделе 2.2.

Следствие 1. Пусть 𝑋 — ограниченно компактное метрическое пространство, и 𝐻(𝑋)
— пространство его компактных подмножеств с метрикой Хаусдорфа. Тогда для любого
конечного семейства компактов 𝒜 ⊂ 𝐻(𝑋) в пространстве 𝐻(𝑋) существует минимальное
дерево Штейнера, соединяющее 𝒜, и для любого связного графа 𝐺 с границей 𝒜 существует
соединяющая 𝒜 минимальная параметрическая сеть типа 𝐺 в 𝐻(𝑋).

Теперь пусть 𝐺 — дерево с 𝑛 граничными вершинами степени 1 и единственной внутренней
вершиной, которая смежна с каждой из граничных, и 𝐺 соединяет границу 𝒜 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} ⊂
𝑋, тогда параметрическую сеть Γ из [𝐺,𝒜] назовем сетью типа звезда, или аcтросетью. Внут-
реннюю вершину такой астросети, соединяющей 𝒜, назовем астровершиной для границы 𝒜.
По аналогии с минимальными параметрическими сетями, точную нижнюю грань величин 𝜌(Γ)
по всем астросетям назовем длиной минимальной астросети и обозначим через 𝑆𝒜. Длину
параметрической астросети, соединяющей границу 𝒜 с компактом 𝐾, будем обозначать через
𝑆𝒜(𝐾). Если существует астросеть с длиной, равной длине минимальной астросети, то назовем
такую сеть минимальной астросетью, соединяющей 𝒜, а ее внутреннюю вершину — аcтро-
вершиной Штейнера. Множество всех астровершин Штейнера для границы 𝒜 мы обозначим
через Σ(𝒜). Изучение минимальных астросетей называется проблемой Ферма — Штейнера.

Следующий результат следует из следствия 1 и утверждения 1.

Следствие 2. Пусть 𝑋 — ограниченно компактное метрическое пространство, и 𝒜 —
непустое конечное подмножество 𝐻(𝑋). Тогда Σ(𝒜) непусто.

2.2. Определение и некоторые свойства метрики Хаусдорфа

Напомним, что замкнутой окрестностью радиуса 𝑟 множества 𝐴 в метрическом простран-
стве (𝑋, 𝜌) называется множество 𝐵𝑟(𝐴) :=

{︀
𝑥 ∈ 𝑋 𝜌(𝑥,𝐴) ≤ 𝑟

}︀
, где 𝜌(𝑥,𝐴) = inf𝑎∈𝐴 𝜌(𝑥, 𝑎).

Расстоянием Хаусдорфа между множествами 𝐴,𝐵 из (𝑋, 𝜌) называется величина

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) := inf
{︀
𝑟 : 𝐵𝑟(𝐴) ⊃ 𝐵,𝐵𝑟(𝐵) ⊃ 𝐴

}︀
,

или, что эквивалентно,

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = max
{︀
sup
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑎,𝐵), sup
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑏, 𝐴)
}︀
.

Как известно, расстояние Хаусдорфа является метрикой на пространстве 𝐻(𝑋), см. [13].
Далее для удобства будем обозначать 𝜌(𝑎, 𝑏) через |𝑎𝑏| для любых точек 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋.

Утверждение 2. Для одноточечного компакта {𝑎}, компакта 𝐵 и компакта ̃︀𝐵 ⊂ 𝐵 из
𝐻(𝑋) имеет место неравенство: 𝑑𝐻

(︀
{𝑎}, ̃︀𝐵)︀ ≤ 𝑑𝐻(︀{𝑎}, 𝐵)︀.

Доказательство.

По определению расстояния Хаусдорфа,

𝑑𝐻
(︀
{𝑎}, 𝐵

)︀
= max

{︀
sup
𝑏∈𝐵
|𝑏𝑎|, inf

𝑏∈𝐵
|𝑏𝑎|
}︀
= sup

𝑏∈𝐵
|𝑏𝑎|.
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Поскольку ̃︀𝐵 ⊂ 𝐵, то для любой точки 𝑎 верно неравенство:
𝑑𝐻
(︀
{𝑎}, 𝐵

)︀
= sup

𝑏∈𝐵
|𝑏𝑎| ≥ sup

𝑏∈ ̃︀𝐵 |𝑏𝑎| = 𝑑𝐻
(︀
{𝑎}, ̃︀𝐵)︀.

2

Следующие утверждения, которые нам потребуются, доказаны в [14].

Утверждение 3. Пусть 𝐴 и 𝐵 — компакты в метрическом пространстве 𝑋. Тогда
для любой точки 𝑎 ∈ 𝐴 существует точка 𝑏 ∈ 𝐵 такая, что |𝑎𝑏| ≤ 𝑑𝐻(𝐴,𝐵).

Утверждение 4. Пусть 𝐴 — компакт в ограниченно компактном пространстве 𝑋.
Тогда для любого 𝑑 > 0 множество 𝐵𝑑(𝐴) также является компактом.

2.3. Структура астрокомпактов Штейнера в ограниченно компактных про-
странствах

Мы будем изучать минимальные астросети, соединяющие конечные границы 𝒜 =

{𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} в
(︁
𝐻(𝑋), 𝑑𝐻

)︁
. Длина ребра 𝑒 = 𝐵𝐶 сети определяется как расстояние Хаусдорфа

𝑑𝐻(𝐵,𝐶).
Пусть сначала 𝑋 — произвольное метрическое пространство. Напомним, что множество

всех астровершин Штейнера для границы 𝒜 ⊂ 𝑋 мы обозначаем через Σ(𝒜). Положим
𝑑(𝑥,𝒜) =

(︁
𝜌(𝑥, 𝑎1), . . . , 𝜌(𝑥, 𝑎𝑛)

)︁
и Ω(𝒜) =

{︀
𝑑(𝑦,𝒜) : 𝑦 ∈ Σ(𝒜)

}︀
. Для каждого 𝑑 ∈ Ω мы опреде-

лим класс астровершин Штейнера одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝒜) =
{︀
𝑦 ∈ Σ(𝒜), 𝑑(𝑦,𝒜) =

𝑑
}︀
. Таким образом, множество Σ(𝒜) разбивается на классы Σ𝑑(𝒜), 𝑑 ∈ Ω. Заметим, что, в

общем случае, множество Σ(𝒜) может быть пустым, однако в случае ограниченной компакт-
ности 𝑋 это множество непусто.

При этом астровершины Штейнера не всегда определяются однозначно. Минимальным и
максимальным астровершинами Штейнера в классе одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝒜) назо-
вем соответственно минимальный и максимальный элементы в Σ𝑑(𝒜) в смысле естественного
порядка по включению.

Для произвольного набора 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), 𝑑𝑖 ≥ 0, и семейства𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} определим
множество 𝐵𝑑(𝒜) := ∩𝑛𝑖=1𝐵𝑑𝑖(𝐴𝑖). Если 𝑑𝑖 = 𝑑𝐻(𝐾,𝐴𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, то 𝐵𝑑(𝒜) назовем кано-
ническим расширением элемента 𝐾 относительно семейства 𝒜 и будем обозначать через
𝐾𝑑(𝒜).

Пусть теперь 𝑋 — ограниченно компактное метрическое пространство с метрикой 𝜌, в нем
все замкнутые и ограниченные множества являются компактами. Астровершины Штейнера в
этом случае будем называть астрокомпактами Штейнера. В работе [14] описана структура
класса Σ𝑑(𝒜) в случае ограниченно компактного 𝑋, мы напомним здесь основной результат.

Теорема 2 (структура Σ𝑑(𝒜) в ограниченно компактном пространстве). Пусть 𝑋 —
ограниченно компактное пространство, 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} ⊂ 𝐻(𝑋). Тогда Σ(𝒜) и Ω(𝒜) непу-
сты, и для любого 𝑑 ∈ Ω(𝒜) компакт 𝐾 лежит в классе Σ𝑑(𝒜) тогда и только тогда, когда
𝐾𝜆 ⊂ 𝐾 ⊂ 𝐾𝑑(𝒜) для некоторого минимального астрокомпакта Штейнера 𝐾𝜆 ∈ Σ𝑑(𝒜) и
единственного максимального астрокомпакта Штейнера 𝐾𝑑(𝒜) ∈ Σ𝑑(𝒜).

3. Связь минимальных параметрических сетей с точечными се-

тями

Определим отображение 𝜈𝑋 → 𝐻(𝑋), которое каждой точке пространства 𝑋 с метрикой 𝜌
сопоставляет одноточечный компакт из пространства 𝐻(𝑋) с метрикой 𝑑𝐻 : 𝜈(𝑥) = {𝑥}. Назо-
вем граф 𝐺̄ в 𝐻(𝑋) точечным, если все его вершины являются одноточечными компактами.
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Множество ребер дерева 𝐺̄ обозначим через 𝐸̄. Поскольку для любых точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 верно
𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝐻

(︀
{𝑥}, {𝑦}

)︀
, то 𝜈 — изометричное вложение (𝑋, 𝜌) в

(︀
𝐻(𝑋), 𝑑𝐻

)︀
, поэтому в даль-

нейшем будем отождествлять точечный граф 𝐺̄ в 𝐻(𝑋) и соответствующий ему граф 𝜈−1(𝐺̄)
в 𝑋.

Пусть 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) и 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) — деревья в 𝐻(𝑋). Дерево 𝐺1 назовем подчиненным
дереву 𝐺2, если существует 𝜙 : 𝑉1 → 𝑉2 — изоморфизм деревьев 𝐺1 и 𝐺2 такой, что для
любой вершины 𝑣 ∈ 𝑉1 выполняется 𝑣 ⊂ 𝜙(𝑣) и для любого ребра 𝑣𝑤 ∈ 𝐸1 выполняется

𝑑𝐻(𝑣, 𝑤) ≤ 𝑑𝐻
(︁
𝜙(𝑣), 𝜙(𝑤)

)︁
. Подчинение будем обозначать через 𝐺1 ≺ 𝐺2.

Далее считаем, что пространство 𝑋 — ограниченно компактное.

3.1. Нижняя оценка длины сети в гиперпространстве с помощью точечных
сетей

Теорема 3. Для любого дерева 𝐺 в 𝐻(𝑋) и для любой точки 𝑎 любой его вершины
существует подчиненное 𝐺 точечное дерево 𝐺̄ ≺ 𝐺, в котором 𝑎 является вершиной.

Доказательство. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸). Выберем вершину 𝐵 ∈ 𝑉 . По утверждению 3, для
любой точки 𝑏 ∈ 𝐵 и для любой смежной с 𝐵 вершины 𝐵′ существует точка 𝑏′ ∈ 𝐵′ такая, что
𝜌(𝑏, 𝑏′) ≤ 𝑑𝐻(𝐵,𝐵′). Продолжим процесс следующим образом: для любой вершины 𝐵′, в кото-
рой уже выбрана точка 𝑏′, рассмотрим все смежные с ней вершины 𝐵′′, в которых еще не была
выбрана точка. По утверждению 3, существует точка 𝑏′′ ∈ 𝐵′′ такая, что 𝜌(𝑏′, 𝑏′′) ≤ 𝑑𝐻(𝐵′, 𝐵′′).
Из связности дерева 𝐺 получаем, что за конечное число шагов мы выберем по точке в каждой
вершине из 𝑉 . Дерево с вершинами в выбранных точках и ребрами, соединяющими верши-
ны если и только если соответствующие им вершины из 𝑉 были смежны, является искомым.
Теорема доказана. 2

Следствие 3. Если подчиненное дереву 𝐺 в 𝐻(𝑋) точечное дерево 𝐺̄ ≺ 𝐺 выбрано как в
теореме 3, то 𝑑𝐻(𝐺̄) ≤ 𝑑𝐻(𝐺).

Доказательство. Из неравенства для каждого ребра следует:

𝑑𝐻(𝐺) =
∑︁

𝐵𝑖𝐵𝑗∈𝐸,𝑖>𝑗

𝑑𝐻(𝐵𝑖, 𝐵𝑗) ≥
∑︁

{𝑏𝑖}{𝑏𝑗}∈𝐸̄,𝑖>𝑗

𝑑𝐻
(︀
{𝑏𝑖}, {𝑏𝑗}

)︀
= 𝑑𝐻(𝐺̄).

2

Введем функцию 𝜎𝑎1···𝑎𝑛(𝑘) :=
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝑎𝑖𝑘|, минимальное значение которой будем обозначать
через 𝜎𝑎1···𝑎𝑛 (в ограниченно компактном пространстве 𝑋 оно достигается в некоторой точке,
согласно теореме 1). Тогда теорему 3 можно переформулировать для астросетей Штейнера
следующим образом.

Утверждение 5. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном про-
странстве 𝐻(𝑋), и 𝐾 — некоторый компакт. Тогда для любого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, для любой
точки 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 существуют точки 𝑘 ∈ 𝐾 и 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖}, такие, что
𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾) ≥ |𝑎𝑗𝑘| для любого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. В частности, 𝑆𝒜(𝐾) ≥ 𝜎𝑎1···𝑎𝑛(𝑘).

Далее мы получим грубую нижнюю оценку на длину минимальной астросети. Для многих
границ эта оценка не достигается. Нас же будут интересовать те границы, длина минимальной
астросети для которых в точности равняется нижней грани.

Утверждение 6. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном про-
странстве 𝐻(𝑋). Тогда для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} выполняется

𝑆𝒜 ≥ max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .
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Доказательство. По утверждению 5, для любого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, для любого 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 суще-
ствуют точка 𝑘 из астрокомпакта Штейнера 𝐾 и точки 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗 , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖}, такие,
что

𝑆𝒜 ≥ 𝜎𝑎1···𝑎𝑛(𝑘) ≥ 𝜎𝑎1···𝑎𝑛 ≥ min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

Поскольку точку 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 можно выбрать произвольным образом, то

𝑆𝒜 ≥ max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

Утверждение доказано. 2

Поскольку в утверждении 6 можно зафиксировать любой индекс 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то спра-
ведливо следствие.

Следствие 4. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном простран-
стве 𝐻(𝑋). Тогда

𝑆𝒜 ≥ max
𝑖∈{1,...,𝑛}

max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

Правую часть неравенства из следствия 4 назовем нижней точечной оценкой для 𝑆𝒜 и
обозначим через 𝜎𝒜.

3.2. Точечно реализуемые границы

Границу 𝒜 назовем точечно реализуемой, если существует компакт 𝐾 такой, что 𝑆𝒜(𝐾) =
𝜎𝒜. Из следствия 4 немедленно получаем следующий факт.

Утверждение 7. Пусть 𝒜 — точечно реализуемая граница в ограниченно компактном
пространстве 𝐻(𝑋). Тогда компакт 𝐾, для которого верно 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜, является астро-
компактом Штейнера для 𝒜, и 𝑆𝒜 = 𝜎𝒜.

Поскольку 𝐴𝑖 являются компактами, существуют 𝑎′𝑖 ∈ 𝐴𝑖, на которых нижняя точечная
оценка достигается: 𝜎𝒜 = 𝜎𝑎′1···𝑎′𝑛 . Все такие упорядоченные наборы (𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑛) назовем реа-

лизующими для 𝒜, или соответствующими ей.
Индекс 𝑖 назовем реализующим, если

max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 = 𝜎𝒜.

Точку 𝑎′𝑖 ∈ 𝐴𝑖 с реализующим индексом 𝑖 назовем 𝑖-максимальной, если

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑖−1𝑎′𝑖𝑎𝑖+1···𝑎𝑛 = max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛

(она существует, так как 𝐴𝑖 — компакт).

Утверждение 8. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном про-
странстве 𝐻(𝑋), а точка 𝑎′𝑖 ∈ 𝐴𝑖 и компакт 𝐾 таковы, что

𝑆𝒜(𝐾) = min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑖−1𝑎′𝑖𝑎𝑖+1···𝑎𝑛 .

Тогда 𝐾 является астрокомпактом Штейнера для 𝒜, и 𝑎′𝑖 является 𝑖-максимальной точкой.
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Доказательство. По утверждению 6, для каждого фиксированного 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого
компакта 𝐾 выполняется

𝑆𝒜(𝐾) ≥ 𝑆𝒜 ≥ max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

По условию, для некоторого фиксированного 𝑖 существует компакт 𝐾, для которого выпол-
няется

𝑆𝒜(𝐾) = min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑖−1𝑎′𝑖𝑎𝑖+1···𝑎𝑛 ≤ max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

Следовательно, все неравенства обращаются в равенства. В частности, 𝑆𝒜(𝐾) = 𝑆𝒜, то есть
𝐾 является астрокомпактом Штейнера для 𝒜, и выполняется равенство из определения 𝑖-
максимальной точки для 𝑎′𝑖. Утверждение доказано. 2

Теорема 4. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — граница в ограниченно компактном простран-
стве 𝐻(𝑋). Тогда либо она не является точечно реализуемой, либо

{︀
𝐾 : 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜

}︀
=

Σ(𝒜).

Доказательство. Пусть существует компакт 𝐾 такой, что 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜.
По утверждению 7, такой компакт является астрокомпактом Штейнера для 𝒜, то есть{︀

𝐾 : 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜
}︀
⊂ Σ(𝒜).

Обратно, из точечной реализуемости 𝒜 следует существование компакта 𝐾 такого, что
𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜, причем, согласно утверждению 7, 𝐾 является астрокомпактом Штейнера. Пусть
𝐾 ′ — астрокомпакт Штейнера для 𝒜, тогда 𝑆𝒜(𝐾 ′) = 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜. Значит,

{︀
𝐾 : 𝑆𝒜(𝐾) =

𝜎𝒜
}︀
⊃ Σ(𝒜).
Теорема доказана. 2

Пусть граница 𝒜 — точечно реализуемая, 𝐾 — ее астрокомпакт Штейнера, а набор
(𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑛), 𝑎

′
𝑗 ∈ 𝐴𝑗 , — реализующий для 𝒜. Пусть также существует точка 𝑘 ∈ 𝐾 такая,

что |𝑎′𝑗𝑘| = 𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾) для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Тогда назовем:

� набор (𝑎′1, . . . , 𝑎
′
𝑛) — 𝐾-взвешенным набором;

� точку 𝑘 — реализующей точкой;

� точечную астросеть с вектором вершин (𝑎′1, . . . , 𝑎
′
𝑛, 𝑘) и астровершиной 𝑘 — 𝐾-реализу-

ющей астросетью.

АстровершинуШтейнера для точечной границы {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} также будем называтьточкой
Ферма — Штейнера.

Теорема 5 (необходимое условие точечной реализуемости границы). Пусть 𝒜 =
{𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — точечно реализуемая граница в ограниченно компактном пространстве
𝐻(𝑋). Тогда для любого астрокомпакта Штейнера 𝐾 существует 𝐾-реализующая астро-
сеть с вектором вершин (𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑛, 𝑘), в которой астровершина 𝑘 является точкой Ферма —

Штейнера для границы {𝑎′1, . . . , 𝑎′𝑛}.

Доказательство. Пусть 𝑖 — реализующий индекс, и пусть 𝑎′𝑖 ∈ 𝐴𝑖 — 𝑖-максимальная точка,
то есть

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑖−1𝑎′𝑖𝑎𝑖+1···𝑎𝑛 = max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 .

По утверждению 5, для точки 𝑎′𝑖 ∈ 𝐴𝑖 существуют точки 𝑘 ∈ 𝐾 и 𝑎′𝑗 ∈ 𝐴𝑗 , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖},
такие, что 𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾) ≥ |𝑎′𝑗𝑘| для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 и 𝑆𝒜(𝐾) ≥ 𝜎𝑎′1···𝑎′𝑛(𝑘). Получаем:

𝜎𝑎′1···𝑎′𝑛(𝑘) ≤ 𝑆𝒜(𝐾) = max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑛 =
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= min
𝑎𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=𝑖

𝜎𝑎1···𝑎𝑖−1𝑎′𝑖𝑎𝑖+1···𝑎𝑛 ≤ 𝜎𝑎′1···𝑎′𝑛 ≤ 𝜎𝑎′1···𝑎′𝑛(𝑘).

Значит, все неравенства обращаются в равенства, поэтому 𝑘 ∈ 𝐾 является точкой Ферма —
Штейнера для {𝑎′1, . . . , 𝑎′𝑛}, причем 𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾) = |𝑎′𝑗𝑘| для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Теорема дока-
зана. 2

Следствие 5. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — точечно реализуемая граница в ограниченно
компактном пространстве 𝐻(𝑋). Тогда разным классам одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝒜)
соответствуют различные векторы 𝑑 длин ребер 𝐾𝑑-реализующих астросетей, где 𝐾𝑑 ∈
Σ𝑑(𝒜).

Теорема 6. Граница 𝒜 точечно реализуема тогда и только тогда, когда некоторый
реализующий набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и его точка Ферма — Штейнера 𝑘 таковы, что для 𝑑𝑖 = |𝑎𝑖𝑘|
и 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) выполняется 𝑆𝒜

(︁
𝐵𝑑(𝒜)

)︁
= 𝜎𝒜.

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 5 и того факта, что каноническое рас-
ширение астрокомпактаШтейнера равно максимальному астрокомпактуШтейнера из того же
класса одинаковой взвешенности. Достаточность следует из определения точечно реализуемой
границы. Теорема доказана. 2

Замечание 1. Получаем алгоритм определения точечной реализуемости границы 𝒜
и, в случае точечной реализуемости, перечисления всех ее максимальных астрокомпактов
Штейнера (а значит, и классов одинаковой взвешенности):

1. Вычисляем 𝜎𝒜;

2. Находим все реализующие наборы (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛);

3. Находим все точки Ферма — Штейнера 𝑘 для каждого реализующего набора;

4. Для каждого 𝑘 строим каноническое расширение компакта {𝑘} относительно границы
𝒜 и вектора расстояний 𝑑 =

(︀
|𝑎1𝑘|, . . . , |𝑎𝑛𝑘|

)︀
;

5. Если среди канонических расширений существует компакт 𝐾 такой, что 𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝒜,
то граница 𝒜 является точечно реализуемой, компакт 𝐾 — максимальным астроком-
пактом Штейнера, а 𝜎𝒜 — длиной минимальной астросети;

6. Все канонические расширения 𝐾 ′, для которых выполняется равенство 𝑆𝒜(𝐾 ′) = 𝜎𝒜,
являются максимальными астрокомпактами Штейнера в своих классах одинаковой
взвешенности, и все классы для границы 𝒜 исчерпываются данными.

Замечание 2. Неизвестен ответ на следующий вопрос: верно ли, что для любого ре-
ализующего набора и каждой его точки Ферма — Штейнера 𝑓 существует астрокомпакт
Штейнера той же взвешенности и содержащий 𝑓 .

Утверждение 9. Пусть 𝒜 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} — точечно реализуемая граница в ограни-
ченно компактном пространстве 𝐻(𝑋). Если 𝐾 — астрокомпакт Штейнера из класса оди-
наковой взвешенности Σ𝑑(𝒜), а каждая 𝑖-максимальная точка 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 входит ровно в один
𝐾-взвешенный реализующий набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗, и он имеет единственную точку
Ферма — Штейнера 𝑓 , то 𝑓 принадлежит всем астрокомпактам из класса Σ𝑑(𝒜).

Доказательство. Пусть 𝑖 — реализующий индекс, и пусть 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 — 𝑖-максимальная точка.
Пусть 𝐾 — астрокомпакт Штейнера из условия, а 𝐾 ′ — другой астрокомпакт Штейнера из
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того же класса Σ𝑑(𝒜). По теореме 5, существуют реализующие точки 𝑘 ∈ 𝐾 и 𝑘′ ∈ 𝐾 ′, соот-
ветствующие реализующим наборам (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и (𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑖−1, 𝑎𝑖, 𝑎

′
𝑖+1, . . . , 𝑎

′
𝑛) и являющиеся

для них точками Ферма — Штейнера. Принадлежность 𝐾 и 𝐾 ′ одному классу одинаковой
взвешенности влечет равенства |𝑎′𝑗𝑘′| = 𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾

′) = 𝑑𝐻(𝐴𝑗 ,𝐾) = |𝑎𝑗𝑘| для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
поэтому оба набора являются 𝐾-взвешенными. По условию, для такой 𝑎𝑖 существует един-
ственный 𝐾-взвешенный реализующий набор, а поэтому 𝑎′𝑗 = 𝑎𝑗 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Более
того, из условия единственности точки Ферма — Штейнера для такого набора следует, что
𝑘′ = 𝑘 = 𝑓 . Значит, 𝑓 является общей точкой всех астрокомпактов Штейнера из класса Σ𝑑(𝒜).
Утверждение доказано. 2

Рис. 1: К замечанию 3.

Замечание 3. Применим теорию к определению точечной реализуемости границы.
Пусть в R2 даны точки 𝑎1 = (0, 1), 𝑎2 = (0,−1), 𝑎3 = (1, 0), 𝑏3 = (−1, 0) (см. рис. 1).
Рассмотрим границу 𝒜 = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3}, где 𝐴1 = {𝑎1}, 𝐴2 = {𝑎2}, 𝐴3 = {𝑎3, 𝑏3}. Тогда при
𝑖 = 1 верно

max
𝑐1∈𝐴1

min
𝑐𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=1

𝜎𝑐1𝑐2𝑐3 = min{𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 , 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3} = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 .

В силу имеющихся симметрий,

max
𝑐2∈𝐴2

min
𝑐𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=2

𝜎𝑐1𝑐2𝑐3 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 .

При 𝑖 = 3 имеем:

max
𝑐3∈𝐴3

min
𝑐𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=3

𝜎𝑐1𝑐2𝑐3 = max{𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 , 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3} = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 .

Значит, 𝜎𝒜 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 .

Согласно теореме 5, необходимым условием точечной реализуемости границы 𝒜 являет-
ся принадлежность ее астрокомпакту Штейнера 𝐾 точки Ферма — Штейнера 𝑘 каждой
𝐾-реализующей точечной астросети с вектором вершин (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑘), 𝑐𝑖 ∈ 𝐴𝑖. Поэтому рас-
смотрим точки Ферма — Штейнера для наборов (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) и (𝑎1, 𝑎2, 𝑏3) и обозначим их че-
рез 𝑓𝑎 и 𝑓𝑏 соответственно. Пусть 𝐾 = {𝑓𝑎, 𝑓𝑏}. Непосредственной проверкой получим, что
𝑆𝒜(𝐾) = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3, следовательно, по определению, 𝒜 является точечно реализуемой границей.
У нее есть два реализующих набора (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) и (𝑎1, 𝑎2, 𝑏3), а 𝐾 является астрокомпактом



О бифуркации решения задачи Ферма — Штейнера . . . 277

Штейнера. По утверждению 9, 𝑓𝑎 и 𝑓𝑏 принадлежат всем астрокомпактам Штейнера из
класса одинаковой взвешенности, содержащего 𝐾, поэтому 𝐾 — минимальный астроком-
пакт Штейнера. Поскольку не существует других точечных минимальных астросетей, со-
единяющих наборы (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) и (𝑎1, 𝑎2, 𝑏3), то, согласно следствию 5, этот класс одинаковой
взвешенности — единственный.

3.3. Структура решений задачи Ферма — Штейнера для одноточечных гра-
ничных компактов

Из следствия 3 вытекает следующий факт.

Следствие 6. Длина минимальной параметрической сети для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}
в пространстве 𝑋 равна длине минимальной параметрической сети той же топологии для
границы 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋).

В частности, следствие верно для минимальной параметрической астросети. Кроме то-
го, поскольку кратчайшее дерево можно получить перебором минимальных параметрических
сетей, то справедливо

Следствие 7. Длина кратчайшего дерева для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} в пространстве
𝑋 равна длине кратчайшего дерева для границы 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋).

Теорема 7. Пусть для некоторого множества 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} из 𝑋 не существует
двух разных кратчайших деревьев одной и той же топологии. Тогда в каждом кратчайшем
дереве, соединяющем 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋), все компакты Штейнера — одноточеч-

ные.

Доказательство. Пусть 𝐺 = (𝒜 ∪ 𝒦, 𝐸) — кратчайшее дерево в 𝐻(𝑋), 𝒦 = {𝐾1, . . . ,𝐾𝑚}
— внутренние вершины G. Eсли внутренняя вершина 𝐾 содержит хотя бы две различные
точки 𝑘1 и 𝑘2, то, по теореме 3, существуют два разных дерева 𝐺̄1 и 𝐺̄2, содержащих 𝑘1 и 𝑘2
в качестве вершин и, соответственно, два разных дерева 𝜈−1(𝐺̄1) и 𝜈−1(𝐺̄2). По следствию 6,
𝜈−1(𝐺̄1) и 𝜈−1(𝐺̄2) являются кратчайшими деревьями и имеют одну и ту же топологию. По-
следнее противоречит условию. Значит, 𝐾 = {𝑘}, откуда все компакты Штейнера являются
одноточечными множествами: 𝐾𝑗 = {𝑘𝑗} для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Теорема доказана. 2

Как известно, в пространстве 𝑋 = R𝑚 для любого множества 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} не суще-
ствует двух кратчайших деревьев одной и той же топологии. Учитывая это, из теоремы 7
вытекает

Следствие 8. В каждом кратчайшем дереве, соединяющем границу 𝒜 =
{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(R𝑚), все компакты Штейнера — одноточечные.

Для минимальных параметрических астросетей возможно получить критерий одноточеч-
ности астровершины Штейнера.

Теорема 8 (критерий одноточечности астровершины Штейнера для одноточечной гра-
ницы в 𝐻(𝑋)). Для множества 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} из 𝑋 существует хотя бы две различные
астровершины Штейнера в одном классе одинаковой взвешенности тогда и только тогда,
когда для границы 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋) существует неодноточечная астровершина

Штейнера.

Доказательство. Пусть 𝑘1, 𝑘2 — различные астровершины Штейнера из одного класса
одинаковой взвешенности для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} в 𝑋, следовательно, для каждого 𝑖
верно 𝜌(𝑘1, 𝑎𝑖) = 𝜌(𝑘2, 𝑎𝑖). Тогда для каждого 𝑖 верно 𝑑𝐻

(︀
{𝑘1, 𝑘2}, {𝑎𝑖}

)︀
= 𝑑𝐻

(︀
{𝑘1}, {𝑎𝑖}

)︀
=
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𝜌(𝑘1, 𝑎𝑖), откуда 𝑆𝒜
(︀
{𝑘1, 𝑘2}

)︀
= 𝑆𝒜

(︀
{𝑘1}

)︀
= 𝑆𝐴. Согласно следствию 6, 𝑆𝐴 = 𝑆𝒜, откуда

следует, что {𝑘1, 𝑘2} является астровершиной Штейнера для 𝒜.
Обратно, пусть существует аcтровершина 𝐾 для границы 𝒜, содержащая хотя бы две

различные точки 𝑘1 и 𝑘2. По утверждению 3, для каждого 𝑖 выполняются неравенства
𝜌(𝑘1, 𝑎𝑖) ≤ 𝑑𝐻

(︀
𝐾, {𝑎𝑖}

)︀
и 𝜌(𝑘2, 𝑎𝑖) ≤ 𝑑𝐻

(︀
𝐾, {𝑎𝑖}

)︀
. Тогда 𝑆𝒜

(︀
{𝑘1}

)︀
= 𝑆𝐴(𝑘1) ≤ 𝑆𝒜(𝐾) и

𝑆𝒜
(︀
{𝑘2}

)︀
= 𝑆𝐴(𝑘2) ≤ 𝑆𝒜(𝐾) = 𝑆𝒜, значит, компакты {𝑘1} и {𝑘2} также являются астро-

вершинами Штейнера и все неравенства обращаются в равенства. Тогда 𝜌(𝑘1, 𝑎𝑖) = 𝜌(𝑘2, 𝑎𝑖)
для каждого 𝑖, поэтому 𝑘1 и 𝑘2 являются астровершинами Штейнера для границы 𝐴 и лежат
в одном классе одинаковой взвешенности.

Теорема доказана. 2

Утверждение 10. Пусть 𝑋 — конечномерное нормированное пространство со строго
или нестрого выпуклой нормой 𝜌. Тогда для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} в 𝑋 каждый класс
одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝐴) является выпуклым множеством.

Доказательство. Если Σ𝑑(𝐴) состоит из одного элемента, то оно выпукло. Если в Σ𝑑(𝐴)
содержится два различных решения 𝑥1 и 𝑥2. Так как функция расстояния в 𝑋 выпуклая, то
сумма расстояний от любой точки 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2] до {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} не превышает 𝑆𝐴, а из мини-
мальности функции 𝑆𝐴(𝑥) в точках 𝑥1 и 𝑥2 следует, что 𝑆𝐴(𝑥) = 𝑆𝐴(𝑥1) = 𝑆𝐴. Значит, весь
отрезок [𝑥1, 𝑥2] содержится в Σ𝑑(𝐴), откуда следует, что Σ𝑑(𝐴) — выпуклое множество. 2

Следствие 9. Пусть 𝑋 — конечномерное нормированное пространство со строго выпук-
лой нормой 𝜌. Тогда все астровершины Штейнера для границы 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋)

— одноточечные.

Доказательство. Заметим, что если 𝑥 является решением из класса одинаковой взвешен-
ности Σ𝑑(𝐴) с 𝑑 =

(︀
𝑟1, . . . , 𝑟𝑛

)︀
, где 𝑟𝑖 = 𝜌(𝑎𝑖, 𝑥), то 𝑥 лежит в пересечении всех сфер с центрами

в 𝑎𝑖 и радиусами 𝑟𝑖. Если в классе Σ𝑑(𝐴) содержится два различных решения 𝑥1 и 𝑥2, то, по
утверждению 10, Σ𝑑(𝐴) является выпуклым множеством, поэтому в нем содержится и отрезок
[𝑥1, 𝑥2]. Из определения строго выпуклой нормы следует, что внутренность отрезка с конца-
ми на сфере не содержится в сфере, следовательно, получили противоречие. Таким образом,
каждый класс Σ𝑑(𝐴) состоит из одной точки. Используя критерий из теоремы 8, получаем,
что в 𝐻(𝑋) не возникает дополнительных решений, отличных от соответствующих решений
в 𝑋. Следствие доказано. 2

Следствие 10. Все астрокомпакты Штейнера для границы 𝒜 =
{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в

𝐻(R𝑚) — одноточечные.

Утверждение 11. Пусть 𝑋 — конечномерное нормированное пространство со строго
выпуклой нормой 𝜌. Тогда граница 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, . . . , {𝑎𝑛}

}︀
в 𝐻(𝑋) имеет либо единственное

решение, либо континуум классов одинаковой взвешенности, каждый из которых состоит
из одного элемента.

Доказательство. Если для границы 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} в 𝑋 существует единственное реше-
ние, то согласно критерию из теоремы 8, решение для 𝒜 одноточечное и потому определено
однозначно.

Пусть для границы 𝐴 существует хотя бы два различных решения 𝑥1 ̸= 𝑥2. Из утвержде-
ния 10 следует, что в Σ(𝐴) содержится и весь отрезок [𝑥1, 𝑥2]. Согласно следствию 9, в каждом
классе одинаковой взвешенности Σ𝑑(𝐴) содержится ровно одно решение. Таким образом, для
каждого 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2] существует класс, состоящий из 𝑥. Тогда, согласно критерию из теоре-
мы 8, решение для 𝒜 в каждом классе одноточечное и потому определено однозначно. Значит,
число классов континуально.
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Утверждение доказано. 2

Проиллюстрируем важность строгой выпуклости нормы. В пространстве R3 с невыпуклой
max-нормой рассмотрим границу 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} такую, что 𝑎𝑖 лежат в плоскости 𝑂𝑥𝑦 и что
дня нее существует астровершина Штейнера 𝑘, лежащая в 𝑂𝑥𝑦, для которой все 𝜌(𝑎𝑖, 𝑘) > 0.
Тогда 𝑘 принадлежит сферам с центрами в 𝑎𝑖 радиуса 𝜌(𝑎𝑖, 𝑘). В пространстве с max-нормой
сферами являются поверхности кубов, параллельных координатным осям. Поскольку ребра
всех трех кубов положительной длины, центры кубов лежат в одной плоскости, а поверхно-
сти кубов имеют общую точку, то они пересекаются по некоторому отрезку 𝑇 . Тогда любое
непустое подмножество отрезка 𝑇 является астровершиной Штейнера для 𝐴, и все они при-
надлежат одному классу одинаковой взвешенности.

Продемонстрируем важность нормированности пространства. Рассмотрим ненормирован-
ное метрическое пространство 𝑊 , состоящее из двух единичных кругов 𝐵1(𝑜1) и 𝐵1(𝑜2) из
R2, у которых отождествлены границы: 𝜕𝐵1(𝑜1) = 𝜕𝐵1(𝑜2). Метрику на 𝑊 определим равной

евклидовой метрике 𝜌 для 𝑥1, 𝑥2 из одного круга и равной min𝑦∈𝜕𝐵1(𝑜1)

(︁
𝜌(𝑥1, 𝑦)+𝜌(𝑥2, 𝑦)

)︁
для

𝑥1, 𝑥2 из разных кругов (это фактор-метрика относительно изометрии 𝑏 = 𝑓(𝑎), где 𝑓 — отож-
дествление границ кругов, о фактор-метрике см. [13]). Рассмотрим границы 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}
и 𝒜 =

{︀
{𝑎1}, {𝑎2}, {𝑎3}

}︀
, где точки 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 лежат на 𝜕𝐵1(𝑜) и попарно равноудалены. Гра-

ница 𝐴 имеет две различные астровершины Штейнера, 𝑜1 и 𝑜2, в одном классе одинаковой
взвешенности Σ𝑑(𝐴), где 𝑑 = (1, 1, 1). Пусть 𝐾 — астровершина Штейнера для границы 𝒜.
Из теоремы 3 следует, что 𝑆𝐴 ≤ 𝑆𝒜. Длина минимального дерева Штейнера для границы
{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} на круге 𝐵1(𝑜1) равна 3. Поскольку 𝑆𝒜

(︀
{𝑜1, 𝑜2}

)︀
= 3, то {𝑜1, 𝑜2} является астро-

компактом Штейнера для границы 𝒜 в 𝐻(𝑊 ).

Замечание 4. Рассмотрим ненормированное метрическое пространство 𝑊 , состоящее
из {𝐵1(𝑜𝜆)}𝜆∈Λ из R2, у которых отождествлены границы, и введем фактор-метрику. Тогда
для границы 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}, где точки 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 лежат на 𝜕𝐵1(𝑜) и попарно равноудалены,
в 𝐻(𝑊 ) существует астровершина Штейнера для границы 𝒜 мощности, равной мощности
Λ. При этом максимальная астровершина Штейнера в этом пространстве не определена.

4. Примеры 1-параметрических семейств точечно реализуемых

границ в 𝐻(R2)

В данном разделе мы рассмотрим некоторые семейства точечно реализуемых границ в
𝐻(R2) и исследуем бифуркации множества астрокомпактов Штейнера при 1-параметрической
деформации границ. Заметим, что в случае трехэлементных границ компактыШтейнера одно-
временно являются астрокомпактами Штейнера, поэтому мы будем использовать их свойства,
но пользоваться первым названием.

Нам потребуется вспомогательное утверждение.

Утверждение 12. Пусть 𝒜 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} — граница в метрическом пространстве
(𝑋, 𝜌) и для 𝑘 ≥ 𝑛

2 выполняется 𝑎𝑛−𝑘+1 = · · · = 𝑎𝑛. Тогда единственной астровершиной
Штейнера для 𝒜 является 𝑎𝑛.

Доказательство. Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 справедлива оценка:

𝑆𝒜(𝑥) =
𝑛−𝑘∑︁
𝑖=1

(︁
𝜌(𝑎𝑖, 𝑥) + 𝜌(𝑎𝑛−𝑘+𝑖, 𝑥)

)︁
+

𝑛∑︁
𝑖=2𝑛−2𝑘+1

𝜌(𝑎𝑖, 𝑥) =

=
𝑛−𝑘∑︁
𝑖=1

(︁
𝜌(𝑎𝑖, 𝑥) + 𝜌(𝑎𝑛, 𝑥)

)︁
+ (2𝑘 − 𝑛)𝜌(𝑎𝑛, 𝑥) ≥

𝑛−𝑘∑︁
𝑖=1

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑛) = 𝑆𝒜(𝑎𝑛).
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Таким образом, 𝑆𝒜 достигается на 𝑎𝑛, поэтому 𝑎𝑛 является астровершиной Штейнера. Заме-
тим, что последнее неравенство обращается в равенство только когда 𝜌(𝑎𝑛, 𝑥) = 0, поэтому
других астровершиной Штейнера нет. Утверждение доказано. 2

4.1. Пример с единственным классом одинаковой взвешенности и непосто-
янным числом минимальных компактов Штейнера

Рассмотрим границу 𝒜𝑟 ⊂ 𝐻(R2), состоящую из двух одноточечных компактов 𝐴1 =
{𝑎1}, 𝐴2 = {𝑎2} и отрезка 𝐴3 = [𝑡1, 𝑡2], которые расположены следующим образом. Введем
декартову систему координат так, что 𝑎1 = (0, 𝑟), 𝑎2 = (0,−𝑟), 𝑡1 = (−1, 0), 𝑡2 = (1, 0), где
𝑟 ∈ R — неотрицательный параметр. Пусть 𝐾 — компакт Штейнера для 𝒜𝑟 из класса Σ𝑑(𝒜𝑟),
он существует по следствию 2. Обозначим через 𝑑𝑖 величину 𝑑𝐻(𝐴𝑖,𝐾), 𝑖 = 1, 2. Обозначим
через 𝑓𝑖 точку Ферма — Штейнера для тройки точек {𝑎1, 𝑎2, 𝑡𝑖}.

Теорема 9 (решение задачи Штейнера для границы 𝒜𝑟). Множество всех компактов
Штейнера Σ(𝒜𝑟) состоит из единственного класса Σ𝑑(𝒜𝑟), где

𝑑 =

⎧⎨⎩
(︀

2√
3
𝑟, 2√

3
𝑟, 1− 𝑟√

3

)︀
, если 𝑟 ∈ [0,

√
3];(︀√

𝑟2 + 1,
√
𝑟2 + 1, 0

)︀
, если 𝑟 ∈ [

√
3,+∞).

При 𝑟 > 0 максимальный компакт Штейнера является выпуклым и имеет мощность
континуума, а при 𝑟 = 0 он является одноточечным. Множество Σmin(𝒜𝑟) минимальных
компактов Штейнера устроено следующим образом:

1. при 𝑟 = 0 множество Σmin(𝒜𝑟) совпадает с Σ(𝒜𝑟) и состоит из единственного одно-
точечного элемента 𝐴1 = 𝐴2 (см. рисунок 2);

2. при 𝑟 ∈
(︀
0,

√
3
2

]︀
множество Σmin(𝒜𝑟) состоит из единственного двухточечного элемен-

та {𝑓1, 𝑓2} (см. рисунок 3);

3. при 𝑟 ∈
(︀√

3
2 ,
√
3
)︀
множество Σmin(𝒜𝑟) имеет мощность континуума, каждый его эле-

мент — конечный и состоит из точек 𝑓1, 𝑓2 и центров кругов, составляющих ми-

нимальное покрытие множества [𝑓1, 𝑓2] ∖ 𝐵|𝑡1𝑓1|
(︁
{𝑓1, 𝑓2}

)︁
, причем минимальная мощ-

ность этих элементов равна ⌈
√
3√

3−𝑟
⌉ (см. рисунок 4);

4. при 𝑟 ∈ [
√
3,+∞) множество Σmin(𝒜𝑟) совпадает с Σ(𝒜𝑟) и состоит из единственного

элемента 𝐴3 (см. рисунок 5).

Доказательство. Воспользуемся результатами из раздела 3. Вычислим 𝜎𝒜𝑟 . Несложно
проверить, что

max
𝑎′1∈𝐴1

min
𝑎′𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=1

𝜎𝑎′1𝑎′2𝑎′3 = max
𝑎′2∈𝐴2

min
𝑎′𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=2

𝜎𝑎′1𝑎′2𝑎′3 = |𝑎1𝑎2| = 2𝑟,

max
𝑎′3∈𝐴3

min
𝑎′𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=3

𝜎𝑎′1𝑎′2𝑎′3 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑡1 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑡2 > 2𝑟.

Поэтому 𝜎𝒜𝑟 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑡1 .
Из алгоритмического построения точек Ферма —Штейнера и имеющихся симметрий точек

𝑎1, 𝑎2 относительно оси абцисс и точек 𝑡1, 𝑡2 относительно оси ординат вытекают равенства
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|𝑡1𝑓1| = |𝑡2𝑓2| и |𝑎1𝑓1| = |𝑎1𝑓2| = |𝑎2𝑓1| = |𝑎2𝑓2|, а также тот факт, что 𝑓𝑖 лежит на отрезке
[𝑜, 𝑡𝑖], 𝑖 = 1, 2. Заметим, что для 𝑖 = 1, 2 верно равенство

𝑑𝐻
(︀
𝐴𝑖, [𝑓1, 𝑓2]

)︀
= sup

𝑓∈[𝑓1,𝑓2]
|𝑎𝑖𝑓 | = |𝑎𝑖𝑓1|.

Поскольку [𝑓1, 𝑓2] ⊂ [𝑡1, 𝑡2], то

𝑑𝐻
(︀
𝐴3, [𝑓1, 𝑓2]

)︀
= sup

𝑡∈[𝑡1,𝑡2]
inf

𝑓∈[𝑓1,𝑓2]
|𝑡𝑓 | = |𝑡1𝑓1|.

Поэтому 𝑆𝒜𝑟

(︀
[𝑓1, 𝑓2]

)︀
= 𝜎𝑎1𝑎2𝑡1 . Значит, граница 𝒜𝑟 является точечно реализуемой и, согласно

утверждению 7, [𝑓1, 𝑓2] является компактом Штейнера. Единственность класса Σ𝑑(𝒜𝑟) оди-
наковой взвешенности, содержащего [𝑓1, 𝑓2], вытекает из следствия 5 и единственности точки
Ферма — Штейнера для каждой тройки точек {𝑎1, 𝑎2, 𝑡𝑖}, 𝑖 = 1, 2. Здесь 𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3), где
𝑑1 = 𝑑2 = |𝑎𝑖𝑓𝑗 |, 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2, 𝑑3 = |𝑡1𝑓1| = |𝑡2𝑓2|.

Непосредственными вычислениями найдем длины 𝑑𝑖 при разных значениях парамет-
ра 𝑟. При 𝑟 ∈ [0,

√
3] расстояния 𝑑𝑖 = 𝑑𝐻

(︀
{𝑎𝑖}, [𝑓1, 𝑓2]

)︀
равны по 2√

3
𝑟, 𝑖 = 1, 2, а 𝑑3 =

𝑑𝐻
(︀
[𝑡1, 𝑡2], [𝑓1, 𝑓2]

)︀
= 1 − 𝑟√

3
. При 𝑟 ∈ [

√
3,+∞) расстояние 𝑑3 = 𝑑𝐻

(︀
[𝑡1, 𝑡2], [𝑓1, 𝑓2]

)︀
равно 0,

а расстояния 𝑑𝑖 = 𝑑𝐻
(︀
{𝑎𝑖}, [𝑓1, 𝑓2]

)︀
по теореме Пифагора равны

√
𝑟2 + 1. Тогда длина мини-

мального дерева Штейнера 𝑆𝒜𝑟 выражается следующим образом:

𝑆𝒜𝑟 =

⎧⎨⎩1 +
√
3𝑟, если 𝑟 ∈ [0,

√
3];

2
√
𝑟2 + 1, если 𝑟 ∈ [

√
3,+∞).

Эта функция возрастает при 𝑟 ∈ [0,+∞).
Максимальный компакт Штейнера 𝐾max при всех значениях 𝑟 равен, согласно теореме 2,

компакту 𝐵𝑑1(𝑎1)∩𝐵𝑑2(𝑎2)∩𝐵𝑑3

(︀
[𝑡1, 𝑡2]

)︀
. При 𝑟 > 0 он выпуклый и имеет мощность континуу-

ма. При 𝑟 = 0 происходит совпадение точек 𝑎1 и 𝑎2 (а значит, и точек 𝑓𝑖) с серединой отрезка
[𝑡1, 𝑡2]. Следовательно, 𝑑1 = 𝑑2 = 0 и максимальный компакт равен одноточечному компакту
𝐴1 = 𝐴2.

Рис. 2: Cлучай 𝑟 = 0 Рис. 3: Cлучай 𝑟 ∈
(︀
0,

√
3
2

]︀
Теперь для каждого значения параметра 𝑟 найдем все минимальные компакты Штейнера.
Случай 1. При 𝑟 = 0, как показано выше, максимальный компакт Штейнера совпадает

с одноточечным компактом 𝐴1 = 𝐴2, поэтому он является единственным элементом в Σ(𝒜0)
(см. рисунок 2).
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Случай 2. При 𝑟 ∈
(︀
0,

√
3
2

]︀
(см. рисунок 3) выполняется |𝑡𝑖𝑓𝑖| ∈

[︀
1
2 , 1
)︀
, поэтому, с уче-

том равенства 𝑑3 = |𝑡𝑖𝑓𝑖|, верно включение [𝑡1, 𝑡2] ⊂ 𝐵𝑑3

(︀
{𝑓1, 𝑓2}

)︀
. Кроме того, очевидно, что

{𝑓1, 𝑓2} ⊂ 𝐵𝑑3

(︀
[𝑡1, 𝑡2]

)︀
. Тогда выполняется 𝑑𝐻

(︀
[𝑡1, 𝑡2], {𝑓1, 𝑓2}

)︀
≤ 𝑑3 = 𝑑𝐻

(︀
[𝑡1, 𝑡2], [𝑓1, 𝑓2]

)︀
. По-

скольку 𝑑𝐻
(︀
{𝑎𝑖}, {𝑓1, 𝑓2}

)︀
= 𝑑𝐻

(︀
{𝑎𝑖}, [𝑓1, 𝑓2]

)︀
, верно неравенство 𝑆𝒜𝑟

(︀
{𝑓1, 𝑓2}

)︀
≤ 𝑆𝒜𝑟

(︀
[𝑓1, 𝑓2]

)︀
,

и из минимальности функции 𝑆𝒜𝑟 на компакте [𝑓1, 𝑓2] следует, что {𝑓1, 𝑓2} также является
компактом Штейнера. Он является минимальным, так как удаление из него любой точки
приведет, очевидно, к увеличению расстояния до [𝑡1, 𝑡2] при сохранении расстояний до {𝑎𝑖}.

Рис. 4: Cлучай 𝑟 ∈
(︀√

3
2 ,
√
3
)︀

Рис. 5: Cлучай 𝑟 ∈ [
√
3,+∞)

Случай 3. При 𝑟 ∈
(︀√

3
2 ,
√
3
)︀
(см. рисунок 4) выполняется |𝑡𝑖𝑓𝑖| ∈

(︀
0, 12
)︀
, поэтому ком-

пакт 𝐵𝑑3

(︀
{𝑓1, 𝑓2}

)︀
не покрывает [𝑡1, 𝑡2]. Рассмотрим всевозможные минимальные покрытия

отрезка 𝑇 := [𝑡1, 𝑡2] ∖𝐵𝑑3

(︀
{𝑓1, 𝑓2}

)︀
открытыми кругами радиуса 𝑑3 с центрами, лежащими

в 𝐾max. Поскольку 𝑇 — компакт, каждое такое покрытие является конечным. Рассмотрим
замыкания этих кругов; если покрытие перестало быть минимальным, то удалим избыточ-
ные круги. Центры оставшихся кругов обозначим через {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Таким образом, компакт
{𝑓1, 𝑓2, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} является минимальным компактом Штейнера.

Посчитаем наименьшую возможную мощность минимального компакта Штейнера в этом
случае. Пересечение отрезка 𝑇 и круга 𝐵𝑑3(𝑥𝑖), где 𝑥𝑖 — точка из минимального компакта
Штейнера, является отрезком длины, не превышающей 2𝑑3. Поскольку отрезок 𝑇 имеет дли-
ну 2− 4𝑑3, то для его покрытия требуется ⌈2−4𝑑3

2𝑑3
⌉ = ⌈ 1

𝑑3
⌉− 2 кругов. Ещё два круга, 𝐵𝑑3(𝑓1) и

𝐵𝑑3(𝑓2), покрывают оставшуюся часть отрезка [𝑡1, 𝑡2], поэтому наименьшая возможная мощ-

ность минимального компакта Штейнера равна ⌈ 1
𝑑3
⌉ = ⌈

√
3√

3−𝑟
⌉.

Докажем теперь, что множество Σmin(𝒜𝑟) минимальных компактов Штейнера имеет мощ-
ность континуума.

Скажем, что точка 𝑡 ∈ 𝑇 имеет кратность 𝑘, если она принадлежит 𝑘 разным элемен-

там покрытия
{︀
𝐵𝑑3(𝑥𝑖)

}︀𝑚′

𝑖=1
. Покрытие

{︀
𝐵𝑑3(𝑥𝑖)

}︀𝑚′

𝑖=1
является минимальным для 𝑇 тогда и

только тогда, когда для каждого 𝑖 существует точка 𝑡 ∈ 𝑇 ∩ 𝐵𝑑3(𝑥𝑖) кратности 1. Это также
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равносильно условию, что {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚′} является минимальным компактом Штейнера.

Заметим, что для любого 𝑓 = |𝑓1𝑓2| > 2𝑑3 существует такое 𝑚 ∈ N, что 𝑓 ∈
(︁
𝑚𝑑3, (𝑚 +

1)𝑑3

]︁
. Поскольку 𝑚 + 1 < 2𝑘 при 𝑚 > 1, то 𝑚𝑑3 < 𝑓 < 2𝑚𝑑3. Расположим на [𝑓1, 𝑓2] точки

𝑥1 = 𝑓1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1 = 𝑓2 так, чтобы для 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 выполнялось |𝑥𝑚𝑥𝑚+1| = |𝑓1𝑓2|
𝑚 = 𝑡.

Из доказанного выше следует, что 𝑑3 < 𝑡 < 2𝑑3. Условие 𝑡 > 𝑑3 означает, что в некоторой
𝑈𝜀𝑖(𝑥𝑖) содержатся только точки кратности 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚+1. Условие 𝑡 < 2𝑑3 означает, что в
некоторой 𝑈𝛿𝑖(𝑦𝑖), где 𝑦𝑖 — середина отрезка [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], содержатся только точки кратности 2,
𝑖 = 2, . . . ,𝑚. Так как неравенства строгие, а функция расстояния — непрерывная, то для любой
точки 𝑥′2 ∈ 𝑈min{𝜀𝑖,𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑖}(𝑥2) неравенства 𝑑3 < |𝑥′2𝑥1| < 2𝑑3 и 𝑑3 < |𝑥′2𝑥3| < 2𝑑3 также будут
строгими. Значит, заменив в минимальном компакте {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚+1} точку 𝑥2 на 𝑥′2, мы
получим новый минимальный компакт Штейнера. Поскольку существует континуум способов
выбрать точку 𝑥′2, то Σmin(𝒜𝑟) имеет мощность континуума.

Случай 4. Наконец, при 𝑟 ∈ [
√
3,+∞) точка 𝑓𝑖 совпадает с точкой 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2 (см.

рисунок 5), откуда следует, что 𝑑𝐻
(︀
[𝑡1, 𝑡2], [𝑓1, 𝑓2]

)︀
= 0. Значит, для любого компактного

подмножества 𝐿 такого, что {𝑡1, 𝑡2} ⊂ 𝐿 ⊂ [𝑡1, 𝑡2], расстояние 𝑑𝐻
(︀
[𝑡1, 𝑡2], 𝐿

)︀
> 𝑑3 = 0, а

𝑑𝐻
(︀
{𝑎𝑖}, 𝐿

)︀
= 𝑑𝐻

(︀
{𝑎𝑖}, {𝑡1, 𝑡2}

)︀
= 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2. Значит, 𝐿 не является компактом Штейнера,

поэтому [𝑡1, 𝑡2] — минимальный.
Теорема доказана. 2

4.2. Пример, для которого число классов одинаковой взвешенности непосто-
янно и конечно

Нам потребуется вспомогательные утверждения.

Утверждение 13. Пусть 𝑡1, 𝑡2 — точки на окружности 𝜕𝐵1(𝑜), прямая 𝑙 проходит
через 𝑜 и перпендикулярна [𝑡1, 𝑡2]. Тогда при движении точки 𝑞 по большой дуге окружно-
сти 𝜕𝐵1(𝑜) с концами 𝑡1 и 𝑡2 от точки 𝑡2 до пересечения с прямой 𝑙 значение 𝜎𝑡1𝑡2𝑞 строго
монотонно увеличается.

Доказательство. Построим правильный треугольник △𝑡0𝑡1𝑡2 так, что отрезок [𝑜, 𝑡0] пере-
секается с [𝑡1, 𝑡2]. Пусть 𝑞0 — точка пересечения прямой 𝑡0𝑡2 и окружности 𝜕𝐵1(𝑜), отличная
от 𝑡2 (см. рисунок 6).

Пусть сначала 𝑞 лежит на малой дуге окружности 𝜕𝐵1(𝑜) с концами 𝑡2 и 𝑞0 (на рисунке
такая 𝑞 обозначена через 𝑞1). Поскольку ∠𝑡1𝑡2𝑞0 = 2𝜋

3 , то ∠𝑡1𝑡2𝑞 > 2𝜋
3 . Значит, для таких 𝑞

выполняется 𝜎𝑡1𝑡2𝑞 = |𝑡1𝑡2|+ |𝑡2𝑞|. Тогда при движении 𝑞 по малой дуге окружности от 𝑡2 к 𝑞0
значение |𝑡2𝑞| строго монотонно возрастает, а значит, строго монотонно возрастает значение
𝜎𝑡1𝑡2𝑞.

Теперь пусть 𝑞 лежит на малой дуге окружности 𝜕𝐵1(𝑜) между 𝑞0 и точкой пересечения
окружности с прямой 𝑙 (на рисунке такая 𝑞 обозначена через 𝑞2). Построим отрезок [𝑡0, 𝑞], он
является линией Симпсона и его длина, как известно (см. [16]), равняется 𝜎𝑡1𝑡2𝑞. В треуголь-
нике △𝑡0𝑜𝑞 при движении 𝑞 по дуге окружности сохраняются длины сторон [𝑡0, 𝑜] и [𝑜, 𝑞], а
угол ∠𝑡0𝑜𝑞 увеличивается, следовательно, увеличивается длина стороны [𝑡0, 𝑞]. Таким образом,
𝜎𝑡1𝑡2𝑞 строго монотонно возрастает.

Утверждение доказано. 2

Следствие 11. Пусть 𝑡1, 𝑡2, 𝑞1, 𝑞2 — точки на окружности 𝜕𝐵1(𝑜), причем 𝑞1, 𝑞2 лежат
на большой дуге с концами 𝑡1, 𝑡2. Если длина дуги с концами в 𝑞1 и ближайшей к 𝑞1 точке 𝑡𝑖
меньше, чем длина дуги с концами в 𝑞2 и ближайшей к 𝑞2 точке 𝑡𝑖, то 𝜎𝑡1𝑡2𝑞1 < 𝜎𝑡1𝑡2𝑞2.

Доказательство. Пусть 𝑙 — серединный перпендикуляр к отрезку [𝑡1, 𝑡2]. Если 𝑞1, 𝑞2 ле-
жат по одну сторону от прямой 𝑙, то, согласно утверждению 13, 𝜎𝑡1𝑡2𝑞1 < 𝜎𝑡1𝑡2𝑞2 . Если 𝑞1, 𝑞2



284 А. М. Тропин

разделены прямой 𝑙, то построим точку 𝑞′1 симметрично 𝑙, для нее справедливо неравенство
𝜎𝑡1𝑡2𝑞′1 = 𝜎𝑡1𝑡2𝑞1 . Поскольку 𝑞

′
1 попадает на малую дугу с концами в 𝑞2 и ближайшей к 𝑞2 точке

𝑡𝑖, то, по утверждению 13, 𝜎𝑡1𝑡2𝑞′1 < 𝜎𝑡1𝑡2𝑞2 , откуда получаем требуемое неравенство. Следствие
доказано. 2

Рис. 6: К утверждению 13.

Рассмотрим границу 𝒜𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3} ⊂ 𝐻(R2), где 𝐴𝑖 = {𝑎𝑖, 𝑏𝑖}, |𝑎𝑖𝑏𝑖| = 2, {𝑎1, 𝑏1} и
{𝑎3, 𝑏3} получаются из {𝑎2, 𝑏2} поворотом относительно середины 𝑜 отрезка [𝑎2, 𝑏2] на углы
−𝛼 и 𝛼 соответственно, 𝛼 ∈

[︀
0, 𝜋2

]︀
(см. рисунок 7).

Теорема 10. В сделанных выше обозначениях,

𝑆𝒜𝛼 =

⎧⎨⎩𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = 4 sin 𝛼
2 , если 𝛼 ∈

[︀
0, 𝜋3

]︀
;

𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 2 sin 𝛼
2 + 2 cos𝛼, если 𝛼 ∈

(︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

]︀
.

Эта функция непрерывна, строго монотонно возрастает от 0 до 2 при 𝛼 ∈
[︀
0, 𝜋3

]︀
, строго

монотонно убывает от 2 до
√
2 при 𝛼 ∈

[︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

]︀
и дифференцируема на

(︀
0, 𝜋3

)︀
∪
(︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

)︀
.

Каждый класс одинаковой взвешенности состоит ровно из одного компакта, совпадающе-
го с одним из граничных компактов. Подробная характеристика множеств Σ(𝒜𝛼) приведена
в таблице:

𝛼 𝑁𝑐𝑙(𝒜𝛼) 𝐴1 ∈ Σ(𝒜𝛼) 𝐴2 ∈ Σ(𝒜𝛼) 𝐴3 ∈ Σ(𝒜𝛼)

0 1 + + +(︀
0, 𝜋3

)︀
1 − + −

𝜋
3 3 + + +(︀

𝜋
3 ,

𝜋
2

)︀
2 + − +

𝜋
2 1 + − +

Доказательство. Случай 1. При 𝛼 = 0 все граничные компакты совпадают, поэтому,
согласно утверждению 12, единственным компактом Штейнера является граничный компакт
𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴3, и 𝑆𝒜𝛼 = 0.

Случай 2. При 𝛼 = 𝜋
2 совпадают два граничных компакта: 𝐴1 = 𝐴3, поэтому, согласно

утверждению 12, единственным компактом Штейнера является граничный компакт 𝐴1 = 𝐴3,
и 𝑆𝒜𝛼 = 𝑑𝐻(𝐴1, 𝐴2). Поскольку [𝑎1, 𝑏1] и [𝑎2, 𝑏2] — перпендикулярные диаметры окружности,
то 𝑑𝐻(𝐴1, 𝐴2) =

√
2.

Случай 3. При 𝛼 ∈ (0; 𝜋2 ) вычислим 𝜎𝒜𝛼 . В силу имеющихся симметрий достаточно взять
максимум по 𝑖 ∈ {1, 2}, а в каждом из вариантов фиксировать 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖.
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Рис. 7: Случай 𝛼 ∈
(︀
0, 𝜋3

)︀
. Рис. 8: Случай 𝛼 ∈

(︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

)︀
.

Если 𝑖 = 1, то

min
𝑎′𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=1

𝜎𝑎′1𝑎′2𝑎′3 = min{𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 , 𝜎𝑎1𝑏2𝑎3 , 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 , 𝜎𝑎1𝑏2𝑏3},

причем 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 𝜎𝑎1𝑏2𝑏3 .
Если 𝑖 = 2, то

min
𝑎′𝑗∈𝐴𝑗 ,𝑗 ̸=2

𝜎𝑎′1𝑎′2𝑎′3 = min{𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 , 𝜎𝑏1𝑎2𝑎3 , 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 , 𝜎𝑏1𝑎2𝑏3},

причем 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 𝜎𝑏1𝑎2𝑎3 .
Поскольку △𝑎1𝑎2𝑎3 и △𝑎1𝑏2𝑎3 — равнобедренные треугольники с общим основанием 𝑎1𝑎3

и соотношением боковых сторон |𝑎1𝑏2| > |𝑎1𝑎2|, то 𝜎𝑎1𝑏2𝑎3 > 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 . Поскольку также 𝜎𝑏1𝑎2𝑏3 =
𝜎𝑎1𝑏2𝑎3 , то на этих значениях не могут достигаться минимумы. Осталось сравнить 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 и
𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 при разных значениях 𝛼, иcпользуя утверждение 13.

Случай 3.1.При 𝛼 ∈
(︀
0, 𝜋3

)︀
малая дуга с концами 𝑎2 и 𝑎3 короче, чем малая дуга с концами

𝑎1 и 𝑏3 (см. рис. 7), поэтому 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 > 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 . Значит, оба минимума и, следовательно, 𝜎𝒜𝛼 ,
равны 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 .

Кроме того, при данных 𝛼 выполняется ∠𝑎1𝑎2𝑎3 = 𝜋 − 𝛼 ∈
[︀
2𝜋
3 , 𝜋

)︀
, поэтому 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 =

|𝑎1𝑎2|+ |𝑎2𝑎3| и 𝑎2 является точкой Ферма — Штейнера для (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3). С учетом симметрий,
𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = 𝜎𝑏1𝑏2𝑏3 = |𝑏1𝑏2| + |𝑏2𝑏3| и 𝑏2 является точкой Ферма — Штейнера для (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3).
Заметим, что 𝑆𝒜𝛼(𝐴2) = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 , поэтому 𝒜𝛼 — точечно реализуемая граница, и, согласно
утверждению 7, 𝐴2 является компактом Штейнера. Обе 𝐴2-реализующие астросети имеют
вектор длин ребер 𝑑 = (|𝑎1𝑎2|, 0, |𝑎2𝑎3|), поэтому, с учетом следствия 5, класс одинаковой
взвешенности единственный.

Случай 3.2. При 𝛼 = 𝜋
3 длина малой дуги с концами 𝑎2 и 𝑎3 равна длине малой дуги с

концами 𝑎1 и 𝑏3 (см. рис. 8), поэтому 𝜎𝒜𝛼 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 .
Поскольку ∠𝑎1𝑎2𝑎3 = 2𝜋

3 , то 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = |𝑎1𝑎2|+|𝑎2𝑎3| и 𝑎2 является точкой Ферма —Штейне-
ра для (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3). С учетом симметрий, каждая из шести точек {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3} является
точкой Ферма — Штейнера для набора, состоящего из нее и двух ближайших. Заметим, что
𝑆𝒜𝛼(𝐴𝑖) = 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 = 2 для каждого 𝑖 = 1, 2, 3, поэтому 𝒜𝛼 — точечно реализуемая граница, и,
согласно утверждению 7, 𝐴𝑖 является компактом Штейнера. Для каждого 𝑖 существуют ровно
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две 𝐴𝑖-реализующие астросети с одинаковым вектором длин ребер, поэтому, с учетом след-
ствия 5, существует три класса одинаковой взвешенности, соответствующие векторам (1, 1, 0),
(1, 0, 1), (0, 1, 1).

Случай 3.3. При 𝛼 ∈
(︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

)︀
малая дуга с концами 𝑎1 и 𝑏3 короче, чем малая дуга с

концами 𝑎2 и 𝑎3, поэтому 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 и, следовательно, 𝜎𝒜𝛼 = 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 .
Кроме того, при данных 𝛼 выполняется ∠𝑏3𝑎1𝑎2 = 𝜋 − ∠𝑏3𝑏1𝑎2 = 𝜋 − 1

2∠𝑏3𝑜𝑎2 = 𝜋+𝛼
2 ∈(︀

2𝜋
3 ,

3𝜋
4

)︀
, поэтому 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = |𝑎1𝑎2| + |𝑎1𝑏3| и 𝑎1 является точкой Ферма — Штейнера для

(𝑎1, 𝑎2, 𝑏3). С учетом симметрий, 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 𝜎𝑎1𝑏2𝑏3 = |𝑏1𝑏2| + |𝑏2𝑏3| и 𝑏3 является точкой Фер-
ма —Штейнера для (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3). Аналогично, 𝑎3 и 𝑏1 являются точками Ферма —Штейнера для
(𝑏1, 𝑎2, 𝑎3) и (𝑏1, 𝑏2, 𝑎3) соответственно. Заметим, что 𝑆𝒜𝛼(𝐴1) = 𝑆𝒜𝛼(𝐴3) = 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 , поэтому 𝒜𝛼

— точечно реализуемая граница, и, согласно утверждению 7, 𝐴1 и 𝐴3 являются компактами
Штейнера. Обе 𝐴1-реализующие астросети имеют вектор длин ребер 𝑑 = (0, |𝑎1𝑎2|, |𝑎1𝑏3|), обе
𝐴3-реализующие астросети имеют вектор длин ребер 𝑑 = (|𝑏1𝑎3|, |𝑎2𝑎3|, 0), поэтому, с учетом
следствия 5, существует два класса одинаковой взвешенности.

Во всех трех случаях компакт Штейнера совпадает со своим каноническим расширени-
ем, поэтому является максимальным компактом Штейнера, а удаление из него любой точки
увеличит расстояние до граничных компактов, поэтому он является также минимальным, а
следовательно, единственным компактом Штейнера в своем классе.

Таким образом, при 𝛼 ∈
[︀
0, 𝜋3

]︀
длина минимального дерева Штейнера равняется 𝜎𝑎1𝑎2𝑎3 =

4 sin 𝛼
2 , эта функция строго монотонно возрастает при данных 𝛼. При 𝛼 ∈

(︀
𝜋
3 ,

𝜋
2

]︀
длина мини-

мального дерева Штейнера равняется 𝜎𝑎1𝑎2𝑏3 = 2 sin 𝛼
2 +2 cos𝛼, эта функция строго монотонно

убывает при данных 𝛼. Заметим, что в точке 𝛼 = 𝜋
3 график функции 𝑆𝒜𝛼 имеет излом, а сама

функция не дифференцируема.
Теорема доказана. 2

5. Заключение

Таким образом, получена нижняя оценка длины минимальной параметрической сети через
длину астросети с одноточечными вершинами, содержащимися в граничных компактах, и изу-
чены бифуркации решений задачи Ферма — Штейнера при 1-параметрической деформации
трехэлементных границ в 𝐻(R2), для которых достигается нижняя оценка длины минималь-
ной астросети.
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