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Аннотация

Работа относится к тому направлению в теории многогранников в 𝐸3, в котором изуча-
ются классы выпуклых многогранников, расширяющих класс правильных (платоновых):
многогранники таких классов сохраняют лишь некоторые свойства правильных много-
гранников.

Ранее автором были найдены новые классы многогранников, объединённых такими
условиями симметрии на элементы многогранника, при которых условия правильности
граней не предполагались заранее. При этом была доказана полнота списков рассмотрен-
ных классов.

Далее автором был рассмотрен класс так называемых 𝑅𝑅-многогранников.
𝑅𝑅-многогранником (от слов rombic и regular) называется выпуклый многогранник, у

которого существуют симметричные ромбические вершины и существуют грани, не при-
надлежащие ни одной звезде этих вершин; причём все грани, не входящие в звезду ром-
бической вершины, являются правильными многоугольниками.

Если гранная звезда 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) вершины 𝑉 многогранника состоит из 𝑛 равных и одина-
ково расположенных ромбов (не квадратов), имеющих общей вершиной 𝑉 , то 𝑉 называется
ромбической. Если вершина 𝑉 принадлежит оси вращения порядка 𝑛 звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), то 𝑉
называется симметричной. Симметричная ромбическая вершина 𝑉 называется тупоуголь-
ной, если ромбы звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) в вершине 𝑉 сходятся своими тупыми углами.

Примером RR-многогранника является удлинённый ромбододекаэдр.
Ранее автором были найдены все 𝑅𝑅-многогранники с двумя симметричными ромби-

ческими вершинами.
В настоящей работе рассматривается вопрос о существовании замкнутых выпуклых

𝑅𝑅-многогранников в 𝐸3 с одной симметричной тупоугольной ромбической вершиной и
правильными гранями одного типа. Доказывается теорема о том, что существует только
два таких многогранника: 13-гранник и 19-гранник. Оба этих многогранника получены из
правильного: икосаэдра. Доказательство существования 19-гранника основано, в частно-
сти, на теореме А.Д.Александрова о существовании выпуклого многогранника с данной
развёрткой.

Ключевые слова: симметричные ромбические вершины, 𝑅𝑅-многогранник, звезда ром-
бической вершины, развёртка
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Abstract

The work refers to the direction in the theory of polyhedra in 𝐸3, in which classes of convex
polytopes are studied that extend the class of regular (Platonic) polyhedra: polyhedra of such
classes retain only some properties of regular polyhedra.

Earlier, the author found new classes of polyhedra united by such symmetry conditions
under which the conditions for the regularity of the faces were not assumed in advance. At the
same time, the completeness of the lists of the considered classes was proved.

Further, the author considered the class of so-called 𝑅𝑅 -polyhedra. A 𝑅𝑅-polyhedron (from
the words rombic and regular) is a convex polyhedron that has symmetric rhombic vertices and
there are faces that do not belong to any star of these vertices; moreover, all faces that are not
included in the star of the rhombic vertex are regular polygons.

If a faceted star 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) of a vertex 𝑉 of a polyhedron consists of 𝑛 equal and equally spaced
rhombuses (not squares) with a common vertex 𝑉 , then 𝑉 is called rhombic. If the vertex 𝑉
belongs to the axis of rotation of the order 𝑛 of the star 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), then 𝑉 is called symmetric. A
symmetric rhombic vertex 𝑉 is called obtuse if the rhombuses of the star 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) at the vertex
𝑉 converge at their obtuse angles.

An example of an 𝑅𝑅-polyhedron is an elongated rhombododecahedron.
Previously, the author found all 𝑅𝑅-polyhedra with two symmetric rhombic vertices.
In this paper, we consider the question of the existence of closed convex 𝑅𝑅-polyhedra in

𝐸3 with one symmetric obtuse rhombic vertex and regular faces of the same type. A theorem
is proved that there are only two such polyhedra, a 13-faced and a 19-faced. Both of these
polyhedra are obtained from the regular — icosahedron. The proof of the existence of a 19-
hedron is based, in particular, on A.D. Aleksandrov’s theorem on the existence of a convex
polyhedron with a given unfolding.
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1. Введение

Известно много работ, в которых понятие правильных (платоновых) многогранников в 𝐸3,
а также исторически первое расширение этого класса — класс равноугольно-полуправильных
(архимедовых) многогранников — переносятся на многомерное пространство, на пространства
постоянной кривизны, на многогранники другой эйлеровой характеристики (см., например,
[1] — [21]). В частности, найдены также все выпуклые многогранники, которые разделяют с
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правильными только свойство правильности граней: не предполагая заранее других условий
симметрии помимо выпуклости многогранника и правильности граней, в работе [18] было
доказано, что эмпирически найденные многогранники работы [19] исчерпывают класс всех
замкнутых выпуклых многогранников в 𝐸3 с правильными гранями.

В работе автора [22] найден класс многогранников (“сильно симметричные” многогранни-
ки) с условиями симметрии на элементы многогранника, причём условий правильности граней
не требуется. Оказалось, что класс сильно симметричных многогранников допускает полное
перечисление. Некоторые обобщения результатов работы [22] имеются в [23].

Продолжением изучения влияния симметрии на геометрию многогранника является рабо-
та [24], в которой, в частности, был определён класс симметричных многогранников с пра-
вильными гранями и ромбическими вершинами — так называемых 𝑅𝑅-многогранников. В
той же работе было дано доказательство существования двух 𝑅𝑅-многогранников с двумя
ромбическими вершинами: 24-гранника и 20-гранника. У обоих этих многогранников имеются
зеркальные оси симметрии.

Напомним определение класса 𝑅𝑅-многогранников.

Определение 1. Замкнутый выпуклый многогранник в 𝐸3 называется 𝑅𝑅-многогран-
ником (от слов rombic и regular), если у него существуют симметричные ромбические вер-
шины и существуют грани, не принадлежащие ни одной звезде этих вершин; причём все
грани, не входящие в звезду симметричной ромбической вершины, являются правильными
многоугольниками.

При этом под ромбической вершиной понимается такая вершина 𝑉 , звезда 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) граней
которой состоит из 𝑛 равных и одинаково расположенных ромбов (не квадратов), имеющих об-
щей вершиной 𝑉 . Если вершина 𝑉 принадлежит оси вращения порядка 𝑛 звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), то 𝑉
называется симметричной. Симметричная ромбическая вершина 𝑉 называется тупоугольной,
если ромбы звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) в вершине 𝑉 сходятся своими тупыми углами.

Таким образом, 𝑅𝑅-многогранники наследуют свойство правильности граней правильных
многогранников с появлением в них остроугольных или тупоугольных ромбических вершин.
Примером 𝑅𝑅-многогранника с остроугольной ромбической вершиной является известный в
кристаллографии удлинённый ромбододекаэдр.

В [25]-[27] доказана полнота списка 𝑅𝑅-многогранников с двумя симметричными, изоли-
рованными — как остроугольными, так и тупоугольными — ромбическими вершинами. Кроме
того, в [27] найдены многогранники с одной остроугольной ромбической вершиной и анонси-
ровано существование двух 𝑅𝑅-многогранников с тупоугольными ромбическими вершинами.

Настоящая работа посвящена доказательству существования двух 𝑅𝑅-многогранников с
одной тупоугольной ромбической вершиной и однотипными правильными гранями. Доказано
также, что других таких 𝑅𝑅-многогранников не существует.

2. Теорема о существовании

Следующая теорема показывает, что дополняя список 𝑅𝑅-многогранников с одной остро-
угольной вершиной из [27] двумя возможными 𝑅𝑅-многогранниками с тупоугольной ромби-
ческой вершиной, мы получаем полный список всех 𝑅𝑅-многогранников с одной ромбической
вершиной.

Теорема 1. Существуют только два 𝑅𝑅-многогранника с одной тупоугольной ромби-
ческой вершиной и правильными гранями одного типа — 13-гранник и 19-гранник; их пра-
вильные грани являются треугольными.

Доказательство.
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1. Удалим одну из треугольных граней икосаэдра, а также три грани, соседние с ней по реб-
ру икосаэдра. Получим многогранник 𝑀 с треугольными гранями, ограниченный замкнутой
ломаной 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐴 (Рис.1, a)). Обозначим эту ломаную Γ. Плоский угол между звеньями
𝐵𝐴 и 𝐵𝐶 ломаной, а также углы, эквивалентные ему относительно оси вращения третьего по-
рядка многогранника 𝑀 , перпендикулярной грани 𝑅𝑇𝐾, обозначим 𝛼. Углы между звеньями
𝐶𝐵 и 𝐶𝐷 и им эквивалентные, обозначим 𝛽.

Многогранник 𝑀 допускает непрерывные изометрические деформации (изгибания). Для
доказательства этого воспользуемся теоремой А.Д. Александрова о реализации развёртки с
неотрицательной кривизной, заданной на сфер, [28].

Развернём удалённую часть икосаэдра на плоскость. Получим треугольник 𝐴𝐶𝐸, состав-
ленный из четырёх правильных треугольников (Рис.1, c)). Обозначим этот треугольник Δ.
Будем изометрически деформировать граничную плоскую ломаную треугольника Δ, состав-
ленную из шести звеньев (Рис.3, d)). Деформацию будем проводить так, чтобы не только
длины рёбер сохранялись, но и сохранялась симметрия Δ. Получим переменный симметрич-
ный 6-угольник Δ.

Склеим развёртку многогранника 𝑀 с переменным 6-угольником Δ. По теореме
A.Д.Александрова, полученная развёртка реализуется замкнутым выпуклым многогранни-
ком 𝑀 ′, единственным для каждого Δ. Для каждого Δ частью многогранника 𝑀 ′ является
единственный многогранник 𝑀 .

Таким образом, изгибание многогранника 𝑀 можно рассматривать как полученное непре-
рывным изменением угла 𝛼 и сохранением симметрии многогранника 𝑀 . Для каждого 𝛼
дополняя многогранник 𝑀 "крышкой" �̃� до замкнутого выпуклого многогранника, вы-
резая образовавшуюся фигуру �̃� из четырёх треугольников и разворачивая эту фигуру на
плоскость, мы будем получать переменный симметричный 6-угольник Δ. Изометрической де-
формации 6-угольника Δ соответствует изгибание многогранника 𝑀 .

Покажем, что геометрический смысл имеет только следующий интервал изменения угла:
𝜋

3
< 𝛼 <

2𝜋

3
.

Действительно, неравенство 𝛼 ≥ 2𝜋

3
невозможно, так как уже при 𝛼 =

2𝜋

3
грани 𝐴𝐵𝐿 и

𝐵𝐿𝐶 лежат в одной плоскости и и они образуют один ромб. А при 𝛼 =
𝜋

3
четырёхугольная пи-

рамида 𝐴𝐶𝑅𝐾𝐿 будет правильной, и пары граней (𝐵𝐶𝐿,𝐿𝐶𝑅) и (𝐴𝐵𝐿,𝐴𝐾𝐿) вырождаются
в ромбы.

Для того, чтобы путём присоединения ромбов к граничной ломаной Γ достроить много-
гранник𝑀 до 𝑅𝑅-многогранника с трёхгранной ромбической вершиной, должно выполняться
условие: 𝛼 = 𝛽.

Найдём теперь связь величины углов 𝛼 с углами 𝛽 граничной ломаной Γ.
Рассмотрим трёхгранный угол 𝐶𝐵𝐷𝑅. Обозначим через 𝜃 его равные плоские углы 𝐵𝐶𝑅

и 𝐷𝐶𝑅. Тогда получим:
cos𝛽 = cos2 𝜃 + sin2 𝜃 cosΦ, (1)

где Φ — двугранный угол с ребром 𝑅𝐶.
Сразу заметим, что четырёхугольник 𝐾𝑅𝐴𝐶, в силу симметрии многогранника 𝑀 яв-

ляется равнобедренной трапецией: 𝐾𝑅 ‖ 𝐴𝐶,𝐴𝐾 = 𝐶𝑅; равные тупые углы 𝐾𝑅𝐶 и 𝐴𝐾𝑅
через 𝛾.

Так как 𝐴𝐵𝐶 = 𝐴𝐿𝐶 = 𝛼, то, считая рёбра икосаэдра единичными, получаем, что длина

отрезка 𝐴𝐶 = 2 sin
𝛼

2
. Поэтому,

cos 𝛾 =
1− 2 sin 𝛼

2

2
.

Покажем теперь, что угол 𝜃 связан с углом 𝛼 соотношением:
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Рис. 1: К доказательству теоремы 1

cos 𝜃 =
1

4
+

3

4
cos

(︃
arccos

sin 𝛼
2 − 1√

3 cos 𝛼
2

+ arccos
sin 𝛼

2√
3 cos 𝛼

2

)︃
. (2)

Двугранный угол 𝜆 с ребром 𝐿𝐶 представим как сумму двух углов: угла между плоскостя-
ми 𝐴𝐿𝐶 и 𝐿𝐵𝐶 и угла между плоскостями 𝐴𝐿𝐶 и 𝐿𝐶𝑅. Обозначим эти углы соответственно
𝜆′ и 𝜆′′.

Рассматривая трёхгранный угол 𝐶𝐵𝐾𝐿, получим:

cos
𝜋

3
= cos𝛼 cos

𝜋

3
+ sin𝛼 sin

𝜋

3
cos𝜆′.

Отсюда находим:

cos𝜆′ =
tan 𝛼

2√
3
. (3)

Аналогично, из трёгранного угла 𝐶𝐴𝐿𝑅 получим:

2 sin 𝛼
2 − 1

2
= cos

𝜋

3
cos
(︁𝜋
2
− 𝛼

2

)︁
+ sin

𝜋

3
sin
(︁𝜋
2
− 𝛼

2

)︁
cos𝜆′′, cos𝜆′′ =

sin 𝛼
2 − 1√

3 cos 𝛼
2

. (4)

Из трёхгранного угла 𝐶𝐵𝐿𝑅 находим:

cos 𝜃 = cos2
𝜋

3
+ sin2

𝜋

3
cos𝜆, cos 𝜃 =

1

4
+

3

4
cos𝜆.
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Учитывая, что 𝜆 = 𝜆′+𝜆′′, и принимая во внимание равенства (3) и (4), последнее равенство
можно записать в виде (2), что и требовалось.

Пусть угол 𝜙 — двугранный угол при ребре 𝑅𝐶 трёхгранного угла 𝑅𝐾𝑇𝐶. Тогда для 𝜙
имеем соотношение:

cos
𝜋

3
= cos2 𝛾 + sin2 𝛾 cos𝜙,

1

2
=

(︂
1− 2 sin 𝛼

2

2

)︂2

+

(︃
1−

(︂
1− 2 sin 𝛼

2

2

)︂2
)︃
cos𝜙.

Отсюда находим:

cos𝜙 =
1 + 4 sin 𝛼

2 − 4 sin2 𝛼
2

3 + 4 sin 𝛼
2 − 4 sin2 𝛼

2

. (5)

Очевидно, что угол Φ = 𝜙 ± 2κ, где κ — двугранный угол между плоскостью 𝑅𝐶𝐵 и

плоскостью 𝐶𝑅𝐾𝐴. Причём, знак "+"выбирается при
𝜋

3
< 𝛼 ≤ 3𝜋

5
.

При
3𝜋

5
< 𝛼 <

2𝜋

3
выбирается знак "−". Это связано с тем, что при 𝛼 =

3𝜋

5
5-угольная

пирамида 𝐴𝐵𝐶𝐾𝑅𝐿 становится правильной и при дальнейшем увеличении угла 𝛼 угол κ
следует вычитать из угла 𝜙.

Выразим угол κ через угол 𝛼.
Рассмотрим трёхгранный угол 𝑅𝐾𝐵𝐶. Его плоские углы 𝐵𝑅𝐾 и 𝐵𝑅𝐶 обозначим 𝜎 и 𝜏

соответственно.
В трёхгранном угле 𝑅𝐾𝐵𝐶 косинус двугранного угла κ найдём из соотношения:

cos𝜎 = cos 𝜏 cos 𝛾 + sin 𝜏 sin 𝛾 cosκ. (6)

Проведём 𝐵𝑁 ⊥ 𝐾𝑅; в силу симметрии многогранника 𝑀 отрезок 𝐾𝑁 = 𝑁𝑅. Из тре-
угольника 𝐵𝐿𝑅 найдём длину отрезка 𝐵𝑅 : |𝐵𝑅| =

√
2
√
1− cos 𝜃. Теперь можно найти

косинусы углов 𝜎 и 𝜏 :

cos𝜎 =
1

2
√
2
√
1− cos 𝜃

; cos 𝜏 =
1√
2

√
1− cos 𝜃. (7)

Подставляя (7) в (6) и учитывая, что

sin 𝛾 =

√︃
1−

(︂
1− 2 sin 𝛼

2

2

)︂2

=
1

2

√︂
3 + 4 sin

𝛼

2
− 4 sin2

𝛼

2
,

найдём:

cosκ =
1 + (1− cos 𝜃)

(︀
2 sin 𝛼

2 − 1
)︀

sin 𝜃
√︁

3 + 4 sin 𝛼
2 − 4 sin2 𝛼

2

. (8)

Теперь можем найти cosΦ:

cosΦ = cos

(︂
2sign

(︂
3𝜋

5
− 𝛼

)︂
κ + 𝜙

)︂
=

= cos

⎛⎝2sign

(︂
3𝜋

5
− 𝛼

)︂
arccos

1 + (1− cos 𝜃)
(︀
2 sin 𝛼

2 − 1
)︀

sin 𝜃
√︁
3 + 4 sin 𝛼

2 − 4 sin2 𝛼
2

+ arccos
1 + 4 sin 𝛼

2 − 4 sin2 𝛼
2

3 + 4 sin 𝛼
2 − 4 sin2 𝛼

2

⎞⎠ . (9)

С учётом (9) равенство (1) принимает вид:
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cos𝛽 = cos2 𝜃+

+sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠

⎛⎝2sign

(︂
3𝜋

5
− 𝛼

)︂
arccos

1 + (1− cos 𝜃)
(︀
2 sin 𝛼

2 − 1
)︀

sin 𝜃
√︁
3 + 4 sin 𝛼

2 − 4 sin2 𝛼
2

+ arccos
1 + 4 sin 𝛼

2 − 4 sin2 𝛼
2

3 + 4 sin 𝛼
2 − 4 sin2 𝛼

2

⎞⎠ , (10)

где:

cos 𝜃 =
1

4
+

3

4
cos

(︃
arccos

sin 𝛼
2 − 1√

3 cos 𝛼
2

+ arccos
tan 𝛼

2√
3

)︃
.

Формула (10) даёт необходимую связь величин углов 𝛼 и 𝛽.
Положив в формуле (10) 𝛽 = 𝛼 и решая полученное уравнение относительно 𝛼, получим

приближённое значение тупого угла ромба в градусах: 𝛼 ≈ 91, 4397∘.
На Рис.2 представлены графики левой и правой части уравнения (10) при 𝛽 = 𝛼.

Рис. 2: Графическое решение уравнения

Существование такого многогранника с тупоугольной ромбической вершиной доказано.
Соответствующий 19-гранник показан на Рис.3,a).

2. Покажем теперь,что существует ещё только один многогранник с тупоугольной ромби-
ческой вершиной и правильными треугольными гранями.

Удалим из икосаэдра 10 граней: четыре грани как в предыдущем случае, а также шесть
граней, соседних по рёбрам с удалёнными. Получим многогранник 𝑃 с граничной ломаной

𝐿. Очевидно, все углы между соседними звеньями ломаной 𝐿 равны
2𝜋

3
. Поэтому возможно,
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b)
a)

Рис. 3: 𝑅𝑅-многогранники с тупоугольной ромбической вершиной

присоединение к границе ломаной 𝐿 трёх ромбов с тупыми углами
2𝜋

3
. В результате получим

13-гранник с тупоугольной ромбической вершиной (Рис.3, b)).

Докажем, что других 𝑅𝑅-многогранников с одной тупоугольной ромбической вершиной и
правильными гранями одного типа не существует.

В многограннике пункта 1 в вершинах граничной ломаной попеременно сходятся по две и
по четыре треугольных грани: в вершине 𝐵 — две, в вершине 𝐶 — четыре, и т.д.

В многограннике пункта 2 в вершинах граничной ломаной попеременно сходятся по две и
по три треугольных грани.

Очевидно, что возможен ещё только один случай: в вершинах граничной ломаной попе-
ременно сходятся по три и по четыре треугольных грани. Покажем, что в этом случае 𝑅𝑅-
многогранник с одной ромбической вершиной невозможен.

Развёртка пояса граней, имеющих хотя бы одну общую вершину с ромбами ромбической
звезды, представлена на Рис.4, a); на нём отождествляемые концы двух рёбер отмечены оди-
наковыми буквами.

Присоединим, далее, к поясу равносторонних граней грани с вершинами, 𝐶, 𝐶, 𝐶, 𝐷, 𝐷,
𝐷, 𝐸, 𝐸,𝐸 (Рис.4, b)). Легко видеть, что единственный способ дальнейшего присоединения
правильных треугольных граней состоит именно в отождествлении вершин, обозначенных
одинаковыми буквами 𝐶,𝐷,𝐸. После этого отождествления, получим граничную ломаную
многогранника в виде пространственного 6-угольника 𝐵,𝐶,𝐵′, 𝐷,𝐵′′, 𝐸 (Рис.4, c)).

Так как вершины 𝐶,𝐷,𝐸 имеют степени 3, то они могут быть инцидентны ещё только двум
треугольным граням. Вершины 𝐵,𝐵′, 𝐵′′ имеют степени 4, поэтому могут быть инцидентны
одной треугольной грани.

Из этого следует, что дальнейшее присоединение треугольных граней невозможно, и 𝑅𝑅-
многогранник с одной ромбической вершиной в этом случае не существует.

Пусть связное множество 𝑀 граней, не входящих в звезду ромбической вершины, состоит
из квадратов. Тогда 𝑀 таково, что вершины граней, не инцидентные ромбическим граням,
должны иметь степени 3. Поэтому множество 𝑀 представляет собой часть поверхности куба,
и 𝑅𝑅-многогранник в этом случае не существует.

Аналогично, 𝑅𝑅-многогранник не существует, если множество 𝑀 состоит из правильных
5-угольников; в этом случае 𝑀 является частью додекаэдра. 2

Теорема доказана.
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B' B''
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Рис. 4: К доказательству теоремы 1

3. Заключение

Итак, в 𝐸3 существует только два 𝑅𝑅-многогранника с тупоугольной ромбической верши-
ной и однотипными правильными гранями: 19-гранник и 13-гранник. В обоих многогранниках
ромбическая вершина инцидентна оси вращения 3-го порядка многогранника и правильные
грани являются треугольными. Учитывая доказанную теорему 1, можно найти все 𝑅𝑅-мно-
гогранники с однотипными правильными гранями, как с остроугольными, так и с тупоуголь-
ными ромбическими вершинами.
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