
200 З. Х. Рахмонов

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 22. Выпуск 4.

УДК 511.32 DOI 10.22405/2226-8383-2021-22-4-200-224

Оценка коротких тригонометрических сумм с простыми
числами в длинных дугах

З. Х. Рахмонов

Рахмонов Зарулло Хусенович — доктор физико-математических наук, профессор, акаде-
мик НАН Таджикистана, Институт математики им. А. Джураева (г. Душанбе).
e-mail: zarullo-r@rambler.ru

Аннотация

При решении ряда аддитивных задач с почти равными слагаемыми наряду с оценкой
коротких тригонометрических сумм с простыми числами вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

в малых дугах, также нужны оценки этих сумм в больших дугах за исключением малой
окрестности их центров, и асимптотическая формула в малой окрестности центра больших
дуг.

В работе, воспользовавшись вторым моментом 𝐿-функций Дирихле на критической
прямой для 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в больших дугахM(L 𝑏), 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1 , L = ln𝑥𝑞 за исключением

малой окрестности их центров |𝛼− 𝑎
𝑞 | >

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
, при 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 ,

𝜂𝑘 =
2

4𝑘 − 5 + 2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)

, 𝑐𝑘 =
2𝐴+ 22 +

(︁
2
√
2𝑘−3√
2𝑘−2

− 1
)︁
𝑏1

2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− (2𝑘 − 3)

,

получена нетривиальная оценка вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴,

где 𝐴, 𝑏1, 𝑏 — произвольные фиксированные положительные числа, а в малой окрестности
центров больших дуг доказана асимптотическая формула.

Ключевые слова: короткая тригонометрическая сумма с простыми числами, большие
дуги, плотностная теорема, 𝐿-функция Дирихле
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Abstract

For a number of additive problems with almost equal summands, in addition to the estimates
for short exponential sums with primes of the form

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

in minor arcs, we need to have an estimate of these sums in major arcs, except for a small
neighborhood of their centers. We also need to have an asymptotic formula on a small
neighborhood of the centers of major arcs.

In this paper, using the second moment of Dirichlet 𝐿-functions on the critical line, we
obtained a nontrivial estimate of the form

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴,

for 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) in major arcs 𝑀(L 𝑏), 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1 , L = ln𝑥𝑞, except for a small

neighborhood of their centers |𝛼− 𝑎
𝑞 | >

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
, when 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 , where

𝜂𝑘 =
2

4𝑘 − 5 + 2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)

, 𝑐𝑘 =
2𝐴+ 22 +

(︁
2
√
2𝑘−3√
2𝑘−2

− 1
)︁
𝑏1

2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− (2𝑘 − 3)

,

and 𝐴, 𝑏1, 𝑏 are arbitrary fixed positive numbers. Furthermore, and we also proved an asymptotic
formula on a small neighborhood of the centers of major arcs.

Keywords: Short exponential sum with primes, major arcs, density theorem, Dirichlet 𝐿-
function
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1. Введение

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
.



202 З. Х. Рахмонов

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 ⩽ 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.

Виноградов И.М. [1, 2] первым начал изучать короткие тригонометрические суммы с про-
стыми числами. Для сумм вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

при 𝑘 = 1, используя свой метод оценок сумм с простыми числами, он доказал нетривиальную
оценку в малых дугах m(exp(𝑐(ln ln𝑥)2)), 𝜏 = 𝑥

1
3 при 𝑦 > 𝑥

2
3
+𝜀, основу которой, наряду с

«решетом Виноградова», при 𝑘 = 1 составляют оценки коротких двойных тригонометрических
сумм вида

𝐽𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛⩽2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝑏𝑛𝑒(𝛼(𝑚𝑛)
𝑘

где 𝑎𝑚 и 𝑏𝑛 – произвольные вещественные функции, |𝑎𝑚| ⩽ 𝜏 𝑐(𝑚), |𝑏𝑛| ⩽ 𝜏 𝑐(𝑛), 𝑀 , 𝑁 ,
𝑈 ⩾ 𝑁 – натуральные, 𝑥 > 𝑥0, 𝑦 – вещественные числа, 𝑐 – абсолютная постоянная, не всё
время одна и та же.

Затем Хейзелгроув С.Б. [3], Статулявычус В. [4], Пан Ч.Д и Пан Ч.Б. [5], Tao Ж. [6] для
суммы 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦), 𝑦 ⩾ 𝑥𝜃, получив нетривиальную оценку в малых дугах и изучив ее поведение
в больших дугах, доказали асимптотическую формулу в тернарной проблеме Гольдбаха с
почти равными слагаемыми с условиями |𝑝𝑖 −𝑁/3| ⩽ 𝐻, 𝐻 = 𝑁 𝜃, соответственно при

𝜃 =
63

64
+ 𝜀,

279

308
+ 𝜀,

2

3
+ 𝜀,

5

8
+ 𝜀.

Лю Дж. и Tao Ж. [7] как в малых дугах, так и в больших дугах получив нетривиальную
оценку суммы 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) при 𝑦 ⩾ 𝑥

11
16

+𝜀 доказали теорему, что достаточно большое натураль-
ное число 𝑁 можно представить в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝23,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑗 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻,

⃒⃒⃒⃒
𝑝23 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁

27
32

+𝜀,

и в работе [8, 9] решили задачу Хуа [10] о представимости достаточно большого натурального
числа в виде суммы пяти квадратов почти равных простых чисел и показали, что достаточно
большое натуральное число 𝑁 , 𝑁 ≡ 5(mod 24) можно представить в виде

𝑁 = 𝑝21 + . . .+ 𝑝25,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑗 −

√︂
𝑁

5

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁

9
20

+𝜀.

Лю Дж. и Tao Ж. [11] воспользовавшись теоремой М. Ютилы [12] о четвёртом момен-
те 𝐿 - функций Дирихле в критической прямой, получили нетривиальную оценку суммы

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦), 𝑘 ⩾ 3 в больших дугах M(L 𝑐1), 𝜏 = 𝑦2𝑘−1𝑥−𝑘+1L −𝑐3 при 𝑦 ⩾ 𝑥1−
1

2𝑘−1
+𝜀, где

L = ln𝑥𝑞. Кумчев А.В. [13] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах

m(𝑃 ), 𝜏 = 𝑥𝑘−
2

2𝑘+3𝑃−1 при 𝑦 ⩾ 𝑥1−
1

2𝑘+3
+𝜀. Яо Я. [14], воспользовавшись этими оценками, обоб-

щил теорему Хуа [10] в проблеме Варинга – Гольдбаха для кубов, то есть доказал, что всякое
достаточно большое нечетное натуральное число 𝑁 можно представить в виде

𝑝31 + 𝑝32 + . . .+ 𝑝39 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑖 − 3

√︂
𝑁

9

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑁

1
3
− 1

51
+𝜀.
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В 2016 г. З.Х. Рахмонов и Ф.З. Рахмонов [15, 16], воспользовавшись методом оценки триго-
нометрических сумм с простыми числами И.М. Виноградова, получили нетривиальную оценку
вида

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)≪
𝑦

L 𝐵
,

на малых дугах m
(︀
L 32(𝐵+20)

)︀
, 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+20) при 𝑦 ⩾ 𝑥

4
5 L 8𝐵+151, где 𝐵 — абсолютная

постоянная (см. также [17, 18, 19, 20].
Основным результатом этой работы является теорема о поведении суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в

больших дугах M(L 𝑏), 𝜏 = 𝑦2𝑘−1𝑥−𝑘+1L −𝑏1 , где 𝑏, 𝑏1 — произвольные фиксированные поло-
жительные числа.

Теорема 1. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝑘 ⩾ 3 — фиксированное целое число, 𝐴, 𝑏1, 𝑏 — произвольные
фиксированные положительные числа, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝑏,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2𝑘−1

𝑥𝑘−1
L −𝑏1 .

Тогда при 𝜆 ⩽
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18 справедливо равенство

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛𝑘

𝑞

)︂∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴

)︀
,

а при 𝜆 >
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 , где

𝜂𝑘 =
2

4𝑘 − 5 + 2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)

, 𝑐𝑘 =
2𝐴+ 22 +

(︁
2
√
2𝑘−3√
2𝑘−2

− 1
)︁
𝑏1

2
√︀

(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− (2𝑘 − 3)
,

имеет место оценка

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴.

Явные значения параметра 𝜂𝑘 при 𝑘 равным 3, 4, 5 и 6 имеют вид:

𝜂3 =
2

7 + 4
√
3
≈ 0, 1435935394, 𝜂4 =

2

11 + 2
√
30
≈ 0, 0910976998,

𝜂5 =
2

15 + 4
√
14
≈ 0, 0667409058, 𝜂6 =

2

19 + 2
√
90
≈ 0, 052668078.

Эта теорема чуть слабее, чем вышеуказанная теорема Лю Дж. и Tao Ж. [11], и в её до-
казательстве используется теорема о втором моменте 𝐿 - функций Дирихле на критической
прямой [21, 22] (см. также [23, 24]).

2. Известные леммы

Лемма 1. Пусть действительная функция – 𝑓(𝑢), и монотонная функция – 𝑔(𝑢) удо-
влетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 𝑚1 > 0 и |𝑔(𝑢)| ⩽𝑀 . Тогда справедлива
оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Доказательство см. [25]
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Лемма 2. Пусть действительная функция – 𝑓(𝑢), и монотонная функция – 𝑔(𝑢) удо-
влетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′′(𝑢)| ⩾ 𝑚2 > 0 и |𝑔(𝑢)| ⩽𝑀 . Тогда справедлива
оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀√

𝑚2
.

Доказательство см. [25]

Лемма 3. Пусть 2 ⩽ 𝑇0 ⩽ 𝑥, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули функции 𝐿(𝑠, 𝜒). Тогда

𝜓(𝑥, 𝜒) = 𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌
+𝑅(𝑥, 𝑇0), 𝑅(𝑥, 𝑇0)≪

𝑥L 2

𝑇0
,

где 𝐸0 = 1, если 𝜒 = 𝜒0; 𝐸0 = 0, если 𝜒 ̸= 𝜒0.
Доказательство см. [26]

Лемма 4. При подходящем 𝑐 > 0 функция 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 не имеет нулей в области

𝜎 ⩾ 1− 𝛿(𝑞, 𝑡), 𝛿(𝑞, 𝑡) =
𝑐

max(ln 𝑞, ln3/4(|𝑡|+ 3) ln3/4 ln(|𝑡|+ 3))
,

для всех характеров 𝜒 по mod 𝑞, за исключением, быть может простого действительного
нуля 𝛽1 у 𝐿–функции, определенной исключительным характером 𝜒1.

Доказательство см. [27]

Лемма 5. Число нулей 𝜌 функции 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝜒 (mod 𝑞), для которых 𝑇 ⩽ |𝛾| ⩽ 𝑇 + 1, не
превосходит 𝑐 ln 𝑞𝑇 .

Доказательство см. [28].

Лемма 6. Для любого 𝜀 > 0 существует 𝑐 = 𝑐(𝜀) такое, что если 𝜒1 — действительный
характер по модулю 𝑞 и 𝛽1 — действительный нуль 𝐿(𝑠, 𝜒1), то

𝛽1 ⩽ 1− 𝑐(𝜀)

𝑞𝜀
.

Доказательство см. [28].

Лемма 7. Пусть 𝜀 сколь угодно малая положительная постоянная, и 𝑇
35
108

+𝜀 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑇 ,
тогда справедливы оценки

∑︁
𝜒mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒))≪

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑞𝐻)

4
3−2𝑢

(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)9, для
1

2
⩽ 𝑢 ⩽

3

4

(𝑞𝐻)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀, для

3

4
⩽ 𝑢 ⩽ 1,

Доказательство см. [22].

Лемма 8. Пусть 𝑎, 𝑘 и 𝑞 — натуральные числа, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝜈𝑘(𝑞) — число вычетов
степени 𝑘 по модулю 𝑞,

𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘) =

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒(ℎ)𝑒

(︂
𝑎ℎ𝑘

𝑞

)︂
,

Тогда имеет место неравенство

|𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘)| ⩽ 2(𝜏(𝑞))
ln 𝑘
ln 2
√
𝑞.

Доказательство Утверждение леммы следует из задач 8.𝛼) и 8.𝛽), стр. 103 учебника [29].
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3. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы разобьём на несколько этапов.

3.1. Сведение доказательства теоремы к оценке суммы 𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)

Из условия 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝑏, 𝑘 ⩾ 3 — фиксированное целое число, следует, что

𝑞 (𝜏(𝑞))
ln 𝑘
ln 2

𝜙(𝑞)
≪ L .

Применяя к сумме 𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘) лемму 8, а затем последнюю оценку, найдем

|𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒(ℎ)𝑒

(︂
𝑎ℎ𝑘

𝑞

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 2

√
𝑞 (𝜏(𝑞))

ln 𝑘
ln 2 ≪ 𝜙(𝑞)L√

𝑞
. (1)

Пользуясь свойством ортогональности характеров, находим

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒mod 𝑞

𝜏(𝜒̄, 𝑎, 𝑘)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛𝑘) +𝑂(L 2). (2)

Далее применяя преобразование Абеля в интегральной форме, имеем∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛𝑘) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝜓(𝑢, 𝜒)𝑑𝑒(𝜆𝑢𝑘) + 𝑒(𝜆𝑥𝑘)𝜓(𝑥, 𝜒)− 𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘)𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒).

Пользуясь леммой 3 при 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥𝑘

)︀
𝑞

1
2 L 𝐴+3, найдем

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛𝑘) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

⎛⎝𝐸0𝑢−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑢𝜌

𝜌

⎞⎠ 𝑑𝑒(𝜆𝑢𝑘) + 𝑒(𝜆𝑥𝑘)

⎛⎝𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌

⎞⎠−
− 𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘)

⎛⎝𝐸0(𝑥− 𝑦)−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

(𝑥− 𝑦)𝜌
𝜌

⎞⎠−
−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑅(𝑢, 𝑇0)2𝜋𝑖𝑘𝜆𝑢

𝑘−1𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢+ 𝑒(𝜆𝑥𝑘)𝑅(𝑥, 𝑇0)− 𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘)𝑅(𝑥− 𝑦, 𝑇0).

Применяя к первому интегралу формулу интегрирования по частям, а также пользуясь оцен-
кой для 𝑅(𝑢;𝑇0, 𝜒) из леммы 3 и значением параметра 𝑇0, найдем

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛𝑘) = 𝐸0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢−

∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

𝐼(𝜌, 𝜆) +𝑂

(︃
𝑦

𝑞
1
2 L 𝐴+1

)︃
,

𝐼(𝜌, 𝜆) =

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︁
𝜆𝑢𝑘 +

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢.

Подставляя найденную формулу в (2) и воспользовавшись оценкой (1), находим

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝜒0, 𝑎, 𝑘)

𝜙(𝑞)

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢−𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)− 𝐸1𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑦L −𝐴), (3)

𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒mod 𝑞

𝜏(𝜒̄, 𝑎, 𝑘)
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

𝐼(𝜌, 𝜆),
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𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝜒1, 𝑎, 𝑘)

𝜙(𝑞)
𝐼(𝛽1, 𝜆),

где 𝐸1 = 1, если по модулю 𝑞 существует действительный характер 𝜒1 такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1)
имеет действительный нуль 𝛽1, 𝛽1 ⩾ 1− 𝑐/ ln 𝑞 и 𝐸1 = 0 в противном случае.

Оценка |𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)|. Пользуясь тривиальными оценками суммы 𝜏(𝜒1, 𝑎, 𝑘) и интеграла
𝐼(𝛽1, 𝜆), найдем

|𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒
𝜏(𝜒1, 𝑎, 𝑘)

𝜙(𝑞)

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

𝑢𝛽1−1

𝛽1
𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑦𝑥𝛽1−1.

Согласно лемме 6, имея в виду, что 𝑞 ⩽ L 𝑏, при 𝜀 = (2𝑏)−1 имеем

𝑥𝛽1−1 = exp ((𝛽1 − 1)L )) ⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L

𝑞𝜀

)︂
⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L

L 𝑏𝜀

)︂
= exp(−𝑐(𝜀)

√
L ).

Следовательно,
|𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦 exp(−𝑐(𝜀)

√
L )≪ 𝑦L −𝐴. (4)

Преобразование |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)|. Переходя к оценкам, имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ⩽ 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒mod 𝑞

|𝜏(𝜒̄, 𝑎, 𝑘)|𝑊 (𝜆, 𝜒), 𝑊 (𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝜆)| , (5)

где 𝛽1 — действительный нуль, если по модулю 𝑞 существует действительный характер 𝜒1

такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 ⩾ 1− 𝑐/ ln 𝑞. Сумму |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| будем оце-
нивать только в случае 𝜆 ⩾ 0. Случай 𝜆 ⩽ 0, сводится к случаю 𝜆 ⩾ 0 с помощью соотношения

𝑊 (𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒
𝐼(𝜌, 𝜆)

⃒⃒⃒
=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︂
−𝜆𝑢𝑘 − 1

2𝜋
𝛾 ln𝑢

)︂
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝜆)| =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝜆)| =𝑊 (𝜒,−𝜆),

Оценивая интеграл 𝐼(𝜌, 𝜆), воспользовавшись леммой 1, при 𝑀 = 𝑥𝛽−1, 𝑓(𝑢) = 𝜆𝑢𝑘 + 𝛾
2𝜋 ln𝑢 и

𝑚1 = min 𝑓 ′(𝑢), найдем

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽−1

min |𝑓 ′(𝑢)| =
𝑥𝛽

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)| , 𝑓 ′(𝑢) = 𝑘𝜆𝑢𝑘−1 +
𝛾

2𝜋𝑢
=
𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘

2𝜋𝑢
.

Интеграл 𝐼(𝜌, 𝜆) оценим также и при помощи леммы 2, полагая 𝑀 = 𝑥𝛽−1, 𝑚2 = min 𝑓 ′′(𝑢).
Имеем

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽−1√︀
min |𝑓 ′′(𝑢)|

=
𝑥𝛽√︀

min |𝑥2𝑓 ′′(𝑢)|
, 𝑓 ′′(𝑢) =

2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾
2𝜋𝑢2

.

Следовательно, с учётом следующей тривиальной оценки

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑑𝑢 ⩽ 𝑦𝑥𝛽−1,

имеем

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)| ,
1√︀

min |𝑥2𝑓 ′′(𝑢)|

)︃
.
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Эту оценку, пользуясь соотношениями

|𝑥𝑓 ′(𝑢)| = |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| 𝑥
2𝜋𝑢

⩾ |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| 𝑥
2𝜋𝑥

⩾
1

2𝜋
|𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘|,

|𝑥2𝑓 ′′(𝑢)| = |2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾|𝑥2
2𝜋𝑢2

⩾
|2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾|

2𝜋
,

представим в виде

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| ,
1√︀

|2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾|

)︃
. (6)

Подставляя эту оценку и (1) в (5), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L√
𝑞

∑︁
𝜒mod 𝑞

𝑊 (𝜆, 𝜒). (7)

3.2. Доказательство теоремы в случае 𝜆 ⩽
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1

В этом пункте будем считать, что для параметра 𝑦 выполняется условие

𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏−3. (8)

Все нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьём на множества 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3

следующим образом:

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 − 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 − 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 + 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷3 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 + 𝑥

𝑦
< 𝛾 ⩽ 𝑇0

}︂
.

Обозначая через 𝑊𝑗(𝜆, 𝜒), 𝑗 = 1, 2, 3 сумму модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆) по нулям 𝜌, принадле-
жащим множеству 𝐷𝑗 , представим сумму 𝑊 (𝜆, 𝜒) в (5) в виде:

𝑊 (𝜆, 𝜒) =𝑊1(𝜆, 𝜒) +𝑊2(𝜆, 𝜒) +𝑊3(𝜒, 𝜆). (9)

Оценка 𝑊1(𝜆, 𝜒). Прибавляя слагаемое 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘, 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 ко всем трем членам
неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷1, получим

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 < −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 𝑥

𝑦

}︂
,

В отрезке 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 функция 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
множество 𝐷1, имеем

−2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 𝑥

𝑦
⩽ −𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷1, то выполняется неравенство 𝛾+2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 <
−𝑥

𝑦 , поэтому для монотонной возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥
справедливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| = −max(𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘) = −𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷1.
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Отсюда с учетом второй оценки (6), находим

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
.

Все нули в множестве

𝐷1 =

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 < 𝑇0 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘

}︂
,

разобьем на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦 следующим образом: в класс 𝐷1𝑛 отнесем те

нули 𝜌, для которых выполняются условия:

𝑛𝑥

𝑦
< −𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 ⩽

(𝑛+ 1)𝑥

𝑦
.

Поэтому

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
⩽
𝑦

𝑥

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽
𝑦L

𝑥
max
1⩽𝑛⩽𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽
𝑦L

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Оценка 𝑊3(𝜒, 𝜆). Прибавляя слагаемое 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘, 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 ко всем трем членам
неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷3, получим

𝐷3 =

{︂
𝜌 : 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 + 𝑥

𝑦
< 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘

}︂
.

В отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 функция 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 монотонно возрастает, поэтому для левой границы
множество 𝐷3, имеем

2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 + 𝑥

𝑦
⩾
𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷3, то выполняется неравенство 𝛾+2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 >
𝑥
𝑦 , поэтому для монотонной возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥
справедливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| = min(𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘) = 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда с учетом второй оценки (6), находим

𝑊3(𝜒, 𝜆)≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 .

Все нули в множестве

𝐷3 =

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 < 𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘

}︂
,

разобьем на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦 следующим образом: в класс 𝐷3𝑛 отнесем те

нули 𝜌, для которых выполняются условия:

𝑛𝑥

𝑦
< 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩽

(𝑛+ 1)𝑥

𝑦
, если 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑟.
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Поэтому

𝑊3(𝜒, 𝜆)≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩽
𝑦

𝑥

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽
𝑦L

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Оценка 𝑊2(𝜆, 𝜒). Представляя множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =

{︂
𝜌 : 𝑇1 − 2𝜋𝑘𝜆(𝑥𝑘 − (𝑥− 𝑦)𝑘) + 2𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1

}︂
, 𝑇1 = 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 +

𝑥

𝑦
⩽ 𝑇0,

имея в виду, что при 𝜆 ⩽
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
для длины множество 𝐷2 выполняется неравенство

2𝜋𝑘𝜆(𝑥𝑘 − (𝑥− 𝑦)𝑘) + 2𝑥

𝑦
⩽ 2𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦 +

2𝑥

𝑦
⩽

(2𝑘 + 2)𝑥

𝑦
,

и воспользовавшись тривиальной оценкой интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆), то есть первой оценкой (6), имеем

𝑊2(𝜆, 𝜒) ⩽
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑦

𝑥

∑︁
𝜌∈𝐷2

𝑥𝛽 ⩽
(2𝑘 + 2)𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
⩽−𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ 𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦
⩽𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Подставляя полученные оценки для 𝑊1(𝜆, 𝜒), 𝑊3(𝜒, 𝜆) и 𝑊3(𝜒, 𝜆) в (9), а затем (7), найдем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L 2

√
𝑞 𝑥

max
|𝑇 |⩽𝑇0

𝑉𝑞

(︂
𝑇,
𝑥

𝑦

)︂
, (10)

𝑉𝑞(𝑇,𝑈) =
∑︁

𝜒mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝑈<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽, 𝑈 ⩽ 𝑇.

Для оценки 𝑉𝑞(𝑇,𝑈) воспользуемся плотностной теоремой в узких прямоугольниках крити-
ческой полосы для нулей 𝐿-рядов Дирихле по модулю 𝑞 и теоремой о границе этих нулей .
Имеем

𝑉𝑞(𝑇,𝑈) =L

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝜒mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) 𝑑𝑢+
∑︁

𝜒mod 𝑞

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) ⩽

⩽ 2L max
0,5⩽𝑢⩽1

𝑥𝑢
∑︁

𝜒mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) .

Согласно лемме 4 функция 𝐿(𝑢+ 𝑖𝑡, 𝜒) не имеет нулей в области

𝑢 ⩾ 1− 𝛿(𝑞, 𝑡), 𝛿(𝑞, 𝑡) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑡+ 3) ln ln(𝑡+ 3))

3
4

)︁ ,
для всех характеров 𝜒 mod 𝑞, за исключением, быть может, простого действительного нуля
𝛽1 у 𝐿-функции, определенной исключительным характером 𝜒1. Поэтому имея в виду, что
𝛿(𝑞, 𝑇 ) ⩾ 𝛿(𝑞, 𝑇0), найдем

𝑉𝑞 (𝑇,𝑈) ⩽ 2L max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) , 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0). (11)

Подставляя правую часть этого неравенства при 𝑈 = 𝑥
𝑦 в (10), найдем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L 3

√
𝑞 𝑥

max
|𝑇 |⩽𝑇0

max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒mod 𝑞

(︂
𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁

(︂
𝑢, 𝑇 − 𝑥

𝑦
, 𝜒

)︂)︂
. (12)
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Из соотношения |𝑇 | ⩽ 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥𝑘

)︀
𝑞

1
2 L 𝐴+3, 0 ⩽ 𝜆 ⩽

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и условия (8),

имеем

𝑇

(𝑥𝑦−1)3
⩽

(︂
𝑦2

𝑥2
+ 𝜆𝑥𝑘−3𝑦3

)︂
𝑞

1
2 L 𝐴+3 ⩽

(︂
𝑦2

𝑥2
+

𝑦

2𝜋𝑘2𝑥

)︂
𝑞

1
2 L 𝐴+3 ⩽ 1.

Отсюда следует, что в сумме по 𝜒mod 𝑞 в (12) выполняется условие 𝑥
𝑦 ⩾ 𝑇

1
3 , то есть к этой

сумме можно применить лемму 7. Полагая в этой лемме 𝜀 = 𝛿
3 , имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ A1 + A2, (13)

A1 =
𝑦L 12

√
𝑞 𝑥

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

𝑥𝑢
(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 4−4𝑢
3−2𝑢

,

A2 =
𝑦L 3

√
𝑞 𝑥

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

.

Оценка A1. Имеем

A1 =
𝑞1,5𝑥L 12

𝑦
max

0,5⩽𝑢⩽0,75
𝑓1(𝑢), 𝑓1(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 1
𝑢−1,5

> 0,

𝑓 ′1(𝑢) = 𝑓1(𝑢)

⎛⎝ln𝑥+
ln
(︁

𝑦
𝑞𝑥

)︁
(𝑢− 1, 5)2

⎞⎠ =
𝑓1(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln

𝑦

𝑞𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
.

Из условий 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8 L 1,5𝐴+0,25𝑏+18 и 𝑞 ⩽ L 𝑏, а также из соотношения

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

следует, что

ln
𝑦

𝑞𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
⩾ ln

𝑦𝑥
5
8 L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

L 𝑏𝑥
7
16

⩾ ln𝑥
3
16 L 1,5𝐴+18−0,75𝑏 > ln𝑥

1
8 > 0,

то есть 𝑓 ′1(𝑢) > 0 и 𝑓1(𝑢) возрастающая функция. Воспользовавшись этим свойством, а затем

соотношением 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8 L 1,5𝐴+0,25𝑏+18, имеем

A1 =
𝑥𝑞1,5L 12

𝑦
𝑥

3
4

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂− 4
3

= 𝑦 ·
(︃
𝑥

5
8 𝑞

1
4 L 18

𝑦

)︃ 2
3

⩽ 𝑦 ·
(︃
𝑥

5
8 L 0,25𝑏+18

𝑦

)︃ 2
3

≪ 𝑦L −𝐴.

Оценка A2. Имеем

A2 =
𝑦3−𝜀L 3

𝑞2,5−𝜀𝑥3−𝜀
max

0,75⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢

> 0, 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0).

𝑓 ′2(𝑢) = 𝑓2(𝑢)

⎛⎝ln𝑥+
ln
(︁

𝑦
𝑞𝑥

)︁
𝑢2

⎞⎠ =
𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln

𝑦

𝑞𝑥1−𝑢2 .

Из условий 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8 L 1,5𝐴+025𝑏+18 и 𝑞 ⩽ L 𝑏, а также из соотношения

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

(︀
−𝑢2 + 1

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 1

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,
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следует, что

ln
𝑦

𝑞𝑥1−𝑢2 ⩾ ln
𝑥

5
8 L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

L 𝑏𝑥
7
16

⩾ ln
(︁
𝑥

3
16 L 1,5𝐴+18−0,75𝑏

)︁
> 0,

то есть 𝑓 ′2(𝑢) > 0 и 𝑓2(𝑢) возрастающая функция. Воспользовавшись этим свойством, имеем

A2 =
𝑦3−𝜀L 3

𝑞2,5−𝜀𝑥3−𝜀
𝑥1−𝛿

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
1−𝛿

= 𝑦 · 𝑥
2𝛿
1−𝛿

−𝛿+𝜀L 3

𝑞0,5+
2𝛿
1−𝛿

−𝜀𝑦
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⩽ 𝑦 · 𝑥

2𝛿
1−𝛿

−𝛿+𝜀L 3

𝑦
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
=

= 𝑦L 3

(︃
𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)L −1,5𝐴−0,25𝑏−18

)︃ 2𝛿
1−𝛿

+𝜀

,

𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀 − 5

8
.

Отсюда имея в виду, что 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18, получим

A2 ≪ 𝑦 · 𝑥𝑓(𝛿,𝜀)
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

1−𝛿 L 3.

Далее при 𝜀 = 𝛿
3 , воспользовавшись соотношением

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿 = −𝛿
8
+

3

8

(︂
𝜀− 𝛿

3
− 𝛿2

3(1− 𝛿)

)︂
⩽ −𝛿

8
,

находим

A2 ≪ 𝑦𝑥−0,125𝛿L 3 ≪ 𝑦L 3 exp (−0, 125𝛿L ) .

Пользуясь условиями 𝜆 ⩽
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18, имеем

𝑇0 =

(︂
𝑥

𝑦
+ 𝜆𝑥𝑘

)︂
𝑞

1
2 L 𝐴+3 ⩽

(︂
𝑥

𝑦
+

𝑥2

2𝜋𝑘2𝑦2

)︂
L 𝐴+0,5𝑏+3 ⩽

𝑥2

𝑦2
L 𝐴+0,5𝑏+3 < 𝑥,

Воспользовавшись этим неравенством, оценим снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0):

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ ⩾
𝑐1

max
(︁
𝑏 lnL , (L lnL )

3
4

)︁ ⩾ 𝑐1L
−0,76.

Поэтому

A2 ≪ 𝑦L 3 exp
(︀
−0, 125𝑐1L 0,24

)︀
≪ 𝑦L −𝐴.

Подставляя эту оценку и оценку полученной для суммы A1 в (13), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴.

Из этой оценки и (4) ввиду (3) получим первое утверждение теоремы.
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3.3. Доказательство теоремы в случае 𝜆 >
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1

Вводим параметр 𝐻 = 2𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦, который при 𝜆 >
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
удовлетворяет усло-

вию
𝐻 ⩾

𝑥

𝑦
. (14)

Все нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьём на множества 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷3

следующим образом:

𝐷1 =
{︁
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 −𝐻

}︁
,

𝐷2 =
{︁
𝜌 : −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 −𝐻 ⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 +𝐻

}︁
,

𝐷3 =
{︁
𝜌 : −2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 +𝐻 < 𝛾 ⩽ 𝑇0

}︁
.

Обозначая через 𝑊𝑗(𝜆, 𝜒), 𝑗 = 1, 2, 3 сумму модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆) по нулям 𝜌, принадле-
жащим множеству 𝐷𝑗 , представим сумму 𝑊 (𝜆, 𝜒) в виде

𝑊 (𝜆, 𝜒) =𝑊1(𝜆, 𝜒) +𝑊2(𝜆, 𝜒) +𝑊3(𝜒, 𝜆). (15)

Оценка 𝑊1(𝜆, 𝜒). Прибавляя слагаемое 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘, 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 ко всем трем членам
неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷1, получим

𝐷1 =
{︁
𝜌 : −𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 < −2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 −𝐻

}︁
,

В отрезке 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 функция 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
множества 𝐷1, имеем

−2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 −𝐻 ⩽ −𝐻.
Следовательно, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷1, то выполняется неравенство

𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 < −𝐻,

поэтому для монотонной возрастающей функции 𝛾+2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 в отрезке 𝑥− 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 справед-
ливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| = −max(𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘) = −𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 ⩾ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷1,

Отсюда с учетом оценки (6), находим

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
.

Все нули в множестве

𝐷1 =
{︁
𝜌 : 𝐻 ⩽ −𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 < 𝑇0 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘

}︁
,

разобьем на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑡, 𝑡 ≪ 𝑇0𝐻
−1 следующим образом: в класс 𝐷1𝑛 отнесем те

нули 𝜌, для которых выполняются условия:

𝑛𝐻 <− 𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑡.
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Поэтому имеем

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
⩽

𝑡∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
⩽

L

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽

⩽
L

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ L

𝜆𝑥𝑘−1𝑦
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Оценка 𝑊3(𝜆, 𝜒). Прибавляя слагаемое 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘, 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 ко всем трем членам
неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷3, получим

𝐷3 =
{︁
𝜌 : 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 +𝐻 < 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘

}︁
.

В отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 функция 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 монотонно возрастает, поэтому для левой границы
множества 𝐷3 имеем

2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 − 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 +𝐻 ⩾ 𝐻.

Следовательно, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷3, то выполняется неравенство

𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 > 𝐻,

поэтому для монотонной возрастающей функции 𝛾+2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘 в отрезке 𝑥− 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 справед-
ливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘| = min(𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆𝑢𝑘) = 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩾ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Все нули в множестве

𝐷3 =
{︁
𝜌 : 𝐻 < 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘

}︁
,

разобьем на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑡, 𝑡 ≪ 𝑇0𝐻
−1 следующим образом: в класс 𝐷3𝑛 отнесем те

нули 𝜌, для которых выполняются условия

𝑛𝐻 < 𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑡.

Поэтому имеем

𝑊3(𝜆, 𝜒)≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩽
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
⩽

L

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽 ⩽

⩽
L

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ L

𝜆𝑥𝑘−1𝑦
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Оценка 𝑊2(𝜆, 𝜒). Вводя обозначения

𝑇1 = 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘 +𝐻, 𝐻1 = 2𝜋𝑘𝜆(𝑥𝑘 − (𝑥− 𝑦)𝑘) + 2𝐻, 𝑇2 = 𝑇1 + 2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘,

где 𝑥− 𝑦 < 𝑢 ⩽ 𝑥, представим множество 𝐷2 в следующих видах:

𝐷2 = {𝜌 : 𝑇1 −𝐻1 ⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1} =
{︁
𝜌 : 𝑇2 −𝐻1 ⩽ 2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾 ⩽ 𝑇2

}︁
. (16)

Воспользовавшись неравенством

(𝑥− 𝑦)𝑘 ⩾ 𝑥𝑘 − 𝑘𝑥𝑘−1𝑦, (17)
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являющиеся следствием теоремы Лагранжа о конечных разностях, а затем значением пара-
метра 𝐻 = 2𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦, имеем

𝑇2 −𝐻1 = 2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 + 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 −𝐻 ⩾ 2𝜋𝑘2𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 −𝐻 ⩾

⩾ 2𝜋𝑘2𝜆
(︁
𝑥𝑘 − 𝑘𝑥𝑘−1𝑦

)︁
−𝐻 = 2

(︂
1− (𝑘 + 1)𝑦

𝑥

)︂
𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘 > 𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘,

Поэтому, если 𝜌 ∈ 𝐷2, то пользуясь третьей оценкой (6), найдем

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽√︀
2𝜋𝑘(𝑘 − 1)𝜆𝑢𝑘 − 𝛾

⩽
𝑥𝛽√

𝑇2 −𝐻1
⩽

𝑥𝛽√
𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘

.

Отсюда, затем из представления множества 𝐷2 в виде (16), получим

𝑊2(𝜆, 𝜒) =
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪
∑︁

𝑇2−𝐻1⩽2𝜋𝑘(𝑘−1)𝜆𝑢𝑘−𝛾⩽𝑇2

𝑥𝛽√
𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘

=
1√

𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘

∑︁
𝑇1−𝐻1⩽−𝛾⩽𝑇1

𝑥𝛽. (18)

Пользуясь неравенством (17), оценим сверху 𝐻1 — длину множества 𝐷2 и снизу её нижнюю
границу 𝑇1 −𝐻1:

𝐻1 = 2𝜋𝑘𝜆(𝑥𝑘 − (𝑥− 𝑦)𝑘) + 4𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩽ 6𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦,

𝑇1 −𝐻1 = 2𝜋𝑘𝜆(𝑥− 𝑦)𝑘 − 2𝜋𝑘2𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
(︂
1− 2𝑘𝑦

𝑥

)︂
.

Отсюда и из 𝑇1 = 2𝜋𝑘𝜆𝑥𝑘
(︁
1 + 𝑘𝑦

𝑥

)︁
следует, что в (18) границы суммы по 𝛾, то есть 𝑇1 −𝐻1

и 𝑇1 являются величинами порядка 𝜆𝑥𝑘, а её длина 𝐻1 является величиной порядка 𝜆𝑥𝑘−1𝑦.
Разобьём интервал суммирования 𝑇1 −𝐻1 ⩽ 𝛾 ⩽ 𝑇1 на не более 6𝜋𝑘2 интервалов вида

æ𝜆𝑥𝑘 − 𝜆𝑥𝑘−1𝑦 < 𝛾 ⩽ æ𝜆𝑥𝑘,

где постоянная æ принимает значение из интервала 2𝜋𝑘
(︁
1− 2𝑘𝑦

𝑥

)︁
< æ ⩽ 2𝜋𝑘

(︁
1 + 𝑘𝑦

𝑥

)︁
, и

правую часть (18) представим в виде

𝑊2(𝜆, 𝜒)≪
1√
𝜆𝑥𝑘

∑︁
æ𝜆𝑥𝑘−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽æ𝜆𝑥𝑘

𝑥𝛽.

Для удобства не ограничивая общности будем считать, что æ = 1. Подставляя эту оценку,
оценки 𝑊1(𝜆, 𝜒) и 𝑊3(𝜆, 𝜒) в (15) и имея в виду, что 𝜆𝑥𝑘 < 𝑇0, а затем и 𝜆 >

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
,

имеем

𝑊 (𝜆, 𝜒)≪ 1√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

(︂
1 +

L√
𝜆𝑥𝑘−2𝑦

)︂
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ L√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Подставляя эту оценку в (7), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 2√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝜒mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑘−1𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 =
L 2√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

max
|𝑇 |⩽𝑇0

𝑉𝑞(𝑇, 𝜆𝑥
𝑘−1𝑦),

где сумма 𝑉𝑞(𝑇,𝑈) определена в (10), и в формуле (11) полагая 𝑈 = 𝜆𝑥𝑘−1𝑦, найдем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 3√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

max
|𝑇 |⩽𝑇0

max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒mod 𝑞

(︁
𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝜆𝑥𝑘−1𝑦, 𝜒)

)︁
, (19)
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где 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0). Далее будем считать, что для параметра 𝑦 выполняется условие

𝑥
1− 1

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏−10. (20)

Из определения параметра 𝑇0, условия 𝜆 >
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и (20), имеем

𝑇

(𝜆𝑥𝑘−1𝑦)3
⩽

𝑇0
(𝜆𝑥𝑘−1𝑦)3

=

√
𝑞L 𝐴+3

𝜆3𝑥3𝑘−4𝑦4
+

√
𝑞L 𝐴+3

𝜆2𝑥2𝑘−3𝑦3
⩽

⩽

(︀
2𝜋𝑘2

)︀3
𝑦2L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥2
+

(︀
2𝜋𝑘2

)︀2
𝑦L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥
≪ L −7,

следует, что в сумме по 𝜒mod 𝑞 в (19) выполняется условие 𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 𝑇
1
3 , то есть можно

применить лемму 7. Полагая в этой лемме

𝜀 = min

(︂
𝜂𝑘

8(𝑘 − 1)
,
2𝑘 − 5 + 𝜂𝑘

2
𝛿

)︂
, (21)

имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ B1 + B2, (22)

B1 =
L 12√︀
𝜆𝑞𝑥𝑘

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

𝑥𝑢
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁ 4−4𝑢
3−2𝑢

,

B2 =
L 3√︀
𝑞𝜆𝑥𝑘

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿(𝑞,𝑇0)

𝑥𝑢
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

.

Оценка B1. Имеем

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

exp (𝑓1(𝑢)) , 𝑓1(𝑢) = 𝑢 ln𝑥+

(︂
1

𝑢− 1, 5
+

3

2

)︂
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁
,

𝑓 ′1(𝑢) = ln𝑥− ln
(︀
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︀
(𝑢− 1, 5)2

, 𝑓 ′′1 (𝑢) =
2 ln

(︀
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︀
(𝑢− 1, 5)3

< 0.

Покажем, что 𝑓 ′1(0, 5) > 0. Действительно воспользовавшись условиями 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1
𝑞𝜏 , 𝜏 =

𝑦2𝑘−1

𝑥𝑘−1L 𝑏1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 , имеем

−𝑓 ′1(0, 5) = ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−2𝑦

)︁
⩽ ln

(︂
𝑥𝑘−2𝑦

𝜏

)︂
= ln

(︂
𝑥2𝑘−3L 𝑏1

𝑦2𝑘−2

)︂
⩽ ln

(︃
𝑥2𝑘−3L 𝑏1

𝑥
2𝑘−2− 2𝑘−2

2𝑘−1+𝜂𝑘 L (2𝑘−2)𝑐𝑘

)︃
=

= ln

(︂
𝑥
− 1+𝜂𝑘

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑏1−(2𝑘−2)𝑐𝑘

)︂
= − 1 + 𝜂𝑘

2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘
L + (𝑏1 − (2𝑘 − 2)𝑐𝑘) lnL < 0.

Далее для оценки B1 рассмотрим два случая: 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 < 𝑥
9
16 и 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 𝑥

9
16 .

Cлучай 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 < 𝑥
9
16 . Имеем

𝑓 ′1(𝑢) ⩾ 𝑓 ′1(0, 75) = ln𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦) > ln𝑥− 16

9
ln𝑥

9
16 = 0,

то есть 𝑓 ′1(𝑢) положительна и 𝑓1(𝑢) возрастающая функция в интервале 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75.
Воспользовавшись этим свойством, а затем соотношением (20), имеем

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp (𝑓1(0, 75)) =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︂
3

4
ln𝑥+

1

6
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦)

)︂
=
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁ 1
6
𝑥

1
4 𝑦

1
2 L 12 <
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< 𝑥
11
32 𝑦

1
2 L 12 = 𝑦

(︃
𝑥
1− 1

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘

𝑦

)︃ 1
2

𝑥
− 10𝑘+5𝜂𝑘−21

32(2𝑘−1+𝜂𝑘) L 12−0,5𝑐𝑘 ≪ 𝑦L −𝐴.

Cлучай 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 𝑥
9
16 . Ради удобства вводя обозначение

𝑦 = 𝑥1−𝜇2
L 𝑐, (23)

будем искать наибольшее значение параметра 𝜇 и наименьшее значение параметра 𝑐, для
которого выполняется оценка

B1 ≪ 𝑦L −𝐴. (24)

Воспользовавшись условиями 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1
𝑞𝜏 , 𝜏 = 𝑦2𝑘−1

𝑥𝑘−1L 𝑏1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 , имеем

𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩽
𝑥𝑘−1𝑦

𝜏
=

(︂
𝑥

𝑦

)︂2𝑘−2

L 𝑏1 ⩽
(︁
𝑥

1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L −𝑐𝑘

)︁2𝑘−2

L 𝑏1 = 𝑥
1− 1+𝜂𝑘

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑏1−(2𝑘−2)𝑐𝑘 .

Следовательно,

𝑓 ′1(0, 5) = ln𝑥− ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦) > 0, 𝑓 ′1(0, 75) = ln𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦) ⩽ 0,

и точка 𝑢0 =
3

2
−
(︂
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

, где 𝑓 ′1(𝑢0) = 0 принадлежит интервалу интегрирования,

также в этом интервале выполняется условие 𝑓 ′′(𝑢) < 0. Следовательно, в интервале 0, 5 ⩽
𝑢 ⩽ 0, 75 график функции 𝑓(𝑢) является выпуклым вверх, поэтому

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp (𝑓1(𝑢0)) =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︂
𝑢0 ln𝑥+

(︂
1

𝑢0 − 1, 5
+

3

2

)︂
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︂
=

=
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︃(︃
3

2
−
(︂
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

)︃
ln𝑥+

(︃
−
(︂

ln𝑥

ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦)

)︂ 1
2

+
3

2

)︃
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︃
=

= 𝑥𝑦
1
2 L 12 exp

(︂
3

2
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁
− 2

(︁
ln(𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦) ln𝑥

)︁ 1
2

)︂
= 𝑥𝑦

1
2 L 12 exp

(︁
𝑔
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︁
, (25)

где 𝑔(𝑡) = 3
2 ln 𝑡− 2 (ln 𝑡 ln𝑥)

1
2 . Из условий

𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 𝑥
9
16 , 𝜆 ⩽

1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2𝑘−1

𝑥𝑘−1L 𝑏1
,

и формулы (23) следует, что

𝑥
9
16 ⩽ 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩽

𝑥𝑘−1𝑦

𝜏
=
𝑥2𝑘−2L 𝑏1

𝑦2𝑘−2
= 𝑥𝑢L 𝑣, 𝑢 = (2𝑘 − 2)𝜇2, 𝑣 = 𝑏1 − (2𝑘 − 2)𝑐. (26)

Поэтому имея в виду, что 𝑡 = 𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦 ⩾ 𝑥
9
16 , получим

𝑔′(𝑡) =
3

2𝑡
− (ln𝑥)

1
2

𝑡(ln 𝑡)
1
2

=
9 ln 𝑡− 4 ln𝑥

2𝑡(ln 𝑡)
1
2 (3(ln 𝑡)

1
2 + 2(ln𝑥)

1
2 )
> 0,

то есть 𝑔(𝑡) в интервале своего изменения возрастающая функция, поэтому

𝑔
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁
⩽ 𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣) .
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Отсюда с учётом соотношения

𝑦−
1
2 = 𝑥−

1
2
+ 𝑢

4𝑘−4 L − 𝑏1−𝑣
4𝑘−4 ,

правую часть (25) оценим следующим образом:

B1 ⩽ 𝑥𝑦
1
2 L 12 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣)) = 𝑦𝑥

1
2
+ 𝑢

4𝑘−4 L 12− 𝑏1−𝑣
4𝑘−4 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣)) =

= 𝑦𝑥
1
2
+ 𝑢

4𝑘−4 L 12− 𝑏1−𝑣
4𝑘−4 exp

(︂
3

2
ln (𝑥𝑢L 𝑣)− 2 (ln (𝑥𝑢L 𝑣)L )

1
2

)︂
=

= 𝑦L 12− 𝑏1−𝑣
4𝑘−4

+ 3𝑣
2 · 𝑥 1

2
+ 𝑢

4𝑘−4
+ 3𝑢

2 exp
(︁
−2
(︀
𝑢L 2 + 𝑣L lnL

)︀ 1
2

)︁
=

= 𝑦L 12− 𝑏1
4𝑘−4

+ 𝑣
4𝑘−4

+ 3𝑣
2 𝑥

3𝑢
2
+ 𝑢

4𝑘−4
+ 1

2 exp

(︃
−2√𝑢L

(︂
1 +

𝑣 lnL

𝑢L

)︂ 1
2

)︃
. (27)

Воспользуемся при |𝑡| ⩽ 0, 1 формулой

(1 + 𝑡)
1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅(𝑡), 𝑅(𝑡, 𝜃) = − (1− 𝜃)𝑡2

8(1 + 𝜃𝑡)
3
2

,

которая получается разложением функции 𝑓(𝑡) = (1 + 𝑡)
1
2 в ряд Маклорена с остаточным

членом в форме Коши вида

𝑓(𝑡) = 1+

𝑚∑︁
𝑛=1

1
2

(︀
1
2 − 1

)︀
. . .
(︀
1
2 − (𝑛− 1)

)︀
𝑛!

𝑡𝑛 +𝑅𝑚(𝑡, 𝜃), 𝑅𝑚(𝑡, 𝜃) =
𝑓 (𝑚+1)(𝜃𝑡)

(𝑚+ 1)!
(1− 𝜃)𝑚𝑡𝑚+1,

0 < 𝜃 < 1, 𝑓 ′(𝑡) =
1

2
(1 + 𝑡)−

1
2 , 𝑓 ′′(𝑡) = −1

4
(1 + 𝑡)−

3
2 ,

при 𝑚 = 1. Остаточный член 𝑅1(𝑡, 𝜃) = −
𝑡2(1− 𝜃)

8(1 + 𝜃𝑡𝑇 )
3
2

будем рассматривать как функцию от

𝜃. Имеем

𝜕𝑅1(𝑡, 𝜃)

𝜕𝜃
=

((3− 𝜃)𝑡+ 2)𝑡2

16(1 + 𝜃𝑡)
5
2

> 0.

Следовательно,

min𝑅(𝑡, 𝜃) = 𝑅(𝑡, 0) = − 𝑡
2

8
, (1 + 𝑡)

1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅(𝑡) ⩾ 1 +

𝑡

2
− 𝑡2

8
.

Поэтому

− 2
√
𝑢L

(︂
1 +

𝑣 lnL

𝑢L

)︂ 1
2

⩽ −2√𝑢L
(︂
1 +

𝑣 lnL

2𝑢L
− 𝑣2 ln2 L

8𝑢2L 2

)︂
=

= ln𝑥−2
√
𝑢 + lnL

− 𝑣√
𝑢 +

𝑣2 ln2 L

4𝑢
3
2 L

⩽ ln𝑥−2
√
𝑢 + lnL

− 𝑣√
𝑢 + 1.

Подставляя эту оценку в правую часть (27), получим

B1 ≪𝑦L 12− 𝑏1
4𝑘−4

+ 𝑣
4𝑘−4

+ 3𝑣
2 𝑥

3𝑢
2
+ 𝑢

4𝑘−4
+ 1

2 · 𝑥−2
√
𝑢L

− 𝑣√
𝑢 =

= 𝑦𝑥(
3
2
+ 1

4𝑘−4)𝑢−2
√
𝑢+ 1

2 L
12− 𝑏1

4𝑘−4
+
(︁

1
4𝑘−4

+ 3
2
− 1√

𝑢

)︁
𝑣
. (28)
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Воспользовавшись соотношением (26) показатели 𝑥 и L в правой части последнего неравен-
ства выражаем через 𝜇 и 𝑐. Обозначая эти показатели через æ(𝜇) и 𝜔(𝜇, 𝑐), имеем

æ(𝜇) =

(︂
3

2
+

1

4𝑘 − 4

)︂
(2𝑘 − 2)𝜇2 − 2

√︀
(2𝑘 − 2) 𝜇+

1

2
=

1

2

(︁
(6𝑘 − 5)𝜇2 − 4

√
2𝑘 − 2 𝜇+ 1

)︁
,

𝜔(𝜇, 𝑐) =12− 𝑏1
4𝑘 − 4

+

(︂
1

4𝑘 − 4
+

3

2
− 1

𝜇
√
2𝑘 − 2

)︂
(𝑏1 − (2𝑘 − 2)𝑐) =

= 12 +

(︂
3

2
− 1

𝜇
√
2𝑘 − 2

)︂
𝑏1 −

(︂
6𝑘 − 5

2
−
√
2𝑘 − 2

𝜇

)︂
𝑐.

Величина æ = æ(𝜇) является квадратичным многочленом относительно 𝜇, с двумя положи-
тельными корнями, большим из них является число

𝜇𝑘 =
2
√
2𝑘 − 2 +

√
2𝑘 − 3

6𝑘 − 5
=

1

2
√
2𝑘 − 2−

√
2𝑘 − 3

,

квадрат которого имеет вид

𝜇2𝑘 =
1

2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘
, 𝜂𝑘 =

2

4𝑘 − 5 + 2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)

. (29)

Следовательно, наибольшее значение параметра 𝜇, при котором æ = æ(𝜇) — показатель 𝑥 в
оценке (28) равен, нулю является число 𝜇𝑘, а 𝜔(𝜇, 𝑐) — показатель L при 𝜇 = 𝜇𝑘 принимает
вид

𝜔(𝜇𝑘, 𝑐) = 12 +

(︂√
2𝑘 − 3√
2𝑘 − 2

− 1

2

)︂
𝑏1 −

(︂√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− 2𝑘 − 3

2

)︂
𝑐,

и при 𝑐 = 𝑐𝑘, где

𝑐𝑘 =
2𝐴+ 24 +

(︁
2
√
2𝑘−3√
2𝑘−2

− 1
)︁
𝑏1

2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− (2𝑘 − 3)

,

имеет место равенство 𝜔(𝜇𝑘, 𝑐𝑘) = −𝐴, то есть оценка (28) превращается в оценку (24). Отсюда,
из представлений параметра 𝑦 в виде (23) и параметра 𝜇2𝑘 в виде (29) следует, что оценка (24)
имеет место при

𝑦 ⩾ 𝑥
1− 1

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 , 𝜂𝑘 =
2

4𝑘 − 5 + 2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)

.

Оценка B2. Имеем

B2 =
𝑦

1
2 L 3

𝑥
1
2

(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁− 1
2

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁ 2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀

, 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0).

В B2 функция 𝑓2(𝑢) и её производная второго порядка положительны:

𝑓 ′2(𝑢) =𝑓2(𝑢)
(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︂
, 𝑓 ′′2 (𝑢) = 𝑓2(𝑢)

(︃(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︂2

+

+
4

𝑢3
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁)︂
⩾

4𝑓2(𝑢)

𝑢3
ln
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁
⩾

4𝑓2(𝑢)

𝑢3
ln

(︂
𝑞𝑥

2𝜋𝑘2𝑦

)︂
> 0,
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то есть график функции 𝑓2(𝑢) является выпуклым вниз, поэтому

B2 ⩽
𝑦

1
2 L 2

𝑥
1
2

(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁− 1
2
(𝑓2(0, 75) + 𝑓2(1− 𝛿)) =

=
𝑦

1
2 L 2.

𝑥
1
2

(︂
𝑥

3
4

(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁ 1
6
+𝜀

+ 𝑥1−𝛿
(︁
𝑞𝜆𝑥𝑘−1𝑦

)︁− 1
2
+ 2𝛿

1−𝛿
+𝜀
)︂
.

Воспользовавшись условием рассматриваемого случая

1

2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2
< 𝜆 ⩽

1

𝑞𝜏
=
𝑥𝑘−1L 𝑏1

𝑞𝑦2𝑘−1
,

имеем

B2 ≪
𝑦

1
2 L 2

𝑥
1
2

⎛⎝𝑥 3
4

(︂
𝑥2𝑘−2L 𝑏1

𝑦2𝑘−2

)︂1
6+𝜀

+ 𝑥1−𝛿

(︂
𝑥

𝑦

)︂−1
2+

2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⎞⎠ = 𝑦L 2 ·Δ(𝑘, 𝜀)

Δ(𝑘, 𝜀) =

⎛⎝𝑥2𝑘−2+ 3
2(1+6𝜀)L 𝑏1

𝑦
2𝑘−2+ 3

1+6𝜀

⎞⎠
1
6+𝜀

+

⎛⎜⎝𝑥
𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀

=

=

⎛⎝𝑥1− 3
4𝑘+2+24(𝑘−1)𝜀L

𝑏1+6𝜀
2𝑘+1+12(𝑘−1)𝜀

𝑦

⎞⎠
2𝑘+1
6 +2(𝑘−1)𝜀

+

⎛⎜⎝𝑥
𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀

=

=

⎛⎝𝑥1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘

𝑦
𝑥𝑔(𝑘,𝜀)L ℎ(𝑘,𝜀)

⎞⎠
2𝑘+1
6 +2(𝑘−1)𝜀

+

⎛⎝𝑥1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)L −𝑐𝑘

⎞⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀

,

где

𝑔(𝑘, 𝜀) = − 2𝑘 − 5 + 3𝜂𝑘 − 24(𝑘 − 1)𝜀

2(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)(2𝑘 + 1 + 12(𝑘 − 1)𝜀)
,

ℎ(𝑘, 𝜀) =
𝑏1 + 6𝜀

2𝑘 + 1 + 12(𝑘 − 1)𝜀
− 𝑐𝑘,

𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿(1− 𝛿)

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀 +
1

2𝑘 − 1 + 𝜂3
.

Отсюда имея в виду, что 𝑦 ⩾ 𝑥
1− 1

2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 и 𝑐𝑘 > 0, получим

Δ(𝑘, 𝜀)≪
(︁
𝑥𝑔(𝑘,𝜀)L ℎ(𝑘,𝜀)

)︁2𝑘+1+12(𝑘−1)𝜀
6

+ 𝑥
𝑓(𝛿,𝜀)

2𝛿+(1−𝛿)𝜀
1−𝛿 . (30)

Воспользовавшись явным значением параметра 𝜀, то есть формулой (21), условиями 𝜂𝑘 > 0,
и 𝑘 ⩾ 3, находим

𝑔(𝑘, 𝜀)
2𝑘 + 1 + 12(𝑘 − 1)𝜀

6
= − 2𝑘 − 5

12(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)
+

(︂
𝜀− 𝜂𝑘

8(𝑘 − 1)

)︂
2𝑘 − 2

2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘
⩽

⩽ − 2𝑘 − 5

12(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)
< − 2𝑘 − 5

12(2𝑘 − 1)
= − 1

12
+

1

6𝑘 − 3
⩽ − 1

60
,

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿 = −𝛿 + 2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
(1− 𝛿)(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)

⩽ −𝛿 + 2𝛿 + 𝜀
5
6(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)

=
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= −2

5
𝛿 +

6

5(2𝑘 − 1 + 𝜂𝑘)

(︂
𝜀− 2𝑘 − 5 + 𝜂𝑘

2
𝛿

)︂
⩽ −2

5
𝛿.

С помощью этих двух неравенств и соотношения

ℎ(𝑘, 𝜀)

(︂
2𝑘 + 1

6
+ 2(𝑘 − 1)𝜀

)︂
=
𝑏1 − (2𝑘 + 1)𝑐𝑘 + (6− 12(𝑘 − 1)𝑐𝑘)𝜀

6

оценку (30) представим в виде

Δ(𝑘, 𝜀)≪ 𝑥−
1
60 L

𝑏1−(2𝑘+1)𝑐𝑘+(6−2(𝑘−1)𝑐𝑘)𝜀

6 + 𝑥−0,4𝛿 ≪ L −𝐴−2 + exp (−0, 4𝛿L ) .

Пользуясь условиями

𝜆 ⩽
1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦2𝑘−1

𝑥𝑘−1L 𝑏1
, 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘 ,

имеем

𝑇0 ⩽

(︂
𝑥
√
𝑞

𝑦
+
𝑥2𝑘−1L 𝑏1

𝑦2𝑘−1

)︂
L 𝐴+3 ≪ 𝑥2𝑘−1

𝑦2𝑘−1
L 𝐴+𝑏1+3 ⩽ 𝑥

2𝑘−1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝐴+𝑏1+3−(2𝑘−1)𝑐𝑘 < 0, 1𝑥,

Воспользовавшись этим неравенством, оценим снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0):

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ ⩾
𝑐1

max
(︁
𝑏 lnL , (L lnL )

3
4

)︁ ⩾ 𝑐1L
−0,76.

Поэтому

B2 ≪ 𝑦L 2 ·Δ(𝑘, 𝜀)≪ 𝑦L 2
(︀
L −𝐴−2 + exp

(︀
−0, 4𝑐1L 0,24

)︀)︀
≪ 𝑦L −𝐴.

Подставляя эту оценку и оценку для B1 в (22), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴. (31)

Воспользовавшись оценкой (1), леммой 1 об оценке интеграла по величине первой производ-

ной, условиями 𝜆 >
(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
и (20), имеем⃒⃒⃒⃒

𝜏(𝜒0, 𝑎, 𝑘)

𝜙(𝑞)

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≪ L√

𝑞
· 1

𝜆𝑥𝑘−1
≪ 𝑦2L√

𝑞𝑥
≪ 𝑦L −𝐴.

Подставляя эту оценку, также оценки (31) и (4) в (3), получим второе утверждение теоремы.
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