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Аннотация

В 2012 году Салем Бен Саид, Кобаяши и Орстед определили двупараметрическое
(𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование Фурье, действующее в пространствах с весом |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥),
𝑎 > 0, где 𝑣𝑘(𝑥) — вес Данкля. Наиболее интересны случаи 𝑎 = 2 и 𝑎 = 1. При 𝑎 = 2 обоб-
щенное преобразование Фурье совпадает с преобразованием Данкля и оно хорошо изу-
чено. В случае 𝑎 = 1 гармонический анализ, важный, в частности, в задачах квантовой
механики, изучен пока еще не достаточно. Одним из существенных элементов гармониче-
ского анализа является ограниченный оператор сдвига, позволяющий определить свертку
и структурные характеристики функций. При 𝑎 = 1 имеется оператор сдвига 𝜏𝑦. Его
𝐿𝑝-ограниченность установлена Салемом Бен Саидом и Делеавалом, но только на ради-
альных функциях и при 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 2. Ранее при 𝑎 = 1 мы предложили новый положительный
оператор обобщенного сдвига 𝑇 𝑡𝑓(𝑥), 𝑡 ∈ R+, 𝑥 ∈ R𝑑, и доказали его 𝐿𝑝-ограниченность
по 𝑥. В настоящей работе доказана его 𝐿𝑝-ограниченность по 𝑡. Для оператора сдвига
𝜏𝑦, 𝐿𝑝-ограниченность на радиальных функциях установлена и для 2 < 𝑝 < ∞. С помо-
щью оператора 𝑇 𝑡 определена свертка и для нее доказано неравенство Юнга. Для (𝑘, 1)-
обобщенных средних, определяемых с помощью свертки, установлены достаточные усло-
вия 𝐿𝑝-сходимости и сходимости почти всюду. Выполнение этих условий проверено для
аналогов классических методов суммирования Гаусса-Вейерштрасса, Пуассона, Бохнера –
Рисса.

Ключевые слова: (𝑘, 1)-обобщенное преобразование Фурье, положительный оператор
сдвига.
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Abstract

In 2012, Salem Ben Sǎid, Kobayashi, and Orsted defined the two-parametric (𝑘, 𝑎)-
generalized Fourier transform, acting in the space with weight |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥), 𝑎 > 0, where 𝑣𝑘(𝑥)
is the Dunkl weight. The most interesting cases are 𝑎 = 2 and 𝑎 = 1. For 𝑎 = 2 the generalized
Fourier transform coincides with the Dunkl transform and it is well studied. In case 𝑎 = 1
harmonic analysis, which is important, in particular, in problems of quantum mechanics, has
not yet been sufficiently studied. One of the essential elements of harmonic analysis is the
bounded translation operator, which allows one to determine the convolution and structural
characteristics of functions. For 𝑎 = 1, there is a translation operator 𝜏𝑦. Its 𝐿𝑝-boundedness
was recently established by Salem Ben Sǎid and Deleaval, but only on radial functions and for
1 ⩽ 𝑝 ⩽ 2. Earlier, we proposed for 𝑎 = 1 a new positive generalized translation operator and
proved that it is 𝐿𝑝 -bounded in 𝑥. In this paper, it is proved that it is 𝐿𝑝 -bounded in 𝑡. For the
translation operator 𝜏𝑦, 𝐿𝑝-boundedness on radial functions is established for 2 < 𝑝 <∞. The
operator 𝑇 𝑡 is used to define a convolution and to prove Young’s inequality. For (𝑘, 1)-generalized
means defined by convolution, sufficient conditions for 𝐿𝑝-convergence and convergence almost
everywhere are established. The fulfillment of these conditions is verified for analogues of the
classical summation methods of Gauss–Weierstrass, Poisson, Bochner–Riesz.
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1. Введение

Пусть R𝑑 — действительное 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным произведением
⟨𝑥, 𝑦⟩ и нормой |𝑥| =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, Δ — оператор Лапласа,

ℱ(𝑦) = (2𝜋)−𝑑/2

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖⟨𝑥,𝑦⟩ 𝑑𝑥

— преобразование Фурье

2The research was supported by a grant from the Russian Science Foundation number 18-11-00199, https://rscf.
ru/project/18-11-00199/.
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Одним из обобщений преобразования Фурье стало преобразование Данкля ℱ𝑘 [1], опреде-
ляемое с помощью системы корней 𝑅 ⊂ R𝑑, группы отражений 𝐺 ⊂ 𝑂(𝑑) и функции крат-
ности 𝑘 : 𝑅 → R, инвариантной относительно 𝐺. Здесь 𝐺 — конечная группа, порожденная
отражениями {𝜎𝛼 : 𝛼 ∈ 𝑅}, где 𝜎𝛼 — отражение относительно гиперплоскости (𝛼, 𝑥) = 0. Роль
оператора Лапласа в гармоническом анализе Данкля играет дифференциально-разностный
оператор Δ𝑘, называемый лапласианом Данкля [2]. Для 𝑘 ≡ 0, Δ𝑘 = Δ. Лапласиан Данкля
позволяет записать гармонический осциллятор Данкля Δ𝑘 − |𝑥|2 и преобразование Данкля в
спектральной форме

ℱ𝑘 = exp
(︁ 𝑖𝜋
4

(︀
𝑑+

∑︁
𝛼∈𝑅

𝑘(𝛼)
)︀)︁

exp
(︁ 𝑖𝜋
4

(︀
Δ𝑘 − |𝑥|2

)︀)︁
.

Дальнейшее обобщение преобразований Фурье и Данкля получено в [3]. Салем Бен Саид,
Кобаяши и Орстед [3] определили 𝑎-деформированный гармонический осциллятор Данкля

Δ𝑘,𝑎 = |𝑥|2−𝑎Δ𝑘 − |𝑥|𝑎, 𝑎 > 0,

и двупараметрическое семейство унитарных операторов в гильбертовом пространстве 𝐿2(R𝑑,
𝑑𝜇𝑘,𝑎) с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
=

(︂∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥)
)︂1/𝑝

, 𝑝 = 2,

названное (𝑘, 𝑎)-обобщенным преобразованием Фурье:

ℱ𝑘,𝑎 = exp
(︁ 𝑖𝜋
2𝑎

(2𝜆𝑘 + 𝑎)
)︁
exp
(︁ 𝑖𝜋
2𝑎

Δ𝑘,𝑎

)︁
. (1)

Здесь

𝜆𝑘 =
𝑑

2
− 1 + ⟨𝑘⟩, ⟨𝑘⟩ = 1

2

∑︁
𝛼∈𝑅

𝑘(𝛼),

𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥),

𝑣𝑘(𝑥) =
∏︁
𝛼∈𝑅
|⟨𝛼, 𝑥⟩|𝑘(𝛼), 𝑐−1

𝑘,𝑎 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|𝑎/𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥.

Число 𝑑𝑘,𝑎 = 2𝜆𝑘 + 𝑎 = 𝑑+ 2⟨𝑘⟩+ 𝑎− 2 называют обобщенной размерностью пространства
R𝑑 с весом |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘,𝑎(𝑥).

Если 𝑎 = 2, то (1) — преобразование Данкля. Если 𝑎 = 2 и 𝑘 ≡ 0, то (1) — преобразование
Фурье. Если 𝑎 ̸= 2, то (1) — деформированное преобразование Данкля и деформированное
преобразование Фурье. Они могут найти применение в разных задачах. Например, при 𝑎 = 1 и
𝑘 ≡ 0 деформированное преобразование Данкля является оператором унитарного обращения
модели Шредингера минимального представления группы 𝑂(𝑁 + 1, 2) [4].

В гармоническом анализе и теории приближений большую роль играет оператор сдвига,
так как он позволяет определить свертку и структурные характеристики функций. В гар-
моническом анализе Фурье оператор сдвига имеет вид 𝜏𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑦). В гармоническом
анализе Данкля оператор сдвига 𝜏𝑦 был определен Реслер для функций из 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,2) [5].
В этих пространствах он является ограниченным линейным оператором. Но его ограничен-
ность в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,2), 𝑝 ̸= 2, доказана только для группы отражений 𝐺 = Z𝑑

2.
Основная трудность состоит в том, что 𝜏𝑦 не является положительным оператором. Реслер
[6] показала, что среднее значение 𝜏𝑦 по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦
′
𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′), 𝑡 ∈ R+,
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где S𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1}— евклидова сфера, а 𝑑𝜎𝑘(𝑦′) = 𝑎𝑘𝑣𝑘(𝑦
′) 𝑑𝑦′ — вероятностная мера

на сфере, является положительным оператором. Опираясь на этот факт, в [7] доказана 𝐿𝑝-
ограниченность оператора 𝑇 𝑡 для всех 1 ⩽ 𝑝 <∞. Таким образом, его можно использовать как
ограниченный оператор сдвига. Если 𝑘 ≡ 0, то оператор 𝑇 𝑡 совпадает с оператором среднего
значения по сфере и имеет широкое применение.

Следующий важный случай обобщенного преобразования Фурье ℱ𝑘,𝑎 при 𝑎 = 1. Оператор
сдвига 𝜏𝑦 для преобразования ℱ𝑘,1, ограниченный в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), определен
Салемом Бен Саидом и Делеавалом [8], (см. также [9]). Они доказали, что на радиальных
функциях оператор 𝜏𝑦 положительный и ограниченный в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽
𝑝 ⩽ 2.

Нами в [10] при 𝜆𝑘 > 0 определен ограниченный в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) оператор
среднего значения 𝜏𝑦 по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦
′
𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′), 𝑡 ∈ R+, (2)

где 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦′) = 𝑎𝑘,1𝑣𝑘,1(𝑦
′) 𝑑𝑦′ — вероятностная мера на сфере. В [10] доказано, что оператор 𝑇 𝑡

(2) положительный и на функциях из пространства Шварца 𝒮(R𝑑) допускает представление

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥(𝜉), 𝑡 ∈ R+, 𝑥 ∈ R𝑑, (3)

с вероятностной мерой 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥 и, что он может быть распространен на пространства 𝐿
𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1),

1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, с выполнением неравенства

‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

, (4)

где под 𝐿∞(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) понимается пространство 𝐶𝑏(R𝑑) непрерывных ограниченных функций
с нормой ‖𝑓‖∞ = sup |𝑓(𝑥)|.

Пусть 𝑟 ∈ R+, 𝑎 > 0, 2𝜆+ 𝑎− 1 ⩾ 0,

𝑑𝜈𝜆,𝑎(𝑟) = 𝑏𝜆,𝑎𝑟
2𝜆+𝑎−1 𝑑𝑟, 𝑏−1

𝜆,𝑎 =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟𝑎/𝑎𝑟2𝜆+𝑎−1 𝑑𝑟 = 𝑎2𝜆/𝑎Γ(2𝜆/𝑎+ 1),

𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 < ∞, — банахово пространство измеримых по Лебегу функций с нормой
‖𝑓‖𝑝𝑝,𝑑𝜈𝜆,𝑎 =

∫︀∞
0 |𝑓 |𝑝 𝑑𝜈𝜆,𝑎, 𝐿∞(R+, 𝑑𝜈𝜆,𝑎) = 𝐶𝑏(R+).

Наша цель — при 𝑎 = 1 провести дальнейшее исследование свойств положительного опе-
ратора сдвига и указать его применение. Мы докажем неравенство

‖𝑇 𝑡𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜈𝜆,1 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
, 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, 𝑥 ∈ R𝑑. (5)

Аналогичное неравенство в анализе Данкля (𝑎 = 2) было установлено в [7]. Для оператора
сдвига 𝜏𝑦 на радиальных функциях 𝐿𝑝-ограниченность установим и для 2 < 𝑝 < ∞. С помо-
щью оператора 𝑇 𝑡 определим свертку и для нее докажем неравенство Юнга. Что позволит
вместе с 𝐿𝑝-ограниченностью максимальной функции Харди–Литтлвуда [8] исследовать усло-
вия сходимости (𝑘, 1)-обобщенных средних Гаусса-Вейерштрасса, Пуассона, Бохнера–Рисса в
пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и почти всюду.

Мы будем писать 𝐴 ≲ 𝐵, если 𝐴 ≤ 𝐶𝐵 с константой 𝐶 > 0, зависящей только от несуще-
ственных параметров, и 𝐴 ≍ 𝐵, если 𝐴 ≲ 𝐵 и 𝐵 ≲ 𝐴. Как обычно, для 𝑝 > 1, 𝑝′ = 𝑝

𝑝−1 —
сопряженный гельдеров показатель, 𝜒𝐸(𝑥) — характеристическая функция множества 𝐸.
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2. Элементы обобщенного гармонического

анализа и операторы сдвига

Гармонический анализ Данкля, в частности, строится с помощью дифференциально-
разностных операторов

𝑇𝑗𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
+
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)⟨𝑎, 𝑒𝑗⟩
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝜎𝑎𝑥)
⟨𝑎, 𝑥⟩ , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

где 𝑅+ — положительная подсистема системы корней 𝑅, а {𝑒𝑗} — стандартный ортонормиро-
ванный базис в R𝑑. А также лапласиана Данкля

Δ𝑘𝑓(𝑥) =
𝑑∑︁

𝑗=1

𝑇 2
𝑗 𝑓(𝑥).

При 𝑘 ≡ 0, Δ𝑘 — оператор Лапласа Δ. Для радиальных функций

Δ𝑘𝑓(𝑥) = Δ𝑓(𝑥) + 2
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)
⟨∇𝑓(𝑥), 𝑎⟩
⟨𝑎, 𝑥⟩ ,

где ∇𝑓(𝑥) — градиент функции 𝑓(𝑥).
В гармоническом анализе Данкля построен положительный оператор сплетения 𝑉𝑘, для

которого

𝑇𝑗𝑉𝑘𝑓(𝑥) = 𝑉𝑘
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑.

Для него получено представление

𝑉𝑘𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜉)

с вероятностной мерой 𝑑𝜇𝑘𝑥, носитель которой лежит в выпуклой оболочке орбиты 𝑂𝑥 =
{𝑔𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐺}.

Большинство основных фактов гармонического анализа Данкля можно найти в [2].
Пусть 𝐽𝛼(𝑧) — функция Бесселя первого рода и порядка 𝛼 ⩾ −1/2,

𝑗𝛼(𝑧) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)
𝐽𝛼(𝑧)

𝑧𝛼
=

∞∑︁
𝑗=0

Γ(𝛼+ 1)(−1)𝑗𝑧2𝑗
22𝑗𝑗!Γ(𝑗 + 𝛼+ 1)

(6)

— нормированная функция Бесселя. Для нее |𝑗𝛼(𝑧)| ⩽ 1.
В дальнейшем будем считать, что выполнено условие 𝜆𝑘 > 0. В пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)

(𝑘, 1)-обобщенное преобразование Фурье (1) определяется как интегральный оператор

ℱ𝑘,1𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) (7)

с непрерывным ядром

𝐵𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑘(𝑗𝜆𝑘−1/2(
√︀
|𝑥||𝑦|(1 + ⟨𝑥′, ·⟩)))(𝑦′), 𝑥 = |𝑥|𝑥′, 𝑦 = |𝑦|𝑦′, (8)

для которого в силу представления (8)

|𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)| ⩽ 1, 𝐵𝑘(0, 𝑦) = 1, |𝑥|Δ𝑥
𝑘𝐵𝑘(𝑥, 𝑦) = −|𝑦|𝐵𝑘(𝑥, 𝑦), (9)
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∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝑡𝑦
′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′) = 𝑗2𝜆𝑘
(2
√︀
𝑡|𝑥|). (10)

Обобщенное преобразование Фурье — изометрия пространства 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и ℱ2
𝑘,1 = 𝐼𝑑.

Если 𝑓 ∈ 𝒜 = {𝑓 : 𝑓,ℱ𝑘,1(𝑓) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)}, то равенство (6) справедливо поточечно.
Справедливо вложение 𝒮(R𝑑) ⊂ 𝒜.

Основные факты об обобщенном преобразовании Фурье ℱ𝑘,1 можно найти в [3].
Оператор сдвига в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фу-

рье определяется как интегральный оператор

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝐵𝑘(𝑦, 𝜉)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉). (11)

В силу (9) норма оператора 𝜏𝑦 в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) равна 1. Если 𝑓 ∈ 𝒜 равенство (11) справедливо
поточечно.

Для оператора 𝜏𝑦 на радиальных функциях 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|) ∈ 𝒜 в [8] получено представление

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
Γ(𝜆𝑘+1/2)√
𝜋Γ(𝜆𝑘)

𝑉𝑘

(︁∫︁ 1

−1
𝑓0

(︁
|𝑥|+ |𝑦|−

√︀
2|𝑥||𝑦|(1 + ⟨𝑥′, ·⟩)𝑢

)︁
(1−𝑢2)𝜆𝑘−1 𝑑𝑢

)︁
(𝑦′), (12)

где 𝑥 = |𝑥|𝑥′, 𝑦 = |𝑦|𝑦′. В [8] для радиальных функций из 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 2, доказано
неравенство

‖𝜏𝑦𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (13)

В 𝐶𝑏(R𝑑) (𝑝 =∞) оно вытекает из (12).
Для функций из класса 𝒜 оператор сдвига 𝑇 𝑡 определен равенством (2). В силу (10) он

может быть записан как интегральный оператор

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝑗2𝜆𝑘
(2
√︀
𝑡|𝜉|)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉). (14)

Он также действует в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и его норма равна 1. Для функций из класса 𝒜 равенство
(14) выполняется поточечно. Из (14) также вытекает

ℱ𝑘,1(𝑇
𝑡𝑓)(𝜉) = 𝑗2𝜆𝑘

(2
√︀
𝑡|𝜉|)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉).

3. Свойства положительного оператора сдвига

Определим 𝑎-деформированное преобразование Ганкеля

ℋ𝜆𝑘,𝑎(𝑔0)(𝜌) =

∫︁ ∞

0
𝑔0(𝑟)𝑗2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
(𝜌𝑟)𝑎/2

)︁
𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎(𝑟), 𝜌 ∈ R+.

Преобразование Ганкеля является унитарным оператором в пространстве 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎)
и для радиальных функций позволяет записать (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование Фурье [3].
Если 𝑔(𝑥) = 𝑔0(𝑟), 𝑟 = |𝑥|, 𝜌 = |𝑦|, то

ℱ𝑘,𝑎(𝑔)(𝑦) = (ℱ𝑘,𝑎(𝑔))0(𝜌), (ℱ𝑘,𝑎(𝑔))0(𝜌) = ℋ𝜆𝑘,𝑎(𝑔0)(𝜌), ‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= ‖𝑔0‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎

.

С помощью операторов 𝑇 𝑡 и 𝜏𝑥 определим две свертки

(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡), (15)



142 В.И. Иванов

(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦). (16)

Свертка (16) была определена в [8], где для нее было доказано неравенство

‖(𝑓 *𝑘 𝑔)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

‖𝑔‖1,𝑑𝜇𝑘,1
(17)

в предположении, что 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, и радиальная функция 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)
и ограничена.

Лемма 1. Если 𝑓 ∈ 𝒜, 𝑔0 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝜆𝑘,1), 𝑔(𝑦) = 𝑔0(|𝑦|), то для 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑑,

(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)(𝑥) = (𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦), (18)

ℱ𝑘(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)(𝑦) = ℱ𝑘(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑦) = ℱ𝑘(𝑓)(𝑦)ℱ𝑘(𝑔)(𝑦). (19)

Доказательство. Применяя (7) и (14), получим

(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

=

∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

𝑗2𝜆𝑘
(2
√︀
𝑡|𝑦|)𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

=

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑦)ℱ𝑘,1(𝑔)(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦),

поэтому
ℱ𝑘,1(𝑓 *𝜆𝑘

𝑔0)(𝑦) = ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑦)ℱ𝑘,1(𝑔)(𝑦).

Второе равенство в (19) для свертки (15) доказано. Докажем равенство сверток (15) и (16)
сначала для 𝑔 ∈ 𝒜. Действительно, в силу (11) и (7)

(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)

=

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑦, 𝑧)𝐵𝑘(𝑥, 𝑧)ℱ𝑘,1(𝑔)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)

=

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑧)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑧)ℱ𝑘,1(𝑔)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧).

Случай 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) получается предельным переходом.
Наконец, применяя (11), получим∫︁

R𝑑

𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝑔(𝑦)

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑦, 𝑧)𝐵𝑘(𝑥, 𝑧)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)

=

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑧)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑧)ℱ𝑘,1(𝑔)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧).

Второе равенство в (18) и лемма 1 в целом доказаны.

Теорема 1. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то для всех 𝑥 ∈ R𝑑 и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)

‖𝑇 𝑡𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘,1
≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

.

Доказательство. Для заданного 𝑥 ∈ R𝑑 на 𝒮(R𝑑) определим оператор

(𝐵𝑥𝑓)(𝑡) = 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑗2𝜆𝑘
(2
√︀
𝑡|𝑦|)𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).
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Если 𝑝 = 2, то

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑗2𝜆𝑘

(2
√
𝑡𝜌)

∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝜌𝑦
′)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜌𝑦

′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝜌)

и

ℋ𝜆𝑘,1(𝑇
(·)𝑓(𝑥))(𝜌) =

∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝜌𝑦
′)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜌𝑦

′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′).

Учитывая унитарность операторов ℋ𝜆𝑘,1, ℱ𝑘,1, и применяя неравенство Гельдера, получим

‖𝑇 𝑡𝑓(𝑥)‖22,𝑑𝜈𝜆𝑘,1
= ‖ℋ𝜆𝑘,1(𝑇

(·)𝑓(𝑥))(𝜌)‖22,𝑑𝜈𝜆𝑘,1

=

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝜌𝑦
′)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜌𝑦

′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′)
⃒⃒⃒2
𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝜌)

≤
∫︁ ∞

0

∫︁
S𝑑−1

|ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜌𝑦
′)|2 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦′) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝜌)

= ‖ℱ𝑘,1(𝑓)‖22,𝑑𝜇𝑘,1
= ‖𝑓‖22,𝑑𝜇𝑘,1

.

Неравенство (5) при 𝑝 = 2 и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) доказано. В силу плотности 𝒮(R𝑑) в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) оно
справедливо на всем пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1).

Пусть 𝑝 = 1. Применяя оценку (13) при 𝑝 =∞, получим

‖𝑇 𝑡𝑓(𝑥)‖1,𝑑𝜈𝜆𝑘,1
= sup

{︁∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡) : 𝑔0 ∈ 𝒮(R+), ‖𝑔0‖∞ ≤ 1
}︁

= sup
{︁∫︁

R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) : 𝑔 ∈ 𝒮rad(R𝑑), ‖𝑔‖∞ ≤ 1
}︁

≤ ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,1
sup
{︀
‖𝜏𝑥𝑔(𝑦)‖∞ : 𝑔 ∈ 𝒮rad(R𝑑), ‖𝑔‖∞ ≤ 1

}︀
≤ ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,1

.

Неравенство (5) при 𝑝 = 1 и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) доказано. Оно также может быть распространено на
все пространство 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1).

По интерполяционной теореме Рисса–Торина выведем (5) для 1 < 𝑝 < 2.
Если 2 < 𝑝 <∞, то в силу (18) и (13) при 1 < 𝑝′ < 2

‖𝑇 𝑡𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘,1
= sup

{︁∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) : 𝑔0 ∈ 𝒮(R+), ‖𝑔0‖𝑝′,𝑑𝜈𝜆𝑘,1

≤ 1
}︁

= sup
{︁∫︁

R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) : 𝑔 ∈ 𝒮rad(R𝑑), ‖𝑔‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1
≤ 1
}︁

≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
sup{‖𝜏𝑥𝑔(𝑦)‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1

: 𝑔 ∈ 𝒮rad(R𝑑), ‖𝑔‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1
≤ 1}

≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
.

Неравенство (5) при 2 < 𝑝 <∞ и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) доказано. Оно также может быть распространено
на все пространство 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1).

Для 𝑝 =∞ неравенство (5) вытекает из представления (3). Теорема 1 доказана.

Теперь мы можем доказать неравенство Юнга для сверток (15) and (16).

Теорема 2. Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 ⩽∞, 1
𝑝 + 1

𝑞 ≥ 1 и 1
𝑟 = 1

𝑝 + 1
𝑞 − 1. Если 𝑓 ∈ 𝒜 и 𝑔(𝑥) = 𝑔0(|𝑥|) ∈

𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), то

‖(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)‖𝑟,𝑑𝜈2𝜆𝑘 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

‖𝑔0‖𝑞,𝑑𝜈2𝜆𝑘 , (20)

‖(𝑓 *𝑘 𝑔)‖𝑟,𝑑𝜇𝑘,1
≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜇𝑘,1
. (21)
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Доказательство. Согласно равенству (18) достаточно доказать неравенство (20). Пусть
1
𝜇 = 1

𝑝 − 1
𝑟 и

1
𝜈 = 1

𝑞 − 1
𝑟 . Тогда

1
𝜇 ≥ 0, 1

𝜈 ≥ 0 и 1
𝑟 +

1
𝜇 + 1

𝜈 = 1. Применяя неравенство Гельдера и
(19), получим ⃒⃒⃒∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)
⃒⃒⃒
≤
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔0(𝑡)|𝑞 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡)
)︁1/𝑟

×
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡)
)︁1/𝜇(︁∫︁ ∞

0
|𝑔0(𝑡)|𝑞 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡)
)︁1/𝜈

≤
(︁∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔0(𝑡)|𝑞 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡)
)︁1/𝑟
‖𝑓‖𝑝/𝜇𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

‖𝑔0‖𝑞/𝜈𝑞,𝑑𝜈2𝜆𝑘
.

Отсюда и из (4)

‖(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)‖𝑟,𝑑𝜈2𝜆𝑘 ≤

(︁∫︁
R𝑑

∫︁ ∞

0
|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)|𝑝|𝑔0(𝑡)|𝑞 𝑑𝜈2𝜆𝑘

(𝑡) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥)
)︁1/𝑟

× ‖𝑓‖𝑝/𝜇𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
‖𝑔0‖𝑞/𝜈𝑞,𝑑𝜈2𝜆𝑘

≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
‖𝑔0‖𝑞,𝑑𝜈2𝜆𝑘 .

Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Из доказательства теоремы 2 вытекает, что неравенство (20) справедливо,
если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, а 𝑔(𝑥) = 𝑔0(|𝑥|) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и ограничена, причем для
всех таких функций свертки (𝑓 *𝜆𝑘

𝑔0)(𝑥) и (𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑥) совпадают. В частности, при 𝑟 = 𝑝, 𝑞 = 1
справедлив аналог неравенства (17)

‖(𝑓 *𝜆𝑘
𝑔0)‖𝑝,𝑑𝜈2𝜆𝑘 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

‖𝑔0‖1,𝑑𝜈2𝜆𝑘 . (22)

Теорема 3. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то для любого 𝑦 ∈ R𝑑 и любой радиальной функции
𝑔(𝑥) = 𝑔0(|𝑥|) ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)

‖𝜏𝑦𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ ‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. (23)

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай 2 < 𝑝 < ∞ и 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑑). Применяя
неравенство Юнга (21) при 𝑟 =∞, 𝑝 = 𝑝′, 𝑞 = 𝑝, получим (23)

‖𝜏𝑦𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
= sup

{︁∫︁
R𝑑

𝜏𝑦𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ 1
}︁

⩽ sup{‖(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑦)‖∞,𝑑𝜇𝑘,1
: 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1

≤ 1} ⩽ ‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
.

Теорема 3 доказана.

В этом параграфе использованы методы работы [7].

4. Сходимость (𝑘, 1)-обобщенных средних

Пусть 𝜀 > 0, 𝐶0(R𝑑) — подпространство функций 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R𝑑), для которых lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0,

радиальные функции 𝜙, ̂︀𝜙 = ℱ𝑘,1(𝜙) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝜙(0) = 1, 𝜙(𝑥) = 𝜙0(𝑟), 𝑟 = |𝑥|,̂︀𝜙(𝑦) = ̂︀𝜙0(𝜌), 𝜌 = |𝑦|, ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = ℱ𝑘,1(𝜙(𝜀(·)))(𝑦). Тогда

̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−𝑑𝑘,1 ̂︀𝜙(︁𝜀−1𝑦
)︁
, ̂︀𝜙𝜀 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩ 𝐶0(R𝑑),

∫︁
R𝑑

̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1 = 1.

В соответствии с замечанием 1 для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, мы можем определить
(𝑘, 1)-обобщенные средние

Φ𝜀𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜆𝑘
(̂︀𝜙𝜀)0)(𝑥) = (𝑓 *𝑘 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥)
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=

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥 ̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).

В силу (17), (22)
‖Φ𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

⩽ ‖(̂︀𝜙𝜀)0‖1,𝑑𝜈𝜆𝑘,1‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
. (24)

Исследуем 𝐿𝑝-сходимость и сходимость почти всюду (𝑘, 1)-обобщенных средних. Пусть

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝 = sup
0⩽𝑡⩽𝛿

‖𝑇 𝑡𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

– модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. В этом параграфе под
𝐿∞(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) мы понимаем 𝐶0(R𝑑).

Лемма 2. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, то 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝 ⩽ 2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
,

lim
𝛿→0

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝 = 0. (25)

Доказательство. Применяя (4), получим ‖𝑇 𝑡𝑓 −𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ 2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

, откуда 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝 ⩽
2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

. В силу (4) равенство (25) можно доказывать для функций из плотного множества
𝒮(R𝑑). Так как для нормированной функции Бесселя (6)

𝑗
′
𝛼(𝑧) = −

𝑧

2(𝛼+ 1)
𝑗𝛼+1(𝑧) (26)

[11, глава V], то |𝑗𝛼(𝑧)− 1| ⩽ |𝑧|
2(𝛼+1) и из (14)

|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ⩽
∫︁
R𝑑

|𝑗2𝜆𝑘
(2
√︀
𝑡|𝜉|)− 1||ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉)| 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉)

⩽

√
𝑡

𝑑𝑘,1

∫︁
R𝑑

√︀
|𝜉||ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉)| 𝑑𝜇𝑘,1 = 𝑐1(𝑓)

√
𝑡.

Равенство (25) при 𝑝 =∞ доказано.
Пусть 𝑅 ⩾ 1, 𝐵𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| ⩽ 𝑅}, 𝐶𝐵𝑅 = R𝑑 ∖𝐵𝑅. Напомним, что 𝑑𝑘,1 = 2𝜆𝑘 + 1 = 𝑑+

2⟨𝑘⟩−1. Для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1 и 𝑥 ∈ 𝐶𝐵𝑅 в [10] доказана оценка |𝑇 𝑡𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑐2(𝑓)|𝑥|−(𝑑𝑘,1+1).
Равенство (25) при 𝑝 <∞ вытекает из неравенства∫︁

R𝑑

|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘,1 ⩽ (𝑐1(𝑓)
√
𝑡)𝑝
∫︁
𝐵𝑅

𝑑𝜇𝑘,1

+ (2𝑐2(𝑓))
𝑝

∫︁
𝐶𝐵𝑅

|𝑥|−𝑝(𝑑𝑘,1+1) 𝑑𝜇𝑘,1 + 2𝑝
∫︁
𝐶𝐵𝑅

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘,1.

Лемма 2 доказана.

Теорема 4. Пусть радиальные функции 𝜙, ̂︀𝜙 = ℱ𝑘,1(𝜙) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩𝐶𝑏(R𝑑), 𝜙(0) = 1.
Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) при 1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R𝑑) при 𝑝 =∞, то

‖𝑓(𝑥)− Φ𝜀𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
→ 0 (𝜀→ 0).

Доказательство. Учитывая (24) и теорему Банаха–Штейнгауза, теорему 4 достаточно
доказывать на плотном множестве 𝒮(R𝑑). Если 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), то

Φ𝜀𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) =

∫︁ ∞

0
𝑇 𝜀𝑡𝑓(𝑥)̂︀𝜙0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡),
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поэтому

‖𝑓(𝑥)− Φ𝜀𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
=
⃦⃦⃦∫︁ ∞

0
(𝑇 𝜀𝑡𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥))̂︀𝜙0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

⃦⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

⩽
∫︁ ∞

0
‖𝑇 𝜀𝑡𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

|̂︀𝜙0(𝑡)| 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

⩽
∫︁ ∞

0
𝜔(𝜀𝑡, 𝑓)𝑝|̂︀𝜙0(𝑡)| 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡).

Утверждение теоремы 4 вытекает из леммы 2 и оценки∫︁ ∞

0
𝜔(𝜀𝑡, 𝑓)𝑝 ̂︀𝜙0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) ⩽ 𝜔(𝜀𝑅, 𝑓)𝑝

∫︁ ∞

0
|̂︀𝜙0(𝑡)| 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

+ 2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

∫︁ ∞

𝑅
|̂︀𝜙0(𝑡)| 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡).

Теорема 4 доказана.

Для исследования сходимости почти всюду нам понадобится максимальная функция
Харди–Литтлвуда. Для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фурье максимальная функция
ℳ𝑘,1𝑓 была определена в [8]. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, то

ℳ𝑘,1𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

⃒⃒⃒∫︀
R𝑑 𝑓(𝑦)𝜏

𝑥𝜒𝐵𝑟(𝑦)𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)
⃒⃒⃒

∫︀
𝐵𝑟
𝑑𝜇𝑘,1(𝑦)

,

По замечанию 1

ℳ𝑘,1𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

⃒⃒⃒∫︀ 𝑟
0 𝑇

𝑡𝑓(𝑥)𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)
⃒⃒⃒

∫︀ 𝑟
0 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

= sup
𝑟>0

⃒⃒⃒∫︀ 𝑟
0 𝑇

𝑡𝑓(𝑥)𝑡2𝜆𝑘𝑑𝑡
⃒⃒⃒

∫︀ 𝑟
0 𝑡

2𝜆𝑘𝑑𝑡
.

Лемма 3. Если |(̂︀𝜙)0(𝑡)| ≲ (1 + 𝑡)−(𝑑𝑘,1+1/2), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то

sup
𝜀>0
|(𝑓 *𝜆𝑘

(̂︀𝜙𝜀)0)(𝑥)| = sup
𝜀>0
|(𝑓 *𝑘 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥)| ≲ℳ𝑘,1|𝑓 |(𝑥).

Доказательство. Так как 𝑇 𝑡 — положительный оператор, то

|(𝑓 *𝜆𝑘
(̂︀𝜙𝜀)0)(𝑥)| ⩽ |(|𝑓 | *𝜆𝑘

(|̂︀𝜙𝜀|)0)(𝑥)|, ℳ𝑘,1𝑓(𝑥) ⩽ℳ𝑘,1|𝑓 |(𝑥)

и мы можем считать, что 𝑓(𝑥), (̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) ⩾ 0.
Используя разложение

(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) =

∞∑︁
𝑗=−∞

(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡)𝜒𝜀2𝑗⩽𝑡⩽𝜀2𝑗+1(𝑡)

и равенство (̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) = 𝜀−𝑑𝑘,1(̂︀𝜙)0(𝜀−1𝑡), получим∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) ⩽

∞∑︁
𝑗=−∞

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝜙𝜀)0(𝑡)𝜒𝜀2𝑗⩽𝑡⩽𝜀2𝑗+1(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)

≲
∞∑︁

𝑗=−∞
(1 + 2𝑗)−1/2

(︁ 2𝑗

1 + 2𝑗

)︁𝑑𝑘,1 ∫︀∞
0 𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝜒0⩽𝑡⩽𝜀2𝑗+1(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)∫︀∞

0 𝜒0⩽𝑡⩽𝜀2𝑗+1(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡)
≲ℳ𝑘,1𝑓(𝑥).
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Лемма 3 доказана.

Для максимальной функции Харди–Литтлвудаℳ𝑘,1𝑓 справедливо слабое 𝐿1-неравенство
и сильное 𝐿𝑝-неравенство при 1 < 𝑝 < ∞ [8], поэтому в условиях леммы 3 для оператора
sup𝜀>0 |(𝑓 *𝑘 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥)| также справедливо слабое 𝐿1-неравенство и сильное 𝐿𝑝-неравенство при
1 < 𝑝 < ∞. Кроме этого для средних (𝑓 *𝑘 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) есть равномерная сходимость на 𝐶0(R),
плотном в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 < ∞. Следовательно по теореме 2.1.14 из [12] справедливо
следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть радиальные функции 𝜙, ̂︀𝜙 = ℱ𝑘,1(𝜙) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩𝐶𝑏(R𝑑), 𝜙(0) = 1,
|(̂︀𝜙)0(𝑡)| ≲ (1 + 𝑡)−(𝑑𝑘,1+1/2). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) при 1 ⩽ 𝑝 < ∞, то Φ𝜀𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑥) (𝜀 → 0)
почти всюду.

5. Сходимость средних Гаусса–Вейерштрасса,

Пуассона, Бохнера–Рисса

Применим результаты предыдущего параграфа для (𝑘, 1)-аналогов классических средних
Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона, Бохнера–Рисса.

Пусть 𝑅, 𝑎 > 0. Определим (𝑘, 𝑎)-обобщенные средние Гаусса–Вейерштрасса 𝑊𝑅,𝑎𝑓(𝑥) при
помощи положительного обобщенного радиального мультипликатора Гаусса 𝑤𝑎(𝑥) = 𝑒−|𝑥|𝑎/𝑎

ℱ𝑘,𝑎(𝑊𝑅,𝑎𝑓)(𝑦) = 𝑤𝑎

(︁ 𝑦
𝑅

)︁
ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦).

Так как |𝑤𝑎(𝑥)| ⩽ 1, то 𝑊𝑅,𝑎𝑓 — ограниченный оператор в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎):

‖𝑊𝑅,𝑎𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎
⩽ ‖𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎

.

Для мультипликатора 𝑤𝑎(𝑥) = (𝑤𝑎)0(𝑟), 𝑟 = |𝑥|, 𝜌 = |𝑦|, вычислим (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобра-
зование Фурье

̂︀𝑤𝑎(𝑦) = ℱ𝑘,𝑎(𝑤𝑎)(𝑦)=ℋ𝜆𝑘,𝑎((𝑤𝑎)0)(𝜌)=

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟𝑎/𝑎𝑗2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
(𝜌𝑟)𝑎/2

)︁
𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎(𝑟).

Делая замену переменной 𝑡 = 𝑟𝑎 и применяя (6), [13, стр.33, формула 10], получим

̂︀𝑤𝑎(𝑦) =
2

𝑎𝜌𝜆𝑘

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡2/𝑎𝐽2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
𝜌𝑎/2𝑡

)︁
𝑡2𝜆𝑘/𝑎+1 𝑑𝑡 = 𝑒−𝜌𝑎/𝑎 = 𝑤0,𝑎(𝜌) = 𝑤𝑎(𝑦).

Отметим, что ̂︀𝑤𝑎 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑),

∫︁
R𝑑

̂︀𝑤𝑅
𝑎 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦) = 1,

ℱ𝑘,𝑎

(︁
𝑤𝑎

(︁(·)
𝑅

)︁)︁
(𝑦) = 𝑅𝑑𝑘,𝑎 ̂︀𝑤𝑎(𝑅𝑦) = ̂︀𝑤𝑅

𝑎 (𝑦). (27)

Если 𝑎 = 1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, то в силу замечания 1 (𝑘, 1)-обобщенные средние
Гаусса–Вейерштрасса имеют вид

𝑊𝑅,1𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜆𝑘
( ̂︀𝑤𝑅

1 )0)(𝑥) = (𝑓 *𝑘 ̂︀𝑤𝑅
1 )(𝑥)

=

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)( ̂︀𝑤𝑅

1 )0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥 ̂︀𝑤𝑅
1 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).

Согласно (17), (22)
‖𝑊𝑅,1𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
, 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞.
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Для (𝑘, 1)-обобщенных средних Гаусса–Вейерштрасса в силу (27) выполнены условия тео-
рем 4, 5, поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 6. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) при 1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R𝑑) при 𝑝 =∞, то

‖𝑓(𝑥)−𝑊𝑅,1𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
→ 0, (𝑅→∞).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то 𝑊𝑅,1𝑓(𝑥)→ 𝑓(𝑥) (𝑅→∞) почти всюду.

Определим (𝑘, 𝑎)-обобщенные средние Пуассона 𝑃𝑅,𝑎𝑓(𝑥) при помощи положительного

обобщенного радиального мультипликатора Гаусса 𝑝𝑎(𝑥) = 𝑒−|𝑥|𝑎/2

ℱ𝑘,𝑎(𝑃𝑅,𝑎𝑓)(𝑦) = 𝑝𝑎

(︁ 𝑦
𝑅

)︁
ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦).

Так как |𝑝𝑎(𝑥)| ⩽ 1, то 𝑃𝑅,𝑎𝑓 — ограниченный оператор в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎):

‖𝑃𝑅,𝑎𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎
⩽ ‖𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎

.

Для мультипликатора 𝑝𝑎(𝑥) = (𝑝𝑎)0(𝑟), 𝑟 = |𝑥|, вычислим (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование
Фурье

̂︀𝑝𝑎(𝑦) = ℱ𝑘,𝑎(𝑝𝑎)(𝑦)=ℋ𝜆𝑘,𝑎((𝑝𝑎)0)(𝜌)=

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟𝑎/2𝑗2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
(𝜌𝑟)𝑎/2

)︁
𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎(𝑟), 𝜌 = |𝑦|.

Делая замену переменной 𝑡 = 𝑟𝑎/2 и применяя (6), [13, стр.32, формула 4], получим

̂︀𝑝𝑎(𝑦) = 2

𝑎𝜌𝜆𝑘

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝐽2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
(𝜌)𝑎/2𝑡

)︁
𝑡2𝜆𝑘/𝑎+1 𝑑𝑡 =

(2
√
𝜋)−1Γ

(︁
2𝜆𝑘
𝑎 + 3

2

)︁
(︁
𝑎2

4 + 𝜌𝑎)
2𝜆𝑘
𝑎

+ 3
2

.

Отметим, что

̂︀𝑝𝑎 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), ℱ𝑘,𝑎

(︁
𝑝𝑎

(︁(·)
𝑅

)︁)︁
(𝑦) = 𝑅𝑑𝑘,𝑎̂︀𝑝𝑎(𝑅𝑦) = ̂︀𝑝𝑅𝑎 (𝑦),∫︁

R𝑑

̂︀𝑝𝑅𝑎 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦) = 1, (̂︀𝑝𝑎)0(𝜌) ≍ 1

(1 + 𝜌)𝑑𝑘,𝑎+𝑎/2
. (28)

Если 𝑎 = 1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, то в силу замечания 1 (𝑘, 1)-обобщенные средние
Пуассона имеют вид

𝑃𝑅,1𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜆𝑘
(̂︀𝑝𝑅1 )0)(𝑥) = (𝑓 *𝑘 ̂︀𝑝𝑅1 )(𝑥)

=

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝑝𝑅1 )0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥̂︀𝑝𝑅1 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).
Согласно (17), (22)

‖𝑃𝑅,1𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

, 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞.
Для (𝑘, 1)-обобщенных средних Пуассона в силу (28) выполнены условия теорем 4, 5, по-

этому справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) при 1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R𝑑) при 𝑝 =∞, то

‖𝑓(𝑥)− 𝑃𝑅,1𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1
→ 0, (𝑅→∞).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то 𝑃𝑅,1𝑓(𝑥)→ 𝑓(𝑥) (𝑅→∞) почти всюду.
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Пусть 𝛿 > 0,

𝑠𝑎(𝑥) =

{︃
(1− |𝑥|𝑎)𝛿, |𝑥| ⩽ 1,

0, |𝑥| > 1.

Определим (𝑘, 𝑎)-обобщенные средние Бохнера-Рисса 𝑆𝛿
𝑅,𝑎𝑓 порядка 𝛿 при помощи муль-

типликатора 𝑠𝑎(𝑥):

ℱ𝑘,𝑎(𝑆
𝛿
𝑅,𝑎𝑓)(𝑦) = 𝑠𝑎

(︁ 𝑦
𝑅

)︁
ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦).

Так как |𝑠𝑎(𝑥)| ⩽ 1, то 𝑆𝛿
𝑅,𝑎𝑓 — ограниченный оператор в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎):

‖𝑆𝛿
𝑅,𝑎𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎

⩽ ‖𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,𝑎
.

Для мультипликатора 𝑠𝑎(𝑥) = (𝑠𝑎)0(𝑟), 𝑟 = |𝑥|, вычислим (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование
Фурье

̂︀𝑠𝑎(𝑦)=ℱ𝑘,𝑎(𝑠𝑎)(𝑦)=ℋ𝜆𝑘,𝑎((𝑠𝑎)0)(𝜌)=

∫︁ 1

0
(1−𝑟𝑎)𝛿𝑗2𝜆𝑘/𝑎

(︁2
𝑎
(𝜌𝑟)𝑎/2

)︁
𝑑𝜈𝜆𝑘,𝑎(𝑟), 𝜌 = |𝑦|.

Применяя разложение (6), получим

̂︀𝑠𝑎(𝑦) = 𝑏𝜆𝑘,𝑎

∞∑︁
𝑗=0

Γ(2𝜆𝑘/𝑎+ 1)(−1)𝑗(𝜌𝑎/𝑎2)𝑗
𝑗!Γ(𝑗 + 2𝜆𝑘/𝑎+ 1)

∫︁ 1

0
𝑟𝑎𝑗+2𝜆𝑘+𝑎−1(1− 𝑟𝑎)𝛿 𝑑𝑟

=
Γ(𝛿+1)

𝑎2𝜆𝑘/𝑎+1

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗(2𝜌𝑎/2/𝑎)2𝑗
22𝑗𝑗!Γ(2𝜆𝑘/𝑎+𝛿+𝑗+2)

=
Γ(𝛿+1)

𝑎2𝜆𝑘/𝑎+1Γ(2𝜆𝑘/𝑎+𝛿+2)
𝑗2𝜆𝑘/𝑎+𝛿+1

(︁2
𝑎
𝜌𝑎/2

)︁
.

Так как при 𝛼 ⩾ −1/2, 𝜌→∞ (см. [11, глава V]):

𝜌𝛼+1/2𝑗𝛼(𝜌) = 𝐴𝛼

(︀
cos(𝜌− 𝑎𝛼) +𝑂(|𝜌|−1)

)︀
,

где

𝐴𝛼 =
2𝛼+1/2Γ(𝛼+ 1)√

𝜋
, 𝑎𝛼 =

𝜋(𝛼+ 1/2)

2
,

то ̂︀𝑠𝑎(𝑦) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) тогда и только тогда, когда 𝛿 >
2𝜆𝑘
𝑎 + 1

2 =
𝑑𝑘,𝑎
𝑎 − 1

2 . Число

𝛿𝑘,𝑎 =
𝑑𝑘,𝑎
𝑎
− 1

2

назовем критическим показателем.
Отметим, что при 𝛿 > 𝛿𝑘,𝑎,

̂︀𝑠𝑎(𝑦) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), ̂︀𝑠𝑅𝑎 (𝑦) = 𝑅𝑑𝑘,𝑎ℱ𝑘,𝑎(𝑠𝑎)(𝑅𝑦),

∫︁
R𝑑

̂︀𝑠𝑅𝑎 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦) = 1. (29)

Если 𝑎 = 1, 𝛿 > 𝛿𝑘,1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞, то в силу замечания 1 (𝑘, 1)-обобщенные
средние Бохнера–Рисса имеют вид

𝑆𝛿
𝑅,1𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜆𝑘

(̂︀𝑠𝑅1 )0)(𝑥) = (𝑓 *𝑘 ̂︀𝑠𝑅1 )(𝑥)
=

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)(̂︀𝑠𝑅1 )0(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘,1(𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥̂︀𝑠𝑅1 (𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦).
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При 𝛿 ⩾ 𝑑𝑘,1 + 1/2 = 𝛿𝑘,1 + 1 выполнена оценка

|(̂︀𝑠1)0(𝑡)| ≲ (1 + 𝑡)−(𝑑𝑘,1+1/2) (30)

Из теорем 4, 5 и (29), (30) вытекает утверждение.

Теорема 8. Если 𝛿 > 𝛿𝑘,1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) при 1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R𝑑) при 𝑝 =∞, то

‖𝑓(𝑥)− 𝑆𝛿
𝑅,1𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1

→ 0, (𝑅→∞).

Если 𝛿 ⩾ 𝛿𝑘,1 + 1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то 𝑆𝛿
𝑅,1𝑓(𝑥)→ 𝑓(𝑥) (𝑅→∞) почти всюду.

При 𝑎 = 2 аналоги результатов этого и предыдущего параграфов установлены в [14]. Мы,
в частности, используем методы этой статьи.

6. Заключение

Сходимость почти всюду средних Бохнера–Рисса при 𝑎 = 1 установлена только при усло-
вии 𝛿 ⩾ 𝛿𝑘,1 + 1, где 𝛿𝑘,1 = 𝑑𝑘,1 − 1/2 — критический показатель. Есть предположение, что
правильное условие 𝛿 > 𝛿𝑘,1. Критический показатель при 𝑎 = 2 равен 𝛿𝑘,2 = (𝑑𝑘,2 − 1)/2 и
сходимость почти всюду средних Бохнера–Рисса при 𝑎 = 2 установлена в [14] также с люфтом
𝛿 ⩾ 𝛿𝑘,2 + 1.
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